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Zgtos niecdpowiednig podpowieds

Analiza czestotliwosciowa sygnatow dyskretnych,
czyli DYSKRETNA TRANSFORMACJA FOURIERA

ang. Discrete Fourier Transform DFT
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]]m Analiza czestotliwosciowa
AGH

sygnatow dyskretnych

Spis tresci

1. Zaleznosci pomiedzy analiza czestotliwosciowg
sygnatéw analogowych i dyskretnych

2. Definicja i wifasnosci dyskretnej transformaciji
Fouriera

3. Analiza czestotliwosciowa dyskretnych obrazéw

2

I

AGH

]] Geneza transformacji sygnatu
jednowymiarowego

Widmo impulsu analogowego

f . sy (1)
s,(H=1s, (t)e "' dt
! I

gdzie T jest czasem trwania sygnatu.

Wprowadzmy dyskretyzacj¢ s, (n)=s,(nAt)
gdzie: p=0,1,...,N—1

N - ilos¢ probek

gestos¢ dyskretyzacji  Af = T/ ( N — 1)

Wartos¢ catki oznaczonej aproksymujemy ,,metoda prostokatow™

N-1
SN = ALY s,(n) e ™™
n=0



ll““JJ Dyskretyzacja w dziedzinie czestotliwosci
AGH
8 ( f) T Dyskretne widmo b?kzi:nz \Z;znaczaé w punktach

Aby byty roztozone réwnomiernie i obejmowaly
zardwno dodatnie jak 1 ujemne wartosci

kel{-(N-1)/2,~(N=3)/2,....,(N=3)/2,(N—1)/2}
(albo k€{0,1,2,...,N—1} )

-1 0 1 Hz

Polozenie skrajnych punktow musi uwzglednia¢ zalozenia tw. Shanona i
wynika¢ z powyzszych zalozen. Otrzymamy zatem dwa warunki

N-1
———<f =f/2
Jox-a 2AtN In=1,

1 1
N—l = e—
S =TAf NAt T+At 5
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AGH

a z nich wynika Af

]]IJJ Odwrotna dyskretna transformacja Fouriera
ang. Inverse Discrete Fourier Transform IDFT

Z widma ciaglego odtwarzamy sygnat analogowy

fm
— ls 27jft
s,(0)= [8,()e™" df
_.fm
Aproksymujgc wartos¢ calki ,,metodg prostokatow” spodziewamy si¢ otrzymac dyskretne
wartosci sygnatu

s (n)=AF D 8, (k)yw™

gdzie

]]]JJ Prototyp DFT

Przyblizone wartosci widma analogowego

N-1
S, (/)= ALY s, (n) eI
n=0 k
obliczamy dla wybranych czestotliwosci S =kAf = m

2z

Sa(fi) = 8,(k) = At f% (e V"

Wprowadzajac oznaczenie

otrzymujac

2z

w=e ¥ = cos(2r/N)— jsin(2z/ N)

otrzymujemy wartosci widma dyskretnego

N-1
Su(k)y=Ar> s, (m)w" .
n=0

]] Wzajemna jednoznaczno$¢ transformacji
DFT oraz IDFT

§a () = ACS s ()W su(m) =& 35, (yw ™

1 R - 1 i N-1 1
SA(”)ZM §,(kyw™ =N_At2w » At(ZSA(m)wk"] =
k k m=0

6 Im(wk(m_"))

1 = Wy
=— D s, (m)Y W =5, (n)
Nm=0 k
Z k() 0 dla m#n
w =
T N dla m=n
_2=
w,=e V




]“JJ Przyktad

[FOURIERITRANSFORM

Jakie jest widmo dyskretne sygnalu

s,=[1 0 -1 0 1 0]

jesli gestos¢ probkowania wynosi

At =107[5]?

Sygnal posiada N=6 probek. Spodziewamy si¢, ze reprezentuje drgania
kosinusoidalne o okresie

T=4At =4-10"[s]

czyli o czestotliwosci

£ =250[Hz].

n]JJ Okresowos¢ widma DFT

OtrzymaliSmy wzor

N-1
S,(k)= A1) s, (myw"
n=0

27

gdzie  _ ¢V —cos(27/ N)— jsin(27/ N)

czyli N-1
$,(k) =AY s, (m)]cos(2znk / N)— jsin (2zmk / N))

n=0
Funkcje trygonometryczne powoduja, ze widmo jest funkcja o okresie &, tzn.

Sy(k+N)=5,(k)
bo

N-1
§,(k) =AY s, (n)[cos(2mk / N + 27m)— jsin(2mmk/ N + 27m)]

n=0
11

ul]“JJ Zakonczenie przykiadu
AGH

Numery prébek 1y & 40,1, 2, 3, 4, 5}

Dyskretne widmo ma numeracje e {-2,5;-1,5;-0,5; 0,5;1,5; 2,5}

Gestos¢ dyskretyzacji w dziedzinie czgstotliwosci

1 1
Af = —— =
4 NAt 6107

=500 /3[Hz]

Zatem widmo dyskretne jest obliczane dla czgstotliwosci [Hz]

{~1250/3,-250,-250/3,250/3,250,1250/3}

. ’ N-1
W oparciu 0 wzor §,(k) = Atz KN (n)wkn
n=0

w=e 3 =COS(ﬂ'/3)—jSin(ﬂ/3)=%—§j

otrzymujemy

gdzie

§5,=0 310° 0 0 3.10° of 0

]“ﬂ Racjonalizacja DFT

Przyjmujemy k& =0,1,2,...,N —1
Skoro fk — kAf
o [f,]=[0.A1 247 . AN -DAf] e RY

Wprowadzamy nowa funkcje dyskretng

R0

Sk) At

Przy tych dwoch zalozeniach wzor

N—-1
S, (k) =AY s, (m)yw"
n=0

przyjmie ostateczng posta¢ dyskretnej transformacji Fouriera. 12



mmﬂ Definicja DFT oraz IDFT

AGH
N-1
. . . . A kn
Dyskretna transformacja Fouriera zdefiniowana jest wzorem S(k ) = Z S(n)w
n=0
1 N-1

s(n) = WZbe(k)w-k"

k=0
Ss=Ws

a odwrotna dyskretna transformacja Fouriera wzorem

Przeksztalcenie DFT mozna zapisa¢ macierzowo
gdzie W — I}/an:lE CNxN
Elementy macierzy Wpowstaj;q przez podniesienie do potegi kn wartosci zespolonej
/4
—i= ..
w=e VY =cos(2x/N)— jsin(2z/N)

przy czym k jest numerem wiersza a n numerem kolumny. Numeracja rozpoczyna si¢ od zera
bo k.ne{0l2,...,N-1}
Macierz przeksztatcenia w odwrotnej dyskretnej transformacji Fouriera

_1/\
s=W"'s

ma postaé 1
W—l :_[w—kn]: _W* e CNXN
N

ll““JJ Wiasciwosci DFT

AGH

4. Szerokos$¢ widma:

Dla nieparzystej liczby probek
f max = f .@

Dla N — oootrzymujemy
f max 7 f p /2

Dla parzystej liczby probek
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]“ﬂ Wiasciwosci DFT

1. Zalezno$¢ pomiedzy widmem dyskretnym a widmem sygnatu analogowego
5(k) At ~ 5, (kA)

2. Liczba dyskretnych wartosci widma jest rowna liczbie prébek
czasowych sygnahu.

3. Gestos¢ dyskretyzacji widma

1 -1
Af = ——=(T + At
V' = ( )

gdde  Ar=T/(N-1)
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u”“ﬂ Wiasciwosci DFT

AGH

5. Macierz W jest nieosobliwa i symetryczna, jej elementy sa na ogél
zespolone a ich moduly sa zawsze réwne 1. Odwrotna do niej

w'l=w*/N

6. Liniowos$¢ DFT, tzn.

as,(n) + bs,(n) < as, (k) +bs, (k)
bo  W(as, +bs, )= aWs, +bWs,

16



]]]JJ Wiasciwosci DFT

- . .. ~ ki
7. Przesuniecie w dziedzinie czasu s(h—ny) < S(k)yw™

N—-ny—1

N-1
bo N s(n—n) W =w" D s(m) w"
n=0

m=—n,
1 N-1

8. Modulacja  s,(n)s,(n) < FZ@ (m) 8, (k —m)
m=0

9. Zachowanie energii czyli dyskretna posta¢ twierdzenia Parsevala

N-1 5 1 N-1 R
500 =~ > [§kf
n=0 k=0
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mJJ Prezentacja przyktadu

I

AGH

Gesto$¢ probkowania wynosi - Ar = 0,001 [s] -
Jakie jest widmo dyskretne sygnatu 5= [2 101210 I]T 9

27 .

- . 1 J
we=e 8 =cos(w/4)-jsin(n/4)=—=—==

’ NN
Podnoszg t¢ liczbe do potegi catkowitej otrzymamy tylko jedna z o$miu mozliwosci
przedstawionych na ponizszym rysunku.

Obliczamy

1 ]
) ‘-
Np. dla N=8

v L __J

\ NN

22

Re(wk)

V22 19

]“ﬂ Graficzna prezentacja przykitadu DFT
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]“ﬂ Macierzowy zapis przykiadu

Gestos¢ probkowania wynosi ~ At = 0,001 [s] .
s=2 101210 1f?

Udowodnimy, ze sygnal zawiera skladowg stalg i drgania o okresie 4 [ms], czyli o czestotliwosci

Jakie jest widmo dyskretne sygnatu

f =250[Hz]
SO [ -5 5 5 5 5 o> S s0)]
S| 1> N 4 v o« N T 7150
SO 1> Vo« T o 1 o« T]s2
O >« T« 7L N]s0)
S| > « o« 5 o« o> «[s(
S5) |- ~ ¥ 7 « N T s
56 | T « 1 5 T « {]s06)
5D > 2 TN « « 1 Ns()) 20




n]JJ Rozwigzanie przyktadu

Wyliccamy  §=[8 0 4 0 0 0 4 0]

1
Af =——=125[Hz
Y =S A [#z]

Prébkowanie czestotliwosci

Sygnal ma sktadowa stala i drgania o czg¢stotliwosci

2Af = 250[ Hz]
Szerokos¢ widma wynosi

fmax :f4 ZSOO[HZ]
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]"JJ do transformacji obrazow dyskretnych

Przyjmuyjemy  k =0,1,2,..,N, ~1 oraz k, =0,12,..,N —1

i wprowadzamy nowa funkcje dyskretna
Sy(k,, k,) N s(k Af ., k,Af))
AxAy AxAy

Przy tych dwoch zalozeniach otrzymujemy wzory:

S(k,.k,) =

- dyskretnej transformacji Fouriera obrazow

k)= 3 Tl

_On_

nxkx ny ky
o,

- odwrotnej dyskretnej transformacp Fouriera obrazéw

N1 N,
s\ng,n, )= w,

ky=0 k,=0 23

]] od dwuwymiarowej
transformacji Fouriera

Widmo czgstotliwosciowe obrazu analogowego zdefiniowane jest wzorem

$(fif)) = J’ j s(x, ) e XTI gy gy

—00—00

Odtwarzanie obrazu analogowego z jego widma czestotliwosciowego dokonywane
jest przy pomocy wzoru

S(x,y) = j J.§(fx ’fy)e27r/(.ﬂ-x+f,.y)dfY dfy

Wzory te wykorzystamy do wyprowadzenia dyskretnej transformacji sygnaléw
dwuwymiarowych, czyli 2-D DFT.

22
m]]m Macierzowy zapis 2-D DFT
AG
s=wew, 5] - L
gdzie
N XN A ~ NXXNy
s=[s(n.,n)]eR™ §=[8k, .k )]ecC
W= [fokx JE C NN _ [w J NNy
k.,n =0,..,N_ -1 k,,n,=0,. -1
k_ numer kolumny macierzy n, numer kolumny
n, humer wiersza macierzy ky numer wiersza
VVX oraz Wy sa macierzami symetrycznymi 24



Przykitad 2-D DFT

| Discrete Fourier Transform
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