Zestaw 2

Jakub Kwasny

Zadanie 1. W modelu G(n,p) oblicz:

(a) P(Gnp = Kin—k), dla ustalonego k € [n — 1],

(b) P(Gy,p jest drzewem),

(c) P(de,.,(u,v) =2), dla ustalonych u,v € V.
Zadanie 2. W modelu G(n, p) oblicz:

(a) EXy, gdzie X}, — liczba Sciezek diugosci k w G, p,

(b) EYy, gdzie Yj, — liczba drzew rzedu k w G, p,

(c) EZ, gdzie Z — liczba skojarzen pelnych w G, p.

Zadanie 3. Udowodnij, ze jezeli 0 < p < 1 oraz:
(Z)pc;) + (7;)0 @ <1,

Zadanie 4. Niech H bedzie n-jednolitym hipergrafem (n > 2) o mniej niz 2"~ ! krawedziach. Wykaz, ze istnieje
takie 2-kolorowanie wierzcholkéw tego hipergrafu, ze kazda krawedz zawiera wierzcholki w obu kolorach.

to R(k,t) > n.

Zadanie 5. Turniej T,, = (V, A) ma wlasnosé¢ Sy, k € [n], jezeli
%
VK € & JeV\NK VueK:vueA

Udowodnij, ze jesli (Z)(l —27F)n=F <1, to istnieje turniej T}, o whasnoéci Sy.

Zadanie 6. Niech F' bedzie rodzina skonczonych ciagéw binarnych taka, ze zaden element F nie jest prefiksem
zadnego innego. Udowodnij, ze:

Sl
=1

gdzie N; oznacza liczbe elementéw rodziny F' dlugosci .

Zadanie 7. Niech F bedzie rodzina podzbioréw zbioru {1,2,...,n} taka, ze zaden element rodziny F nie jest
podzbiorem zadnego innego. Udowodnij, ze:

n

Yook <t
k=0 (k)

gdzie Nj, oznacza liczbe elementéw rodziny F o liczebnodci k.

Zadanie 8. Zbiér {(A;, B;),1 < i < h} nazywamy (k,[)-systemem (k,! € N), jezeli:
e A,NB;=0,i€l[hn]
e AinNB;#0,i,j€[h], i #j,
o |Aj| =k, |Bi|=1,1i¢€ [h].

Wykaz, ze h < ().

Zadanie 9. Niech {(A;, B;),1 < i < h} bedzie rodzing par zbioréw liczb naturalnych, spelniajaca:



o 4,NB;=0,iel[h
o (AiNBj)U(A;NB;) #0,4,5€[h],i# ],
o A+ B =n,iclh]

Wykaz, 7e h < 2"

Zadanie 10. Kazdy wyraz macierzy A = {a;;} wymiaru 100x100 jest liczba naturalng ze zbioru {1, 2, ...,5000}.
Wiadomo dodatkowo, ze kazda liczba z tego zbioru wystepuje w macierzy doktadnie dwa razy. Udowodnij, ze
mozna wybraé¢ 100 wyrazéw macierzy w taki sposéb, aby:

a) z kazdego wiersza wybrany zostal dokladnie jeden element,

b) z kazdej kolumny wybrany zostal doktadnie jeden element,

c¢) wybrane liczby byly parami rézne.

Zadanie 11. Niech ¢ = A", C; bedzie formula logiczna w koniunkcyjnej postaci normalnej (CNF) i niech

|C;| =k, j =1,...,m. Pokaz, ze jezeli m < 2%, to ¢ jest spelnialna. Czy to ograniczenie na liczbe klauzul jest
optymalne?



