Zestaw 3

Jakub Kwasny

Zadanie 1. Znajdz wartos¢ oczekiwana liczby punktow stalych losowej permutacji.
Zadanie 2. Udowodnij, Ze istnieje turniej T}, o co najmniej n!2'~" §ciezkach Hamiltona.

Zadanie 3. Niech G = (V| E) bedzie grafem rozmiaru ||G|| = m i rzedu |G| = n. Wykaz, ze G zawiera
podgraf dwudzielny o co najmniej %5 krawedziach.

Zadanie 4. Niech vy,...,v, beda wektorami jednostkowymi z przestrzeni R". Wykaz, ze istnieja wspol-
czynniki e1,...,e, € {—1,1} takie, ze: 1
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Zadanie 5. Niech H = (V, E) bedzie n-jednolitym hipergrafem o 4" ~! krawedziach (n > 2). Udowodnij,
ze istnieje takie 4-kolorowanie tego hipergrafu, ze zadna krawedz nie jest monochromatyczna.

Zadanie 6. Niech G = (V, E) bedzie grafem rzedu n. Wykaz, ze G zawiera zbiér niezalezny zlozony z

przynajmniej Z m wierzchotkow.
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Zadanie 7. Niech G = (V, E) bedzie grafem rzedu n. Dane jest kolorowanie wlasciwe ¢ grafu G przy
uzyciu pewnej (nieokreslonej) liczby koloréw, posiadajace wlasno$é, ze kazdy wierzcholek ma swoich
sasiadéw pokolorowanych na co najwyzej M réznych koloréw. Wykaz, ze G zawiera zbiér niezalezny

zlozony z przynajmniej 374 wierzcholkow.

Zadanie 8. Aneta i Bartosz graja w gre na planszy z pozycjami o etykietach {0, 1,...k}. Poczatkowo
wszystkie n zetonéw znajduje sie na pozycji k. Gra toczy sie przez r rund, a kazda runda ma nastepujacy
przebieg: Bartosz wskazuje pewien podzbiér S zetondéw na planszy, a nastepnie Aneta albo przesuwa
wszystkie zetony ze zbioru S jedng pozycje w lewo, albo przesuwa wszystkie zetony ze zbioru S¢ jedna
pozycje w lewo. Kazdy zeton przesuniety w lewo z pozycji 0 zostaje usuniety z planszy. Jesli po zakon-
czeniu gry na planszy pozostanie 1 lub 0 zetondw, gra konczy sie zwyciestwem Bartosza, w przeciwnym
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przypadku wygrywa Aneta. Udowodnij, ze jesli n - Z <,>2” > 1, to Aneta ma strategie wygrywajaca.
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Wskazowka: skorzystaj z twierdzenia Zermela:

Twierdzenie 1 (Zermel(ﬂ). Dla dowolnej skoniczonej, nielosowej gry dwuosobowej o doskonatej informa-
cji, w ktorej gracze wykonujg ruchy na przemian i ktora nie moze zakonczyc sie remisem, jeden z graczy
ma strategie wygrywajgcq.

Zadanie 9. Niech H bedzie n-jednolitym hipergrafem (n > 4) o co najwyzej 4" 1/3" krawedziach.
Udowodnij, ze istnieje 4-kolorowanie wierzchotkéw H takie, ze kazda krawedz jest teczowa.

Zadanie 10. Niech G = (V, E) bedzie grafem rozmiaru |G| = m i rzedu |G| = n = 2k, ktéry ma
skojarzenie pelne. Wykaz, ze G zawiera podgraf dwudzielny o co najmniej %(m + k) krawedziach.

Wskazowka: zaprojektuj losowanie tak, aby krawedzie skojarzenia na pewno trafily do podgrafu dwu-
dzielnego.

1B, Zermelo, Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie des Schachspiels, 1913.



Zadanie 11. Niech A bedzie macierza n x n, ktérej elementy a; ; sa niezaleznie i z jednakowym prawdo-
podobienistwem wybrane ze zbioru {—1,1}. Oblicz warto$é oczekiwana oraz wariancje zmiennej losowej
X = det(A).

Zadanie 12. Spacerem losowym dlugosci t w grafie G = (V, E), gdzie V' = [n], nazywamy ciag zmiennych
losowych Xy, ..., X;, gdzie Xy € [n] jest ustalonym wierzchotkiem poczatkowym, a X; jest liczba natu-
ralna odpowiadajaca wierzchotkowi wybranemu z jednakowym prawdopodobienstwem sposrod sgsiadow
wierzchotka X; 1, dlai=1,...,t.

Rozwazmy hiperkostke wymiaru r i zal6zmy ze rozpoczynamy spacer losowy od wierzchotka (0, ..., 0).
Niech Y; oznacza odleglosé wierzcholka, do ktérego doszliSmy po t krokach, od punktu startowego (tj.
liczbe jedynek w jego zapisie binarnym). Znajdz rozklad Y;. Oblicz E(Y3).



