Zestaw 4

Jakub Kwasny

Zadanie 1. Dla danej przestrzeni probabilistycznej €2, rodziny zdarzen losowych A oraz wybranego zdarzenia
A € A wskaz maksymalna podrodzine A’ C A taka, ze A jest niezalezne od podrodziny A’.

(a) Q={0,1}" A={4;,={(z1,...,2,) €Q:2;,=0},i € [n]}; A=4
(b) Q:{O,l}n, .A:{Ai’j:{(1‘1,...,.13”)EQZl‘i—f—J,‘jzl},iG[n]}; A:ALQ

(c) Q — zbiér wszystkich orientacji grafu K,; A, — wierzcholek v jest Zzrédlem, A = {4, : v € V(K,)};
A = A, dla ustalonego v

(d) G - ustalony graf, 2 — wybieramy kazda krawedZ grafu G niezaleznie, z jednakowym prawdopodobien-

stwem p do zbioru E’; A, — wierzcholek v jest incydentny z przynajmniej dwiema wybranymi krawe-
dziami, A= {A, :v € V(K,)}; A= A, dla ustalonego v

Zadanie 2. Niech G = (V, E) bedzie grafem o stopniu maksymalnym A i niech V.= V; U--- UV, bedzie
podziatem V na r roztacznych podzbioréw, gdzie |V;| > 2eA, i = 1,...,r. Udowodnij, ze istnieje zbi6r niezalezny
W C V, spetniajacy [WNV;| #0,:=1,...,r.

Zadanie 3. Niech N, M beda skoficzonymi zbiorami takimi, ze |[N| = n, |[M| = m. Wykorzystujac podstawowa
metode probabilistyczna, udowodnij, ze jezeli n > (g’), to istnieje iniekcja f: M — N. Za pomoca LLL wzmocnij
ten wynik, pokazujac, ze wystarczy zalozy¢, ze n > 6m.

Zadanie 4. Niech ¢ = /\;"’:1 C; bedzie formuly logiczna w koniunkecyjnej postaci normalnej (CNF) i niech
k = min{|C;|,C; € ¢}. Pokaz, ze jezeli kazda klauzule C; przecina co najwyzej 2¥/e — 1 innych klauzul, to ¢
jest spelnialna.

Zadanie 5. Teza jak wyzej, ale przecinanie klauzul rozumiemy tak, ze pewna zmienna wystepuje zaprzeczona
w jednej z tych dwoch klauzul, a niezaprzeczona w drugiej.

Zadanie 6. Niech G = (V, E) bedzie spéjnym grafem zwyktym o maksymalnym stopniu A. Niech c¢: V — F%
oraz

u€N (v)
Wykaz, ze jezeli k > 2logy A+ 3, to istnieje taka funkcja ¢, dla ktérej wszystkie wartosci funkcji f sa niezerowe.
Zadanie 7. Wykaz, ze jezeli kazde k-kolorowanie zbioru X™ C N™ zawiera monochromatyczny podzbiér
S1 X -+ x Sy, gdzie S; € ()2(), to
2" =1)/m
— %

Zadanie 8. Niech G = (V, E) bedzie grafem zwyklym i niech z kazdym z wierzchotkéw v € V zwiazany bedzie
zbiér S(v) zlozony z co najmniej 10d koloréw. Zatézmy ponadto, ze Vv € VVc € S(v) : v ma co najwyzej d
sasiadéw wu takich, ze ¢ € S(u). Udowodnij, Ze istnieje kolorowanie wlasciwe wierzchotkéw grafu G z list.

1X| >

Zadanie 9. Przez Z(k) oznaczmy najmniejsza liczbe naturalna n taka, ze jesli podzielimy zbiér {1,2,...,n}
na dwa roztaczne podzbiory, to co najmniej jeden z nich zawiera ciag arytmetyczny diugosci k. Wykaz, ze
Z(k) > 2k /(8k).



