Wymagania teoretyczne: pojecie wektora, podstawowe dzialania na wektorach (dodawanie, mnozenie

przez skalar), dtugosé wektora.

Metodp ilolciotoe W fispce nedpegne;
Maciej Kalka, Bartlomiej Spisak, Dariusz Wozniak
1 Zadania kontrolne

1. Prosze geometrycznie dodac nastepujace wektory, zaczepione w poczatku
uktadu wspotrzednych

(a) (1,2), v = (2,1) (¢) u=(3,0), v=(1,1)
(b) (=L 1), v =(2,1) (d) w=(=21),v=(-1,1/2)

2. Wyznaczy¢ dlugos¢ podanych wektordw

u
u

(a) w=(1,1) (b) w=(-2,-1,0) (c) u=(321)

3. Wektor v zaczepiony jest w punkcie A, znalez¢ wspotrzedne konca tego
wektora, jezeli

(a) v=(3,-2), A=(1,1/2)

(b) v=(1,2,0), A= (5-1,0)
(€) v=(-2,2,2),A=(1,-1,2)
(d) v=(-1,1,2,3), A= (-2,1,6,1)

4. Dla podanych wektorow znalezé wektory jednostkowe o tym samym kie-
runku i zwrocie

(a) u=(2,2) (b) v = (=4,1,0) (€) w=(-21,-1)

5. O wektorze v wiadomo, ze ma dtugosé¢ r oraz jest skierowany w kierunku
zgodnym z wektorem e. Wyznaczy¢ wektor v, jezeli

(a)T:27e:(1/\/§71/\/§) <C>T:\/§ve:(_1/\/§71/\/§70)
(b)T‘=4,€=(\/§/2,1/2) (d>T:\/gve:(1/\/§7_1/\/§71/\/§)

6. Prosze znalez¢ wartosci liczb «, 8 dla ktorych zachodzi
(_1Oa _11) = a(la _1) + 6(47 3)

7. Prosze znalez¢ wartosci liczb «, 3,y dla ktorych zachodzi

o(1,2,1) + B(2,1,-2) +v(=1,—1,1) = (0,0, 1)



Zadania na ¢wiczenia

. Podane wektory zapisa¢ przy pomocy sktadowych w bazie standardowej
{81, €, 7en}

(a) uw=(1,2) (b) v = (6,—5,0) (¢) w = (1,4, —5)

. Zmalez¢ kat miedzy podanymi wektorami
a=2e,+3e,—e,, b=13e,—6e,+8e,
korzystajac z
(a) zapisu przy pomocy sktadowych
(b) zapisu przy pomocy wspo6trzednych
gdzie e; jest wersorem wzdtuz osi 0 —i. Ktéra metoda jest wygodniejsza?

. Obliczy¢ kat miedzy wektorami
p=6m-+4n, q=2m+ 10n

jezeli wiadomo, ze m, n sg wektorami jednostkowymi wzajemnie prosto-
padtymi

. Obliczy¢ cosinus kata miedzy wektorami v = 4p +q, v = —p — 2q
wiedzac, ze: poq =2 oraz p = q = V3.

. Dla jakiej wartosci parametru A wektory @ = 3p + A\q, b = —p + 2q sa
wzajemnie prostopadle, jezeli wiadomo, ze p = 5, ¢ = 3 oraz Z(p,q) =

(27/3).

. Dane sa wektory a = (3,y,2), b= (1,3,2), ¢ = (2,—4,—1). Wyznaczy¢
wartosci y, z dla ktorych wektor a jest prostopadly do pozostatych.

. W prostokatnym, dwuwymiarowym uktadzie wspélrzednych zaznaczy¢
wektory @ = (1, 1) oraz b = (2,0). Geometrycznie zaznaczy¢ rzut wekto-
ra a na kierunek wektora b. Czy jeste$ w stanie wyznaczy¢ jego sktadowe?
Wskazowka: wykorzystaé¢ cosinus kata utworzonego miedzy wektorami.
Jaka wlasno$¢ ma wektor a — proj,a? Zaznaczy¢ ten wektor.

. Wyznaczy¢ rzut wektora a na kierunek wektora b, jezeli

(a)
(b)

(1,1), b= (1,-2) (c)
(_27 )7 b= (372) (d>

a a=(1,-1,0),
a a = (1,6,—2),
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Zmalez¢ cosinusy kierunkowe wektorow

(2) a=(1,-2) (b) b= (L, L 4) (¢) e=(1,-1,2,-2)

7%7

N [

Prosze wykazac, ze
(a —b)? = a® +b* — 2abcos(/(a, b))
Jaka nazwe nosi powyzsze twierdzenie?

Prosze sprawdzi¢, czy zachodzi
proj,(a + 4b — 2¢) = proj, a + 4proj,b — 2proj,.c

dla wektoréw a = (1,0,—1), b = (1,1,0), ¢ = (0,1,—2) oraz u =
(1,1,1).

Wykazaé¢ prawdziwos¢ wzoru

(@ +b)?+ (a—b)* =2(a®+1?)

Zapisa¢ warunek jaki musza speliaé¢ wspétrzedne wektora (z,y, z), aby
ten byt prostopadly do wektoréw a = (1,1,0), b = (—1,0,1). Ile jest
takich wektorow?

Niech @ = (1,5,-2), b = (—2,3,3). Znalez¢ wektor prostopadly do
podanych wektoréw.

Dane sa wektory a = (3,—1,—2), b = (1,2, —1). Prosze znalezé wspot-
rzedne wektora (2a + b) X b.

Prosze uprosci¢ wyrazenia

(a) e; x (2e, —e. +e;)+ (2e. +e,) x (e, —2e,)
(b) (3e, —e.) x (2e, + e, — 3e;)

gdzie wektory e;, i = x,y,2z sa wektorami jednostkowymi, wzajemnie
prostopadtymi, o orientacji zgodnej z orientacja przestrzeni.

Sprawdzi¢ tozsamosé
(a x b)* = a*h* — (a - b)?
Udowodni¢ ponizszg réwnosé

ax(b+e)+bx(a+c)+ex(a+b)=0
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Prosze udowodni¢ ponizsze tozsamosci

(a) a-[(a+b+c)x(a+b)=-a-(bxc)
(b) (a+2b—¢c)-[(a—b)x (a—b—c)]=3a-(bxc)

Wykazaé, ze (a —b) X (b—¢c)=a X b+bXc+cXa.

Obliczy¢ wartosé wyrazenia a X (b x ¢) dla wektoréw a = (1,2,1), b =
(—1,1,2), ¢ = (0,0, 3). Poréwnaé to z wartodcia wyrazenia
b(la-c)—c(a-b).

Wektor @ spelnia réwnania: @ -a = v i x X a = b, gdzie a, b s stalymi
wektorami, a v jest stalg rzeczywista. Prosze rozwigzaé¢ ten ukltad ze
wzgledu na x. Wykorzystaé tozsamosé a x (b x ¢) = b(a - ¢) — c(a - b)

Momentem wektora F' przytozonego w punkcie B, wzgledem punktu A
nazywamy wielkos¢
T=rXF,

gdzie r = AB.
Prosze obliczy¢ momenty wektora F', jezeli

(a) wektor (2,5, —4) przyltozono w punkcie (3, —1,5), a moment liczony
jest wzgledem punktu (1, —2,3)

(b) wektor (1, 1,0) przytozono w punkcie (1, 1,0), a moment liczony jest
wzgledem punktu (0,0, 0)

Prosze sprawdzié, czy iloczyn wektorowy wektoréow a = (rsinwt, 0, 7 cos wt),
b = (—rcoswt, 0, rsinwt) zmienia si¢ w czasie

Prosze wektor a x b zapisa¢ w postaci

axb=aa+ b+ e
zakladajac, ze wektory a, b, ¢ nie sa wspoéiptaszezyznowe (koplanarne).
Prosze obliczy¢ iloczyn mieszany a o (b x ¢) dla wektorow

a=(1,21),b=(-1,02),c=(223)

Prosze¢ obliczy¢ objetosé¢ rownolegtoscianu rozpigtego przez wektory

a = (1,0,0), b= (0,1,0), ¢ = (0,0,1).

Prosze obliczy¢ wysokos$é rownolegloscianu wyznaczonego przez wektory

a=(31,2),b=(-1,-1,0), c=(2,1,1)
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Podstawa réownolegloscianu jest rozpieta na wektorach a = (2,2,1),b =
(4,—2,0). Obliczy¢ objetosé tej bryly wiedzac, ze jej wysoko$¢ wynosi
h =2.

Prosze wykazaé, ze |ao(bxc)| jest objetoscia réwnolegtoscianu (V' = P,h)
rozpietego na wektorach a, b, ¢, gdzie wysokosé¢ poprowadzona jest z kon-
ca wektora a.

Wskazowka: wykonaé rysunek, zastanowié sie jak wyznaczy¢ dtugosé wy-
sokosci powstatej bryty, korzystajac z iloczynu wektorowego i skalarnego.

Obliczy¢ objetosé czworoscianu (V' = 1/3P,h) rozpigtego na wektorach

a=(3,2,-4),b=(1,5,1), ¢=(-1,6,7)

Prosze obliczy¢ pochodng podanych wektorow

Polozenie ciala dane jest wektorem ()

(a) 7(t) = (t*,2t, —2)
(b) 7(t) = (cost,sint,0)

Obliczy¢ predkos¢ i przyspieszenie tego ciata.
Prosze wykazac, korzystajac z dowolnej reprezentacji wektora, ze
(a) 4(aob) —aob+aob

(b) L(@axb)=axb+axb

dt

Korzystajac z wtasnosci pochodnej wektora rozpisa¢ wyrazenia
[ao(a+b)

[a X ((b+c) X a)]
[(@aob)a—b X al

t
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Prosze pokazaé, ze w przypadku gdy wektory a, ¢ sa wektorami statymi,
to zachodzi P

—Jlao(bxe)]=ao(bxc)

dt

Wykazaé, ze gdy wektor a ma staly kierunek, a d/dt(a + b) = 0, to
(a x b)? = aa?, gdzie a = const.



38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Czastka o masie m i tadunku ¢ porusza sie w polu magnetycznym o
indukcji magnetycznej B pod wplywem sity Lorentza: F = g(v x B).
Prosze pokazac, ze szybkosé czastki v jest stata.

Czastka o masie m porusza sie z predkoscia v w polu sity F = —f(r)r.
Prosze pokazaé, ze orbitalny moment pedu L = r X (mw) jest staty.

Prosze zortonormalizowaé¢ podane wektory
a=(1,2), b=(1,-2)
metodg Grama-Schmidta w przestrzeni R2.

Prosze zortonormalizowaé¢ podane wektory
a=(1,-2,0), b=(5>51), c=(544)
metodg Grama-Schmidta w przestrzeni R3.

Prosze zortonormalizowaé¢ podane wektory
a=(1,1,0,0), b=(1,0,1,0), e¢=(1,1,1,0), d=(0,0,1,1)
metoda Grama-Schmidta w przestrzeni R*.

Poczatek uktadu wspotrzednych (0, 0) przesunieto o wektor (1,2). Prosze
podaé¢ wspodlrzedne punktu (—1, —2) w nowym uktadzie wspotrzednych.

Poczatek uktadu wspétrzednych (—4,3) przesunieto do punktu (0,0).
Prosze poda¢ wspétrzedne punktu (1,1) w nowym ukladzie wspolrzed-
nych.

Uktad wspéhrzednych obrécono o kat 7/2. Prosze znalezé wspotrzedne
punktu (4, —4) w nowym uktadzie wspotrzednych.

Uktad wspéhrzednych obrécono o kat 7/3. Prosze znalezé wspotrzedne
punktu (—2,3) w starym uktadzie wspolrzednych.

Poczatek dwuwymiarowego uktadu kartezjanskiego przeniesiono do punk-
tu (2, —1), a nastepnie obrécono ten uktad wokodt jego poczatku o kat /3.
Prosze wyznaczy¢ wspotrzedne punktu P w starym uktadzie wspotrzed-
nych, jezeli jego wspotrzedne w nowym uktadzie wspétrzednych wynosza
(1,1).



