Advanced Computational Techniques
LAB 06. Iteracyjne metody rozwigzywania uktadow réwnan liniowych

Wstep

Istniejg dwa podstawowe sposoby rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych postaci Ax=b —
metody bezposrednie, ktére badane byly podczas poprzednich zajec¢, oraz metody iteracyjne. W
metodach bezposrednich, bedacych w praktyce najczesciej wariantami eliminacji Gaussa, po
wykonaniu pewnej liczby operacji otrzymuje sie rozwigzanie o duzej doktadnosci (btedy pojawiaja
sie tylko na skutek skoriczonej doktadnosci obliczen komputerowych i propagacji btedéw
zaokraglen — dlatego obliczenia zawsze sg przeprowadzane na liczbach podwadjnej precyzji, co
pozwala uzyska¢ wyniki z doktadnos$cig co najmniej kilku cyfr znaczacych).

Metody iteracyjne uzyskujg rozwigzanie w szeregu krokéw obliczeniowych (iteracji), zaczynajac od
pewnego wektora startowego X, (initial guess) i uzyskujac po kazdym z krokdw kolejne przyblizenia
rozwigzania. Miarg zbieznosci dla kolejnych rozwigzan X« jest norma z wektora residuum uktadu
réwnan, obliczanego dla xi jako: rc= b - Axx. Zaktada sie, ze kiedy residuum uktadu réwnan dla
kolejnych iteracji zmierza do 0, to takze btad rozwigzania zmierza do zera (jesli rozwigzanie
doktadne oznaczymy jako X', a btagd rozwigzania xk jako ex=x"- Xk, to dzieki temu, ze Ax'=b,
otrzymuje sie liniowa zalezno$¢ wiazaca btad z residuum: re=b - Axk = AX - Axe= A( X'~ Xk) =
Aek).

Znajac norme residuum, nie znamy normy btedu, jednak z liniowej zaleznosci miedzy oboma
wektorami mozemy wnioskowac, ze kiedy norma residuum maleje wielokrotnie, to takze norma
btedu maleje w podobny sposob. Stad czestym kryterium zatrzymania iteracji jest albo osiggniecie
przez norme residuum ||ri|| okreslonej matej wartosci ||r| < eass (absolutna redukcja residuum),
albo redukcja o okreslony czynnik poczatkowego residuum ro= AxXo - b, ||rdl/lIro]l < €rer
(wzgledna redukcja residuum).

Najpopularniejszymi obecnie metodami iteracyjnego rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych sg
tzw. metody podprzestrzeni Krylowa (rozwigzujace pewien problem optymalizacyjny), ktérych
typowymi przykladami sg metody sprzezonych gradientow i GMRES. Metody podprzestrzeni
Krylowa zbiegaja sie tym lepiej im macierz uktadu jest blizsza macierzy jednostkowej (majgcej
optymalne uwarunkowanie), stad czesto w algorytmie metody pojawiaja sie dodatkowe operacije
tzw. poprawa uwarunkowania macierzy (preconditioning).

Jedng z najwazniejszych cech decydujacych o wydajnosci i praktycznej uzytecznosci kazdego z
iteracyjnych solwerdw liniowych (solwer — program rozwigzujgcy zadany problem), jest szybkos$c¢
zbieznosci — determinujgca w ilu iteracjach solwer osiggnie wymagang redukcje residuum ukiadu.
Ostateczna wydajnos¢ zalezy takze od czasu realizacji pojedynczej iteracji oraz od czasu
przygotowania struktur danych do wykonywania iteracji (ten ostatni czas moze by¢ istotny dla
wszelkich bardziej ztozonych metod, np. z wyrafinowanymi preconditionerami, takimi jak algorytmy
multigrid albo algorytmy niekompletnego rozktadu LU (incomplete LU factorization),

Do wyrazenia szybkosci zbiezno$ci mozna uzyc¢ liczby iteracji, N_it, prowadzacych do osiagniecia
zbieznosci (zaktadanej redukcji normy residuum), mozna takze obliczy¢ usredniony po wszystkich
iteracjach stosunek norm kolejnych residuéw uktadu (nazywany dalej usredniong redukcjg norm):
conv_rate_at_k-th_iteration = ||r.||/||r«|] (prowadzi to do wzoru: ||rd] ! |[re]] =
average_conv_rateN-" < egg, Wigzgcego szybkosé zbieznosci z liczbg iteracji N_it. Im
wspotczynnik average_conv_rate blizszy 0, tym zbiezno$¢ szybsza, im blizszy 1, tym zbieznos¢
wolniejsza, dla wartosci average_conv_rate > 1 iteracje nie zbiegajg sie, solwer jest rozbiezny dla
danego uktadu réwnan.

W ramach zaje¢ bedziecie Panstwo badaé¢ r6zne metody iteracyjne przedstawione na wyktadzie:
Jacobiego, Gaussa-Seidla oraz GMRES — jako przykiad metody podprzestrzeni Krytowa, z
réznymi wariantami poprawy uwarunkowania macierzy uktadu réwnan. Testowane beda szybkosé
zbieznosci normy residuum i czas uzyskiwania rozwigzania. Otrzymane wyniki postuzg do
porownania z algorytmem PARDISO bezposredniego rozwigzywania uktadu rownan, badanym na
poprzednich zajeciach.



1. Zadanie 1. (obowigzkowe) Uruchomienie zadania z iteracyjnym solwerem uktadéw
réwnan liniowych.

1.1. Prosze utworzy¢ katalog lab_06

1.2. Wszystkie obliczenia w ramach laboratorium nalezy wykonywac na tych samych
siatkach, ktory stuzyty do testowania solwera bezposredniego podczas poprzedniego
laboratorium (siatka poczatkowa mniej wiecej pomiedzy 200 a 330 weztdéw
(wierzchotkow), siatka po trzech adaptacjach jednorodnych z liczbg wierzchotkow w
zakresie 50 000 — 100 000)

o Jako wstep do ¢wiczen nalezy skopiowac¢ do katalogu lab_06 pliki sterujgce z przyktadu
z poprzedniego laboratorium, ewentualnie zmieni¢ nazwe tak, zeby nie wtaczaty sie
warianty zadawania zrédet ciepta i inne dokonane wcze$niej modyfikacje kodu
(jesli nie zostato to zrobione w ramach laboratorium 8),
= W przeciwienstwie do solwera bezposredniego zachowanie solwera iteracyjnego

moze istotnie zaleze¢ od rozwigzywanego zadania (np. czy istnieje silne
skondensowane zradio ciepta, czy wystepuja nieliniowosci itp.)

= dlatego w poczatkowej fazie laboratorium konieczne jest badanie solwera w

przypadku zadania standardowego — bez zrédet ciepta, nieliniowych
materiatéw i warunkéw brzegowych itp.

1.3. Nastepnie nalezy uruchomi¢ program w istniejgcej konfiguracji z solwerem
bezposrednim, rozwigzac zadanie i zanotowaé wyniki otrzymane przez solwer

= wystarczajgce jest zanotowanie konkretnych wartosci wybranych stopni swobody
obliczonych przez solwer bezposredni, drukowanych jako np.:

Solution in struct 0, block 3, dof_ent 7, posglob=3
308.0015926661

= mozna takze sprawdzic jakoSciowag poprawnos¢ rozwigzania wizualizujgc je w
programie ParaView
1.4. Pierwszym krokiem wykorzystania solweréw iteracyjnych jest skopiowanie ze
strony przedmiotu do katalogu roboczego z plikami konfiguracyjnymi przyktadowego

problemu, pliku konfiguracyjnego dla interfejsu programu ModFEM z solwerami
iteracyjnymi, mkb . dat.

1.5. W pliku problemowym problem heat.dat nalezy zaznaczy¢ opcje wyboru
wbudowanego solwera iteracyjnego ModFEM (z podstawowag metodg GMRES):

linear_solver_type = 1; // int:
a takze nazwe pliku konfiguracyjnego solwera
solver_file = "mkb.dat"; // solver_filename

1.6. Po dokonaniu zmian nalezy uruchomic program, rozwigza¢ zadanie i sprawdzic
poprawnos$¢ wyniku (przez poréwnanie z wynikiem solwera bezposredniego )

a) najdokfadniejszym sprawdzeniem jest poréwnanie konkretnych wartosci wybranych
stopni swobody obliczonych przez solwer i drukowanych jako (przyktadowo):

Solution in struct 0, block 3, dof_ent 7, posglob=3
308.00016859953

b) nalezy zwrdci¢ uwage na wydruki (bezposrednio przed wartoSciami wybranych
obliczonych stopni swobody), przyktadowo:
Convergence in GMRES after 15 iterations!!!
Total convergence rate (average decrease in residual per iteration) 0.347699
Norm of preconditioned residual 0.000922893, relative decrease 0.00000013123
After solving a system of 330 linear equations - norm of residuum:
L2 = 0.039030809209188, MAX = 0.019712119716132



Wydruki informujg o istotnych z punktu widzenia wydajnosci parametrach, takich jak:
liczba iteracji do osiggniecia zbiezno$ci (zatozonej redukcji residuum) i usredniona
redukcja norm, okreslajaca szybko$¢ zbieznosci ( Total convergence rate
(average decrease in residual per iteration)). Podajg takze dwa parametry
doktadnos$ci: norme z residuum po zastosowaniu preconditionera oraz norme ze
standardowego residuum . Szczegdlnie ta ostatnia ( MAX ) jest istotna.

Norma L2 oznacza wybor normy $rednio-kwadratowej (standardowej dla wektoréw —
pierwiastek z sumy kwadratéw wspétrzednych, czyli wartosci stopni swobody), norma
maksymalna MAX, warto$¢ bezwzgledng maksymalnej r6znicy miedzy wspotrzednymi
wektora.

Norma MAX moze by¢ poréwnana z r6znicami wartosci stopni swobody obliczonych
przez solwer bezposredni (przyjetych jako wartosci doktadne) i obliczonych przez
solwer iteracyjny (dla podanych powyzej przyktadowych wydrukéw réznica wartosci
wynosi: 308.00016859953 — 308.0015926661 = 0,001424097, biad
wzgledny ok. 0,001424097/308 = 4.e% przyjmujac zamiast roznicy dla
konkretnego stopnia swobody warto$¢ normy MAX: MAX = 0.019712119716132,
dostajemy bigd wzgledny ok. 0.019712119716132/308 = 64.e° co wskazuje na
zblizony rzad wielkosci bledu wzglednego w stosunku do zatozonej dokladnosci
solwera iteracyjnego: 1.e¢ — zadanej jako warunek zbiezno$ci dla wzglednej redukciji
residuum.

2. Zadanie 2 (obowiazkowe - na 3.0). Badanie doktadnosci i wydajnosci obliczen
metodami iteracyjnymi

2.1. Pozostawiajgc jako aktywny terminal, w ktdrym uruchamiany jest program
MOD_FEM_ heat_prism_std, nalezy w odrebnym terminalu niezaleznie rozpoczg¢
analize i edycje pliku mkb .dat

a) (niezalezno$¢ mozna oczywiscie uzyska¢ w dowolny sposéb, ktéry pozwoli na,
wygodne z punktu widzenia realizacji zadan réwnolegte edytowanie pliku mkb . dat
i uruchamianie obliczen z przegladaniem wynikow)

b) w éwiczeniu najlepiej jest wykorzysta¢ sposdb dziatania ModFEM, polegajacy na
wczytywaniu od nowa zawarto$ci pliku mkb . dat przy kazdorazowym
rozwigzywaniu zadania (zastosowaniu opcji 's' z menu gtéwnego)

€) rozwigzanie tego samego zadania r6znymi wariantami solwera ModFEM mozna

uzyskac przez wielokrotne uzycie opcji 's', kazdorazowo dla innej zawartosci pliku
mkb.dat

d) w pliku mkb.dat znajduje sie szereg wyjasnien i wskazéwek do przeprowadzania
¢wiczenia
2.2. Poréwnanie dziatania solweréw nalezy przeprowadzi¢, podobnie jak to byto w
przypadku badania algorytmu przenumerowania) dla siatki dwukrotnie zaadaptowanej
(ok. 6000-13000 wierzchotkéw = weztéw = stopni swobody = niewiadomych = funkcji
bazowych)

a) dla kazdego uruchomienia nalezy wypetni¢ wiersz tabelki (po przeczytaniu uwag
ponizej tabelki!), zawierajgcej nastepujgce pozycje (dane nalezy pobrac z
wydrukéw omawianych powyzej):

metoda zbieznos¢ osiagnieta norma | liczba usredniona czas btad wzgledny
iteracyjna MAX residuum |iteracji redukcja norm |rozwigzania |vs. PARDISO

Jacobi TAK?/NIE?

przedostatnig i ostatnig kolumne nalezy wypetnic tylko w przypadku uzyskania
zbieznosci (jesli nie uda sie uzyskaé zbieznosci w 100 iteracjach, a proces jest




zbiezny — norma residuum maleje — mozna zwiekszy¢ liczbe iteracji, w przypadku
bardzo szybko realizowanych iteracji nawet ponad stukrotnie)

[ Porownanie z solwerem PARDISO nalezy przeprowadzi¢ wybierajac wartosc
stopnia swobody ( Solution in struct ... ) 0 najwiekszejrdznicy i obliczajgc
btad wzgledny:

( rozwigzanie_PARDISO — rozwigzanie_GMRES ) / rozwigzanie_PARDISO

(uwaga przed przystgpieniem do obliczen réznicy nalezy uruchomic¢ zadanie na
podwdjnie zaadaptowanej siatce z PARDISO i uzyskac wyniki porownanwcze)

[uwaga: ze wzgledu na korzystanie wielu 0osob z serwera wyniki dotyczgce czasu
obliczehh mogag by¢ znacznie zaburzone, dla uzyskania bardziej wiarygodnych
wynikow, obliczenia powinny by¢ powtorzone kilka razy (opcja 's'") i jako warto$¢
do tabelki wpisany czas najkrotszy (zaburzenia zawsze zwigkszajg czas obliczen) ]

b) kazde uruchomienie jest zwigzane z inng wersjg solwera iteracyjnego, wybierang
poprzez ustalenie parametréw oznaczanych w komentarzach w pliku mkb . dat
jako: wybér_solwera i wybo6r_preconditionera (dodatkowo niektére z wariantéw
wymagajg konkretnego sposobu przechowywania macierzy uktadu, ustalanego
przez dobor parametru opisywanego w mkb . dat jako
wybor_formatu_przechowania

¢) poprawnosé zadania parametrow mozna sprawdzi¢ na wydruku produkowanym

przez program po uruchomieniu procedury rozwigzania (opcja 's' w menu), kilka linii
ponizej menu gtébwnego (ponizej wydruk dla pliku mkb . dat ze strony):

Initiated data for solver (id = 0): 1 mesh levels with parameters:

Level: O

Solver type 1, GMRES type 0, Krylbas 50, Pdeg -1

Preconditioner 4, Number of sweeps 1, Block type/size 1, Storage_type 1

Max_jiter 100, Conv_type 0, Conv_meas 0.000001000000000

Monitor 3, Nr_pre_smmoth 1, Nr_post_smooth 1, ILU k O

a) w wydruku powyzszym istotne sg parametry okreslajgce wybrany algorytm: Solver
type, Preconditioner, Storage_type, atakze parametry zadanej
doktadnosci solwera: Max_iter (ograniczenie maksymalnej liczby iteracji),
Conv_type (zawsze zero — wzgledna redukcja residuum ukladu), Conv_meas
(zadana doktadnos¢ — tolerancja btedu). Za pomoca parametru Monitor mozna
sterowac liczbg wydrukéw, natomiast pozostate parametry stuzg szczegbétowym
wyborom w ramach réznych algorytmow, badanych w ramach laboratorium, a takze
bardziej zaawansowanych).

[ w trakcie eksperymentowania mozna zwieksza¢ maksymalna liczbe iteraciji,
Max_iter, nawet do 10000 — nie powinno to znaczgco wydtuzy¢ czasu rozwigzania,
metody o wolnej zbieznosci bardzo szybko realizujg pojedyncze iteracje, metody
wykonujace w pojedynczej iteracji znacznie wiecej operacji, zbiegaja sie znacznie
szybciej |

2.3. Jako pierwsza metode prosze przetestowac najprostszy algorytm Jacobiego.
Ustawienia w pliku mkb . dat:
wyboér_solwera — 10
wybér_preconditionera — 1
(pozostate parametry bez zmian — zwlaszcza wyb6r_formatu_przechowania 1)

2.4. Druga testowang metoda jest metoda Gaussa-Seidla:
wybor_solwera — 10
wybér_preconditionera — 2

(pozostate parametry bez zmian — zwlaszcza wybor_formatu_przechowania 1)
2.5. W pozostatych przypadkach testowane bedag warianty metody GMRES:
wybér_solwera — 1

z réznymi opcjami wyboru poprawy uwarunkowania macierzy:



2.6.

a) brak poprawy uwarunkowania: wybor_preconditionera — 0
(wybor_formatu_przechowania -2)

b) poprawa poprzez zastosowanie algorytmu Jacobiego: wybor_preconditionera — 1
(wybor_formatu_przechowania -2)

c) poprawa poprzez zastosowanie algorytmu Gaussa-Seidla: wybér_preconditionera —
2 (wybor_formatu_przechowania -2)

d) poprawa poprzez zastosowanie algorytmu niekompletnego rozktadu LU:
wybér_preconditionera — 4 (wybér_formatu_przechowania 1)

Po wypetnieniu tabeli prosze zanalizowa¢ zawarte w niej dane, wyciggajac
whnioski co do charakterystyk wydajnosciowych réznych algorytmoéw (uwzgledniajac
liczbe iteracji i czas rozwigzania ukladu, zalezny takze od czasu realizacji pojedynczej
iteracji oraz od czasu przygotowania struktur danych do wykonywania iteracji)

[ szczegdlnie istotne moga by¢ przypadki, kiedy mimo redukcji residuum o
zadana warto$¢, rozwiazanie solwerem iteracyjnym rézni sie istotnie od
rozwigzania solwerem bezposrednim - moze to oznaczaé bardzo zle
uwarunkowany uktfad réwnan, z ktérym solwer iteracyjny ma problemy - moze to
wymagaé zmniejszenia wymaganego stopnia redukcji residuum np. do 107 ]

3. Zadanie 3 (na 4.0). Poréwnanie charakterystyk solwera bezposredniego PARDISO i
wybranych solweréw iteracyjnych zaimplementowanych w ModFEM

3.1. Dla solwera bezposredniego z poprzednich ¢wiczen oraz dla dwdéch najlepszych

wariantow solwerdw iteracyjnych (3.5 d oraz 3.5 ¢ — sg to solwery o teoretycznie
najszybszej zbieznosci i najlepszych czasach rozwigzania, cho¢ dla konkretnych zadan
moga ustepowac teoretycznie mniej optymalnym wariantom 3.5 a i b) nalezy stworzy¢ 2
tabelki, zawierajace dla czterech kolejnych siatek MES, uzyskanych przez kolejne
jednorodne adaptacje siatki poczatkowej, nastepujace parametry:

a) wykorzystanie pamieci: dla solwera bezposredniego - liczba wyrazéw niezerowych
po dekompozycji (w obu czynnikach L i U), natomiast dla solweréw iteracyjnych -
liczba wyrazéw niezerowych w macierzy uktadu (moze by¢ wzieta z poprzedniego
laboratorium), dla solwera 3.5d ( GMRES+ILU(0) ) dodatkowo pomnozona razy
dwa

[ przyjete parametry sg przyblizone — dla kazdej metody mozna dodatkowo
uwzgledni¢ mnigj istotne czynniki: oryginalng macierz dla solwera bezposredniego,
wektory niewiadomych i prawej strony dla kazdego z solwerdw itp. ]
b) czas rozwigzania (wydruk Time total bezposrednio przed menu gidwnym)
+ dla solwera 3.5¢c ( GMRES+GS ) moze by¢ wymagane zwigkszenie liczby
iteracji w celu uzyskania zbieznosci, np. do 10000
* ze wzgledu na obcigzenie serwera ESTERA ModFEM jest uruchamiany w
wersji sekwencyjnej (bez zréwnoleglenia OpenMP) - dotyczy to takze
solwera iteracyjnego. Solver PARDISO (z biblioteki MKL) domys$inie dziata
réwnolegle - dla uczciwego poréwnania z solwerem iteracyjnym powinien
zostaé uruchomiony takze sekwencyjnie. Mozna to osiaggnaé przez
ustawienie zmiennych srodowiskowych sterujacych liczba watkéw (nalezy
to zrobié w terminalu, gdzie uruchamiany jest program, bezposrednio
przed rozpoczeciem obliczeR):
export OMP_NUM_THREADS=1
export MKL_NUM_THREADS=1

solwer

siatka 1 siatka 2 siatka 3 siatka 4

PARDISO

GMRES+GS

GMRES+ILU(0)




3.2. Na podstawie danych z tabelek nalezy stworzy¢ wykresy zaleznosci badanych
parametrow od liczby stopni swobody problemu (jak zwykle nalezy uzy¢ skali

logarytmicznej na obu osiach)

3.3. Prosze przeanalizowa¢ wykresy i odpowiedzie¢ na pytania:
a) jak szybko rosng wymagania pamieciowe réznych solwerow?

b) jak szybko rosnie czas wykonania dla réznych solweréw?

¢) w ktorym momencie solwery iteracyjne prawdopodobnie uzyskajg czas rozwigzania

krotszy niz solwer bezposredni?

* aby odpowiedzie¢ na to pytanie, nalezy ekstrapolowac krzywe na wykresach —
najlepiej przedtuzajgc linie pomiedzy wynikami dla siatek 3 i 4 (im wieksza
siatka, tym mniejszy wplyw czynnikéw zaburzajgcych podstawowe tendencje
ztozonosci obliczeniowej (np. takie jak rosngca wydajnos¢ solwera
bezposredniego dla coraz wiekszych zadan, ktéra po osiggnieciu maksymalnej

wydajnosci dla danej maszyny przestaje rosngc)

4. Zadanie 4 (na 5.0). Badanie szybkosci zbieznos$ci solweréw iteracyjnych w zaleznosci

od rozmiaru zadania

4.1. Dla solwerdéw z poprzedniego zadania ( GMRES+GS i GMRES+ILU(0) ) nalezy
pobrac¢ szczegoétowe dane o normie residuum (po poprawie uwarunkowania,

preconditioned residual), w kazdej ( GMRES+ILU(0) ) i co 50-tej ( GMRES+GS ) iteracji

podczas rozwigzywania uktadow réwnan na kolejnych siatkach MES.

a) dla solwera GMRES+GS poza zwigkszeniem liczby iteracji nalezy ustawic¢
poziom_szczego6towosci wydruku na warto$¢ dwa i pobiera¢ wartosci residuum co
50 iteracji metody (lub inng stosowng do warunkéw zadania)

4.2. Na podstawie uzyskanych danych, prosze stworzy¢ 2 wykresy (dla kazdego z
solweréw) pokazujgce norme z residuum po poprawie uwarunkowania (norm of
preconditioned residual) dla kazdej ( GMRES+ILU(0) ) i dla co 50 ( GMRES+GS)
iteracji — na kazdym z wykresow 4 linie, po jednej dla kazdej siatki

a) jaka niekorzystng zaleznos¢ pokazuje poréwnanie otrzymanych wykreséw?

b) wyniki analizy wykreséw dodatkowo wesprzyj poréwnaniem usrednionej redukcji
norm ( Total convergence rate (average decrease in residual per iteration) )
pokazujgcej szybkosci zbieznosci dla obu solwerdw i kolejnych siatek
* stworz tabelke jak w p. 3.1 (bez solwera PARDISO) i wypetnij wartosciami

parametru

c) ktoéry z badanych solwerdw iteracyjnych wydaje sie by¢ najbardziej uniwersalny?

Podsumowanie zadan

Zadanie (skrécony opis)

Realizacja w % (0-100)

Zad. 1 Uruchomienie zadania z iteracyjnym solwerem uktadéw
réwnan liniowych.

Zad. 2 Badanie dokfadnosci i wydajnosci obliczeh metodami
iteracyjnymi.

Zad. 3 Poréwnanie charakterystyk solwera bezposredniego
PARDISO i wybranych solweréw iteracyjnych zaimplementowanych
w ModFEM

Zad. 4 Badanie szybkosci zbiezno$ci solwerdw iteracyjnych w
zaleznos$ci od rozmiaru zadania

Sprawozdanie powinno zawiera¢ opis realizacji wszystkich zadan zawartych w temacie,
wraz z oméwieniem podstaw teoretycznych, odpowiedziami na pytania, wydrukami kodu i
plikbw konfiguracyjnych oraz zamieszczonymi zrzutami ekranu. Opis realizacji kazdego




zadania moze konczy¢ sie wnioskami wynikajacymi z przebiegu realizacji, cate
sprawozdanie powinno konczyc¢ sie wnioskami dotyczgcymi catosci tematu.



