Modelowanie matematyczne w nauce i technice
LAB 12. Rozwigzywanie probleméw niestacjonarnych metoda elementéw skonczonych

Wstep

Zagadnienia zawierajgce w sformutowaniu rézniczkowym pochodne czasowe (problemy
paraboliczne i hiperboliczne) wymagaja dyskretyzacji nie tylko w przestrzeni, ale takze w
czasie. Jedna z takich catosciowych technik jest metoda linii, w ktérej MES mozna
zastosowac do dyskretyzacji przestrzennej.

Podstawowym zatozeniem uzycia MES w metodzie linii jest przyjecie, ze rozwigzania nadal
poszukiwane sg jako kombinacje liniowe funkcji bazowych (okre$lonych tylko w
przestrzeni), ale wspotczynniki kombinaciji liniowej (stopnie swobody, w szczego6lnych
przypadkach wartosci w weztach MES) sg teraz funkcjami czasu.

Po zastosowaniu standardowych procedur MES do dyskretyzacji przestrzennej réwnanh
parabolicznych lub hiperbolicznych, otrzymuje sie uktad rownan rézniczkowych
zwyczajnych, w ktérym niewiadomymi sg wspétczynniki kombinacji liniowej funkcji
bazowych, tworzace wektor U(t):
M*dU/dt + K*U = b(t)
gdzie postac tzw. macierzy mas M oraz macierzy sztywnosci K i wektora prawej strony b
wynikaja ze sformutowania stabego problemu. Do takiego problemu (ktéry mozna
przedstawi¢ takze jako dU/dt = M™* * ( b(t) - K*U ) ) nalezy zastosowa¢ dowolng z metod
dyskretyzacji rownan rézniczkowych zwyczajnych. Najpopularniejsze z metod, stosujgce
prostg dyskretyzacje dUldt = (U(t™?) - U(t") )/ At (gdzie At=t"'"t") to:
* metoda jawna Eulera: M*U(t™?) = M*U(t") - K*U(t")At + b(t")At
* metoda niejawna Eulera: M*U(t™?) + K*U(t™")At - b(t™")At = M*U(t")
* metoda Cranka-Nicolson:

M*U(t"1) + 0.5*K*U(t™")At - 0.5*b(t™*)At = M*U(t") - 0.5*K*U(t")At + 0.5*b(t")At
W kazdej z nich znajdowanie rozwigzania polega na rozwigzywaniu sekwencji uktadow
rownan dla niewiadomego wektora U(t"'), zaktadajac znane rozwigzanie U(t") , gdzie
n=0,1,2, ... (dla pierwszego kroku znanym rozwigzaniem jest interpolacja warunku
poczatkowego na siatce MES). Proces kontynuowany jest przez okreslong liczbe krokéw
czasowych lub do momentu zbieznosci w czasie, czyli do momentu kiedy norma roznicy
rozwigzan dla dwoch kolejnych krokéw czasowych spadnie ponizej zaktadanej granicy (to
ostatnie kryterium dotyczy zadan stacjonarnych rozwigzywanych za pomoca zbieznej
sekwencji rozwigzan problemu niestacjonarnego).
Wszystkie powyzsze metody dajg sie przedstawi¢ jako
M*U(t™?) + o*K*U(t™)At - a*b(t™)At = M*U(t") - (1-a)*K*U(t")At + (1-a)*b(t")At
z r6znymi wartosciami parametru o . W programie ModFEM mozna zastosowac taka
uogolniong metode a, w praktyce najczesciej z wartosciami o = 0.5 - odpowiadajgcej
metodzie Cranka-Nicolson, jako najdoktadniejszej (jedynej sposréd metod o bedacej
metoda drugiego rzedu) lub a = 1.0 - odpowiadajacej metodzie niejawnej Eulera, jako
najbardziej stabilnej (dla wielu probleméw zastosowanie bardzo duzych krokéw czasowych
w niejawnej metodzie Eulera nie powoduje "uciekania" rozwigzania do nieskonczonosci).

W ramach laboratorium testowane bedg r6zne warianty obu powyzszych metod
dyskretyzacji czasowej (catkowania po czasie) dla prostego problemu czystej konwekciji
(zadania hiperbolicznego):

du/dt + v * duldx =0

(uzyty w zadaniu obszar jest tréjwymiarowy, ale przyjete warunki brzegowe czynig go w
praktyce zadaniem jednowymiarowego unoszenia z zadang predkoscia v).

Zadanie nazwane jest "WAVE_IN_BOX" .



1. Zadanie 1 (obowiazkowe). Uruchomienie programu ModFEM dla zadania
niestacjonarnej konwekcji dyskretyzowanego niejawnym schematem Eulera

1.1. Prosze utworzy¢ katalog dla aktualnego laboratorium, np. ~/lab_09

1.2. Do katalogu nalezy skopiowac pliki konfiguracyjne ze strony przedmiotu:
mesh_jk_bfs2111l.dat, bc_jk_heat_wave_in_box.dat i
problem_heat.dat.

a) plik mesh_jk _bfs2111.dat zawiera siatke dla modelowanego problemu, w
ktorym obszarem obliczeniowym jest pojedyncza warstwa elementéw o malej
grubosci (wzdtuz osi z), niewielkiej szerokosci (wzdtuz osi y) i znacznie wigkszej
dtugosci (wzdtuz osi x).

b) plik bc_jk heat wave in_box.dat okresla warunki brzegowe dla
rozwigzywanego problemu — w praktyce oznaczajace zerowanie pochodnej
normalnej do brzegu w kazdym punkcie brzegu obszaru (nie zachodzi interakcja
pomiedzy procesem modelowanym w obszarze obliczeniowym a otoczeniem)

c) plik problem_heat.dat definiuje rozwigzywany problem "WAVE_IN_BOX", jako
zagadnienie czystej konwekcji (unoszenia) pewnego zadanego w warunku
poczatkowym ksztattu wzdtuz osi x, z zadang predkosciag (w rozwigzywanym
zadaniu réwng 1 — warunek zastosowania takiej predkosci umieszczony jest jawnie
w kodzie dla zadania "WAVE_IN_BOX" )

* zadanie jest niestacjonarne — jednak warunki powodujg, ze unoszony ksztatt po
pewnym czasie dociera do brzegu obszaru i wydostaje sie na zewnatrz, po
czym rozwigzanie staje sie rowne 0 w catym obszarze i we wszystkich kolejnych
krokach czasowych

d) w definicji problemu najwazniejsze sktadniki pliku problem_heat.dat to:

* dane materiatowe: odpowiadaja zadaniu réwnania konwekcji z predkoscia v, co
oznacza, ze wspotczynnik przy wyrazach dyfuzji (wspétczynnik przewodnictwa
cieplnego) wynosi 0, a pozostate dane sg rowne 1

+ dane metody dyskretyzacji czasowej (wybrany niejawny schemat Eulera —
o=1.0):

/* TIME INTEGRATION PARAMETERS - GENERIC: FOR ALL PROBLEMS */
time_integration_type = 1; // int: 1 - alpha scheme
implicitness parameter = 1.0; // alpha, double:
// 0.5-Crank-Nicolson, 1.0-implicit Euler
current_timestep = 0; // int: beginning of simulation
current_time = 0.0; // double: beginning of simulation

/* delta time */
current_timestep_length = 0.02; //double:
previous_timestep_length = 0.02; //double:

/* stopping criteria: simulation will stop whichever comes first*/
final_timestep = 500; // int
final_time = 10.0; // double
time_error_type = 0; // int: not used (max norm assumed)
time_error_tolerance = 1.0e-9; // double: convergence limit
time_monitoring level = 0; // the level of output: (not used)



/* data dumps intervals (0 - no dumps) and accuracy setttings */
full_dump_intv = 0; //int: interval for restart dumps
graph_dump_intv = 50; //int: interval for graphics dumps
graph_dump _accu = 0; //int: accuracy ( 0 - full accuracy)

« dane solwera nieliniowego: max_nonl_iter = 0; - wylaczenie algorytmu
rozwigzywania réwnan nieliniowych, problem w kazdym kroku jest traktowany
jako liniowy

« dane solwera liniowego: linear_solver_type = 0; -w kazdym kroku
uzywany jest solwer bezposredni

« dane adaptacji (w zadaniu 1): adapt_interval = 0; - wylgczenie
automatycznej adaptacji w trakcie catkowania po czasie

1.3. W celu zapewnienia sprawnego wykonywania obliczen przez wiele oséb
konieczne jest ograniczenie liczby watkéw przydzielanych programowi ModFEM
poprzez wywotanie w terminalu polecenia

export OMP_NUM_THREADS=1

ograniczajgcego liczbe watkéw do jednego

1.4. Nastepnie nalezy uruchomi¢ program do symulacji zagadnienia konwekcji
wzdtuz osi x (program z adaptacja 2D - program standardowy wymagatby zbyt
duzo mocy obliczeniowej!):

MOD_FEM_heat_prism2d_std

1.5. Po uruchomieniu programu nalezy wybrac¢ opcje 'v', co spowoduje zapis
rozwigzania w kroku 0, czyli interpolowanego warunku poczatkowego
a) Na tym etapie mozna takze sprawdzi¢ poprawnos¢ definicji catego zadania poprzez
przegladanie wydruku poprzedzajgcego menu gtdwne programu
1.6. Nastepnie prosze wybrac opcje 't', co spowoduje uruchomienie procesu
catkowania w czasie

a) w wersji podstawowej zadanie zdefiniowane jest jako unoszenie w obszarze
dyskretyzowanym za pomocg siatki poczatkowe] (bez adaptacji)

b) liczba krokéw ustawiona jest na 500 (co powinno pozwoli¢ na symulacje trwajaca
ponizej minuty), z zapisem plikbw do wizualizacji co 50 krokéw.

c) uzyskane wyniki (pliki heat_0000. .. ) nalezy skopiowac do katalogu (lokalnego)
0 nazwie wskazujgcej na uzytg metode (niejawna Eulera) i dlugos$¢ kroku
czasowego (np. NE_0.02) — dzieki temu mozliwe bedzie w dalszych zadaniach
porownywanie wynikow uzyskanych roznymi metodami, przy roznych parametrach.
[ Przed wystaniem pliki mozna spakowac np. za pomoca
tar cvzf NE_0.02.tgz heat 000*.vtu ]

1.7. Wyniki nalezy zwizualizowa¢ w programie ParaView. W sprawozdaniu prosze
zamiesScic: widok siatki i rozwigzania po 50 oraz 500 krokach (czyli po 1 oraz 10
sekundach), wykres rozwigzania (Plot Over Line) wzdtuz osi x, takze dla krokéw
czasowych 50 oraz 500.

[ Uwaga: przy wykresach Plot Over Line prosze zawsze uzywac skali na osi y od
-0.2do 1.2 ( Left Axis Range -> Left Axis Use Custom Range ) |

1.8. Prosze zaobserwowac znaczacy spadek doktadnosci rozwigzania — zamiast
pozostawac bez zmian, wytgcznie z przesunieciem wzdtuz osi x (zgodnie z
rozwigzaniem dokfadnym), unoszony ksztatt ma coraz mniejszg amplitude, ktéra w
kazdym kroku czasowym maleje (w ostatecznosci do zera).



2. Zadanie 2 (obowigzkowe). Uruchomienie programu ModFEM dla zadania
niestacjonarnej konwekcji dyskretyzowanego schematem Cranka-Nicolson
2.1. W celu zwiekszenia doktadnosci symulacji mozna zastapi¢ schemat catkowania

po czasie pierwszego rzedu (metoda niejawna Eulera z poprzedniego punktu)
schematem drugiego rzedu — metoda Cranka-Nicolson

2.2. Nalezy jedynie zmieni¢ wartos$¢ parametru o , tak aby wynosit 0.5
implicitness_parameter = 0.5; // alpha, double:
2.3. Po zmianie prosze uruchomi¢ symulacje, otrzymane wyniki skopiowac do

odpowiedniego folderu (np. CN_0.02) i zwizualizowaé (w ten sam sposéb jak niejawna
metode Eulera). Wykresy Plot Over Line dla obu przypadkéw najlepiej umiesci¢ na
jednym rysunku.

2.4, Prosze zaobserwowac jak zmienia sie rozwigzanie w metodzie Cranka-Nicolson
w stosunku do niejawnej metody Eulera.

3. Zadanie 3 (4.0). Uruchomienie programu ModFEM dla zadania niestacjonarnej
konwekcji dyskretyzowanego schematem Cranka-Nicolson na siatce zaadaptowanej

3.1 Innym z mozliwych sposobdw zwiekszenia doktadnosci rozwigzania jest
zastosowanie adaptacji siatki. Adaptacja zostanie uzyta do poprawy rozwigzania
metoda Cranka-Nicolson, ktdre bedac znacznie doktadniejsze od rozwigzania metoda
Eulera, wykazywato jednak mniejszg stabilno$é — na krancach unoszonego
ksztattu pojawity sie oscylacje, jako btedy rozwigzania

3.2. W programie ModFEM mozna uruchomi¢ automatyczng adaptacje w ramach
procedury catkowania po czasie — co okre$long liczbe krokéw czasowych dokonywane
jest szacowanie btedu aproksymaciji i przeprowadzane dzielenie elementéw z duzym
btedem oraz tgczenie uprzednio podzielonych elementéw, jesli blgd w elementach
potomnych jest maty. Tym sposobem mozna uzyskac lokalne zageszczenia siatki w
miejscach, w ktorych jest ono wymagane i w ostatecznosci uzyskac rozwigzanie o
doktadnosci zblizonej do rozwigzania na siatce poddanej wielokrotnej jednorodne;j
adaptaciji, jednakze znaczgco mniejszym kosztem obliczeniowym.

3.3. W dotychczasowym pliku problem_heat.dat nalezy dokona¢ zmian w sekgji
dotyczacej adaptacji, poza wtaczeniem adaptacji opartej na znajomosci rozwigzania
doktadnego (dostepnego dla zadania WAVE_IN_BOX), takze interwatu pomiedzy
adaptacjami (w naszym przypadku adaptacja jest uruchamiana po kazdym kroku
czasowym):

/* ADAPTATION PARAMETERS - GENERIC: FOR ALL PROBLEMS */

adapt_type = 1; //int
/*
PDC_NO_ADAPT 0 // no adaptations
PDC_ADAPT_EXACT 1 // adaptations based on the exact solution (if known)
PDC_ADAPT_ZZ 2 // adaptations based on Zienkiewicz-Zhu error estimate
*/

adapt_interval = 1; //int: interval (in timesteps) between adaptations

Pozostate parametry adaptaciji:

adapt_maxgen = 2; // maksymalna liczba podziatow elementow siatki poczatkowej — czyli
liczba generacji elementow w siatce (dla zadan 2D kazdy podziat jest podzialem na cztery
mniejsze elementy)

adapt_maxgendiff = 1; // ograniczenie dopuszczalno$ci podziatéw: sasiednie elementy
nie moga réznic sie generacjg o wiecej niz 1

adapt_tolerance = 1l.e-4; // granica normy btedu w elemencie (szacowanej lub
rzeczywistej dla zadan ze znanym rozwigzaniem doktadnym) powyzej ktorej element jest dzielony



adapt_deref_ratio = 0.2; // warunek ponownego taczenia uprzednio podzielonych
elementéw (suma btedéw w elementach potomnych ma by¢ mniejsza od okreslonego utamka
granicy btedu dla podziatu elementow)

3.4. Od tego momentu badania dotyczy¢ beda tylko poczatku procesu konwekcji do
chwili t=1s — dla dtugosci kroku 0.02s oznacza to 50 pierwszych krokéw czasowych:

final_timestep = 50; // int
ktore poréwnywane beda z pierwszymi 50 krokami bez adaptacji

[ ograniczenie wynika tylko z powodu diuzszego czasu obliczeh - jesli czasu wystarczy
mozna przeprowadzi¢ symulacje do chwili t=10s ]

3.5. Dla nowych parametréw symulacji prosze powtdrzy¢ obliczenia, zapisa¢ wyniki
w osobnym katalogu (np. CN_0.02_adapt) i dokona¢ wizualizacji

a) szczegOlnie istotny jest teraz (poza wykresem Plot Over Line) widok
zaadaptowanego fragmentu siatki (koniecznie w odpowiednim powiekszeniu),
uzyskiwany opcja wizualizacji "Surface With Edges"

3.6. Wyniki pokazuja, ze adaptacja nie usuneta oscylacji rozwigzania. Przyczyna jest
fakt zwiekszenia stosunku dtugosci kroku czasowego At do rozmiaru elementéw h,
ktéry decyduje o stabilnosci rozwigzania. Powszechnie stosowana miarg tego stosunku
jest tzw. liczba CFL (Couranta-Friedrichsa-Lewy'ego):

CFL=v*At/h

W celu utrzymania stabilnosci rozwigzania, w momencie przeprowadzania adaptacji
siatki konieczne staje sie takze zmniejszenie kroku czasowego. W naszym przypadku,
dla 2 generacji elementéw, czyli 4-krotnie zmniejszonego rozmiaru elementdéw ostatniej
generacji w stosunku do elementow siatki poczatkowej, rozwigzaniem utrzymujacym
liczbe CFL na niezmienionym poziomie jest zmniejszenie kroku czasowego z 0.02 do
0.005:

current_timestep_length = 0.005; //double:
previous timestep length = 0.005; //double:
final_timestep = 200; // int
graph_dump_intv = 200; //int: interval for graphics dumps
(ostatnie ustawienie pozwala poréwnywac wyniki kolejnych eksperymentow ze sobg)
3.7. Ostatnim krokiem standardowych testéw jest przeprowadzenie symulacji na
siatce poddawanej adaptacji ze zmniejszonym krokiem czasowym oraz wizualizacja
rozwigzan
a) podobnie jak poprzednio szczegdlnie istotny jest teraz (poza wykresem Plot Over

Line) widok zaadaptowanego fragmentu siatki (koniecznie w odpowiednim
powiekszeniu), uzyskiwany opcja wizualizacji "Surface With Edges”

4. Zadanie 4 (5.0). Uruchomienie programu ModFEM dla zadania niestacjonarnej
konwekcji z wkasnymi opcjami
4.1. Rozmaitos¢ kombinaciji opcji catkowania po czasie i adaptacji umozliwia
uzyskiwanie rozwigzan o zatozonych cechach: doktadnosci, stabilnosci, ewentualnie
optymalizowanych pod kagtem stosunku jakosci do czasu rozwigzania

4.2. W zadaniu niniejszym mozna zastosowac dowolna strategie doboru parametréw
do wybranego celu, a hastepnie opisa¢ w sprawozdaniu sama strategie, motywacje do
jej uzycia oraz ostateczny przebieg symulacji i ich wyniki.

[ przed przystapieniem do przeprowadzania obliczen warto skonsultowaé swoja
koncepcje z prowadzacymi - symulacje majg wiele aspektéw, prowadzacy moga
wskazaé zaleznos$ci miedzy nimi, miejsca na ktére nalezy zwrécié szczeg6ina
uwage, liczbe wariantéw, ktére warto uwzgledni¢ itp. ]

4.3. Przyktadowymi aspektami mozliwymi do uwzglednienia w badaniach sag np.
(kolejnos¢ ponizsza nie jest istotna - nalezy wybra¢ aspekty uznane za najciekawsze):



a) wplyw adaptacji na wyniki uzyskiwane metoda Eulera (czy mozliwe jest stosowanie
wyzszych warto$ci liczby CFL niz dla schematu Cranka-Nicolson?)

b) wplyw fizycznej dyfuzji (w przypadku modutu heat programu ModFEM jest to
przewodzenie ciepta i determinujacy je wspoétczynnik przewodnictwa cieplnego,
thermal_conductivity, ktéry w dotychczasowych eksperymentach miat wartosc 0).
Badany moze by¢ wptyw réznych niezerowych wartosci wspotczynnika na przebieg
symulacji i postac¢ rozwigzania (dla wszystkich rozwazanych powyzej opcji doboru
metody catkowania po czasie i diugosci kroku czasowego — liczby CFL)

c) wptyw parametréw adaptacji: liczby generacji elementéw i granicy btedu
powodujgcego adaptacje, na wyniki symulacji (w rozmaitych kombinacjach z innymi
parametrami, np. czy symulacje niejawng metodg Eulera z wiekszg liczbg generaciji
elementéw i dtuzszym krokiem czasowym dadza doktadniejsze wyniki od symulaciji
metodg Cranka-Nicolson z p. 3.7)

d) wptyw nieliniowos$ci danych materiatowych na przebieg symulacji

Tabela podsumowujgca

Zadanie (skrocony opis) stopien realizacji
w % (0-100)

Zadanie 1 - niejawny schemat Eulera

Zadanie 2 - metoda Cranka-Nicolson

Zadanie 3 - metoda Cranka-Nicolson z adaptacjg

Zadanie 4 - program dowolny

Sprawozdanie powinno zawiera¢ opis realizacji zadan zawartych w temacie, wraz z
omoOwieniem podstaw teoretycznych, odpowiedziami na pytania, wydrukami kodu i plikow
konfiguracyjnych oraz zamieszczonymi zrzutami ekranu - zgodnie z regulaminem
laboratoriéw. Opis zadania moze konczy¢ sie wnioskami wynikajacymi z przebiegu
realizacji, cate sprawozdanie powinno zawiera¢ wnioski dotyczace catosci tematu.




