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Zestaw 3

1. Niech Ω = R. Wyznaczy¢ σ-ciaªo generowane przez przedziaªy 〈0, 5〉 oraz 〈1, 3).

2. Niech Ω = 〈0, 1). Wyznaczy¢ σ-ciaªo generowane przez przedziaª (0, 1/2〉.

3. Pokaza¢, »e rodzina F ⊂ 2Ω skªadaj¡ca si¦ ze zbiorów przeliczalnych oraz zbiorów o przeliczal-
nych dopeªnieniach jest σ-ciaªem.
Pokaza¢, »e je±li Ω jest nieprzeliczalna, to istnieje A ⊂ Ω, taki »e A 6∈ F .

4. Niech T b¦dzie dowolnym zbiorem indeksów, niech {Ft}t∈T - rodzina σ-ciaª. Pokaza¢, »e
⋂
t∈T

Ft

jest σ-ciaªem.

5. Dany jest ci¡g σ-ciaª na Ω taki, »e Fn ⊂ Fn+1. Sprawdzi¢, czy
∞⋃
n=1

Fn jest σ-ciaªem na Ω.

6. Pokaza¢, »e σ-ciaªo niesko«czone jest nieprzeliczalne.

7. Niech (Ω = 〈1, 4〉,F) b¦dzie przestrzeni¡ mierzaln¡, gdzie F jest σ-ciaªem generowane przez
{〈1, 3), 〈2, 4〉}. Które z poni»szych funkcji s¡ funkcjami mierzalnymi?

(a) f(x) = x, f : (Ω = 〈1, 4〉,F) −→ (Ω = 〈1, 4〉,F),

(b) g(x) = x, g : (Ω = 〈1, 4〉,F) −→ (Ω = 〈1, 4〉,B),

(c) h(x) = 1, f : (Ω = 〈1, 4〉,F) −→ (Ω = 〈1, 4〉,F),

(d) z(x) = 1, z : (Ω = 〈1, 4〉,F) −→ (Ω = 〈1, 4〉,B).

UWAGA: Przez B oznaczamy tu i w kolejnych zadaniach σ-ciaªo zbiorów borelowskich.

8. Niech Ω = 〈−1, 2〉 oraz f(x) = 2 sgn(x). Wyznaczy¢ najmniejsze σ-ciaªo, dla którego f jest
funkcj¡ mierzaln¡.

9. Rozwa»amy zbiór liczb rzeczywistych z σ-ciaªem zbiorów borelowskich oraz ró»nowarto±ciowy
ci¡g (xn)∞n=1. Czy dla dowolnego ci¡gu liczbowego (an)∞n=1 funkcja µ =

∑∞
n=1 anδxn jest miar¡,

a miar¡ σ-sko«czon¡? Czy istnieje ci¡g liczbowy (an)∞n=1, dla kórego µ jest miar¡ σ-sko«czon¡,
a miar¡ probabilistyczn¡?

10. Niech Ω - zbiór nieprzeliczalny, F - σ-ciaªo skªadaj¡ce si¦ ze zbiorów przeliczalnych oraz zbiorów
o przeliczalnych dopeªnieniach. Niech µ : F −→ 〈0,∞) jest okre±lona nast¦puj¡co: µ(A) =
0, gdy A jest przeliczlny, µ(A) = 1, gdy A ma przeliczalne dopeªnienie. Czy µ jest miar¡
probabilistyczn¡?

11. Niech A ∪ B ∪ C = Ω, P (B) = 2P (A), P (C) = 3P (A), P (A ∩ B) = P (A ∩ C) = P (B ∩ C).
Pokaza¢, »e 1

6
≤ P (A) ≤ 1

4
. Pokaza¢, »e oba ograniczenia mog¡ by¢ osi¡gniete.

12. P (A ∪B) = 1
2
, P (A ∩B) = 1

4
, P (A \B) = P (B \ A). Obliczy¢ P (A) oraz P (A \B).

13. Niech A, B, C b¦d¡ zdarzeniami losowymi takimi, »e P (A|B ∩ C) = 0, 3, P (B|A ∩ C) = 0, 9
oraz P (C|B ∩A) = 0, 6. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo warunkowe: P ((A ∩B ∩C)|(A ∩B) ∪
(A ∩ C) ∪ (C ∩B)).
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