
WMS Rachunek Prawdopodobie«stwa

Zestaw 3

1. Dana jest przestrze« probabilistyczna ([0, 1],B, P ), gdzie P jest miar¡ Lebesgue'a. Rozwa»my
zmienne losowe

X(ω) = ω2 , Y (ω) =


1 , ω ∈ [0, 1

4
) ,

2 , ω ∈ [1
4
, 3
4
) ,

3 , ω ∈ [3
4
, 1] .

Wyznaczy¢ E(X|Y ).

2. Dana jest przestrze« probabilistyczna (Ω,G, P ). Niech Ω = (0, π), G zbiory borelowskie na Ω,
P miara o g¦sto±ci wzgl¦dem miary Lebesgue'a f(x) = 1

2
sin(x). Niech F ⊂ G sigma ciaªo

generowane przez (0, π
2
), (π

3
, π).

Dla zmiennej losowej X(ω) = 2ω + 1, wyznaczy¢ E(X|F).

3. W urnie znajduje si¦ 21 kul ponumerowanych od 1 do 21. Losujemy jedn¡ kul¦. Zmienna X
przyjmuje warto±¢ 1, gdy wyci¡gniemy kul¦ z numerem parzystym oraz 0 w p.p. Zmienna Y
przyjmuje 1, gdy wyci¡gniemy kul¦ z numerem podzielnym przez 3 oraz 0 w p.p. Wyznaczy¢
E(X|X + Y ).

4. Niech U0, . . . , Un niezale»ne zmienne losowe o rozkªadzie jednostajnym na przedziale (0, 1).
Wyznaczy¢ E(max(U0, . . . , Un)|U0).

5. Znale¹¢ E(max(X, Y )|min(X, Y )) dla X, Y niezale»nych zmiennych losowych o rozkªadzie
wykªadniczym z parametrem λ = 1. Zadanie wykona¢ dwoma sposobam:

(a) korzystaj¡¢ wprost z de�nicji warunkowej warto±ci oczekiwanej,

(b) wykorzystuj¡ rozkªad warunkowy.

6. Caªkowita ilo±¢X cz¡stek emitowanych przez próbk¦ radioaktywn¡ ma rozkªad Poissona z para-
metrem λ. Cz¡stki s¡ rejestrowane niezale»nie od siebie z prawdopodobie«stwem p. Wyznaczy¢
warto±¢ oczekiwan¡ liczby zarejestrowanych cz¡stek Y .

(a) korzystaj¡c z wªasno±ci warunkowej warto±ci oczekiwanej,

(b) wyznaczaj¡c wpierw rozkªad Y .

7. Mamy n osiedli poªo»onych wzdªu» drogi w odlegªo±ci 1 km od siebie. Osiedla obsªuguje jedna
karetka pogotowia. Ka»de kolejne wezwanie z jednakowym prawdopodobie«stwem pochodzi
z dowolnego osiedla i zostaje natychmiast przekazane do karetki, która oczekuje w osiedlu,
w którym byª ostatni chory. Jaka jest ±rednia odlegªo±¢ przeje»d»ana przez karetk¦ w czasie
jednego kursu?

8. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y ) ma rozkªad zadany przez g¦sto±¢

f(x, y) =
y2 − x2

8
e−y · 1{(x,y):y>0,|x|<y}(x, y) .

Wyznaczy¢ funkcj¦ regresji Y wzgl¦dem X.
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9. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y )′ ma rozkªad zadany funkcj¡ g¦sto±ci

f(x, y) =

{
1
y
, gdy 0 < x < y < 1

0 , w p.p.

Narysowa¢ wykres funkcji regresji Y wzgl¦dem X.

10. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X, Y ) ma rozkªad dany g¦sto±ci¡

f(x, y) =

{
x, dla 0 < y < 1, 0 < x < 1

y

0, dla pozostaªych x, y

Wyznaczy¢ funkcj¦ regresj¦ Y wzgl¦dem X i naszkicowa¢ jej wykres.

11. Zmienne losowe X1, . . . , X25 s¡ niezale»ne i maj¡ rozkªady normalne N(0, 1). Niech Sn =∑n
i=1Xi. Wyznaczy¢ funkcj¦ regresji zmiennej S2

10 wzgl¦dem S25.

12. Rzucamy symetryczn¡ kostk¡ oraz prawidªow¡ monet¡. Zmienna losowa U przyjmuje warto±¢
równ¡ wyrzuconej liczbie oczek liczonej modulo 4. Zmienna losowa V przyjmuje warto±¢ 2, gdy
na monecie wypadnie orzeª oraz 1, gdy wypadnie reszka. Narysowa¢ wykresy funkcji regresji
U wzgl¦dem V oraz funkcji regresji V wzgl¦dem U .

13. Niech N,X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi. Niech zmienna Xi ma rozkªad
jednostajny na odcinku (0, 1) dla ka»dego i. Rozkªad zmiennej losowej N jest dany wzorem
P (N = n) = (1− p)pn dla n = 0, 1, 2, . . . , p ∈ (0, 1) jest ustalone. Wyznaczy¢ E(NZN), gdzie

ZN =

{
min(X1, . . . , XN) , gdy N > 0 ,
0 , gdy N = 0 .

14. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne o tym samym rozkªadzie i sko«czonej wariancji.
Zmienna losowa N ma rozkªad Poissona z parametrem λ i jest niezale»na od zmiennych Xi.
Pokaza¢, »e

Var

(
N∑
i=1

Xi

)
= λE(X2

1 ) .

15. Niech X1, X2, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªadzie wykªad-
niczym o g¦sto±ci: f(x) = 2e−2x · 1(0,∞)(x). Niech N b¦dzie zmienn¡ losow¡ niezale»n¡ od

X1, X2, . . . o rozkªadzie ujemnym dwumianowym: P (N = n) =
Γ(r + n)

Γ(r)n!
pr(1− p)n,

dla n ∈ N0, gdzie r > 0 i p ∈ (0, 1) s¡ ustalonymi parametrami rozkªadu. Niech

ZN =

{
min(X1, . . . , XN) , gdy N > 0
0 , gdy N = 0

.

Obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ zmiennej losowej NZN .

16. Niech Y b¦dzie caªkowaln¡ zmienn¡ losow¡. Niech (X, Y ), Z s¡ niezale»ne. Wykaza¢, »e

E (Y |X,Z) = E (Y |X) .
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