1 Zbieznos$¢ zmienych losowych; prawa wielkich liczb

Wskazowka.
X, 0 X = P ({w: lim X, (w) = X(w)}) =1
X, 2 X = P(|X, — X|>€) =0
X, 2 X < E|X, - XPP—0

MPWL - mocne prawo wielkich liczb,
SPWL - stabr prawo wielich liczb

Zadania z wyktadu.

Zadanie 1.1. Wykaza¢ mierzalno$¢ zbioru

{w: Xn(w) = X(w)}

Zadania obowigzkowe - zbieznosci.

Zadanie 1.2. Dany jest ciag zmiennych losowych (X,,) o rozkladach:

1 1 1 1
PX,=—)==, P(X,=—) ==
( n) 2 ( n) 2

Pokazaé jest on zbiezny w L? (p > 0) i p.n..

Zadanie 1.3. Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny na przedziale (0, 1). Defini-

ujemy ciag ,
Yn == nsl[O’L](X)

Zbadaé zbieznosé ciagu (X,) wg. prawdopodobiefistwa, prawie wszedzie i w L.
Zadanie 1.4. O ciagu zmiennych losowych (X,,) wiadomo, ze

1 1

Xn - Xm ~ T, 220
TOpm 1 + P
nm
gdzie z € R oraz
2 [m —n|
nm -~ '

mn
Zbadaé zbieznosé¢ wg. prawdopodobienstwa ciggu (X,,).
Zadanie 1.5. Dany jest ciag (X,,) o rozkladzie

1 3 4

Pokazaé, ze (X,,) jest zbiezny wg. prawdopodobienistwa.

1



Zadanie 1.6. Udowodni¢, ze jesli dla pewnego ciagu o wyrazach dodatnich (e,,) takiego,
ze €, — (0 mamy

S P(IX, — X|>€,) < oo,
n=1

to X, 4 X.

Zadanie 1.7. Niech X, Xs, ... beda niezalezne o tym samym rozktadzie i niech istnieje

E|X;|. Udowodni¢, ze

1
— max |X;| —£—0.
n i=1,...,n

Zadania obowigzkowe - prawa wielkich liczb.

Zadanie 1.8. Niech (X,) bedzie ciaggiem zmiennych losowych niezaleznych o jed-
nakowym rozktadzie ze skonczong wariancjg. Oznaczamy S, = X; + ...+ X,,. Pokazac,
ze jesli dla kazdego x € R mamy

P <S"E;§S" < 95) = ¢(z),

gdzie S, = Y X, ¢(x) - dystrybuanta N (0, 1), to ciag (X,,) spelnia SPWL.
Zadanie 1.9. Dany jest ciag niezaleznych zmiennych losowych (X,,) o gestosciach

R
fule) = e
Czy spelia on SPWL?
Zadanie 1.10. Udowodni¢, ze jesli D*(X,,) < C' < oo oraz wspolezynnik korelacji
p(Xi, X;) — 0 dla [i — j| — oo,
to (X,,) spetlnia SPWL.

Zadanie 1.11. Dany jest cigg niezaleznych zmiennych losowych niezaleznych i o tym
samym rozktadzie. Wiadomo, ze

EX, =0, EX{=c
Pokazaé, ze ten ciag spetnia MPWL.

Zadanie 1.12. Niech (X,,) bedzie niezaleznym ciagiem zmiennych losowych o rozktadach

1
2(n+1)log(n+1)

P(X,=n+1)=P(X,=—(n+1)) =

1
(n+1)log(n+1)
Pokazaé, ze ciag ten spelnia SPWL, a nie spetnia MPWL.

P(X,=0)=1-




