3 Warunkowa wartosé oczekiwana

Wskazdéwka. Warunkowa wartoscia oczekiwang catkowalnej zmiennej losowej X : (2, F, P) — R
wzgledem sigma ciata G C F nazywamy zmienng losowa E(X|G) taka, ze

(1) E(X]|G) jest G-mierzalna i P-catkowalna

(2)
Vaeg / E(X|G)dP :/ XdP
G G
Wskazéwka. )
B(X)Y =y) = [ la)fxy (aly)ds
gdzie
Ixy(zly) _{ o fay)de —oo
0 w p.p.
Wskazdéwka.

BIX — B(X|Y)P = win_B[X — (V)]

Zadania z wyktadu.

Zadanie 3.1. Udowodnié, ze jesli Y jest caltkowalna zmienna losowa oraz wektor (X,Y)
i zmienna Z sg niezalezne, to

E(Y|X,Z) = E(Y|X).

Zadania obowigzkowe - obliczanie WWO.

Zadanie 3.2. Dany jest dwuwymiarowy rozklad wektora (X,Y)
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Znalez¢ E(X|Y) oraz E(E(X|Y)).

Zadanie 3.3. Niech Q2 =[0,1] x [0,1]1 F =
losowymi na Q z gestoscia f(z,y) = 3(a?
definicji WWO wyznaczy¢ E(X|Y).

B(§2), P = A. Niech X, Y beda zmiennymi
+ y?). Korzystajac wylacznie z formalne;

Zadanie 3.4. Znalezé
E(max{X,Y}|min{X,Y})

dla X, Y niezaleznych zmiennych losowych o jednostkowym rozktadzie wyktadniczym.
Zadanie wykona¢ dwoma sposobami:



(1) wprost z definicji WWO

(2) z gestosci warunkowej

Zadanie 3.5. Zmienne losowe X, Y sg niezalezne i maja ten sam rozktad catkowalny.
Znalezé E(X|X +Y).

Zadanie 3.6. Dane jest n niezaleznych zmiennych losowych X7, ..., X, o tym samym
rozktadzie catkowalnym. Niech X = L3 | X;. Znalezé E(X;|X).

Zadanie 3.7. Niech (X,Y) ~ N(0,1), gdzie I jest macierza jednostkowa. Obliczy¢
E(X|X%+Y?).

Zadanie 3.8. Niech (X,Y) ~ U(A), gdzie U - rozktad jednostajny, A = {(z,y) : 0 <
r <y < 1} Znalezé E(X|Y).
Zadanie 3.9. Niech (X,Y) ~ N(0,Y), gdzie
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Obliczy¢ E(XY).
Zadanie 3.10. Niech (X, Y) ma rozktad o gestosci f(x,y) = 82yl{z=0,y>0224+2<1} (7, Y).
Obliczy¢ E(Y|X = 1).

Zadanie 3.11. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozktad zadany funkcja
gestosci
I<z<y<l

fla,y) = { W pop.

Narysowa¢ wykres funkcji regresji Y wzgledem X.
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Zadania obowiagzkowe - zastosowanie WWO.

Zadanie 3.12. Obliczy¢ warto$é oczekiwang liczby préb w schemacie Bernoulliego
przeprowadzanych az do momentu uzyskania kolejno

(a) sukcesu i porazki

(b) dwodch sukceséw i porazki

Zadanie 3.13. Mamy n osiedli potozonych wzdtuz drogi w odlegtosci 1 km od siebie.
Osiedla obstuguje jedna karetka pogotowia. Kazde kolejne wezwanie z jednakowym
prawdopodobienstwem pochodzi z dowolnego osiedla i zostaje natychmiast przekazane
do karetki, ktore oczekuje w osiedlu, w ktérym byt ostatni chory. Jaka jest srednia
odleglos¢ przejezdzana przez karetke w czasie jednego kursu?



Zadanie 3.14. Z odcinka [0, 1] wybrano losowo (czyli zgodnie z rozkladem jednos-
tajnym) punkt U, a nastepnie z odcinka [0, U] - réwniez losowo - punkt V. Obliczy¢
srednia dlugosé odcinka [0, V].

Zadania dodatkowe.

Zadanie 3.15. Niech zmienne X, Y beda niezalezne o rozkltadzie U([0, 1]). Definiujemy
U=min{X,Y}, V =max{X,Y}. Znalezé¢ E(sin(UV)|U).

Zadanie 3.16. Niech A, B C (2 beda zdarzeniami o niezerowym prawdopodobienstwie.
Definiujemy zmienne losowe w nastepujacy sposéb

Obliczy¢ E(XY).



