1 Regresja liniowa cz. I

1.1 Model statystyczny

Model statystyczny to zbiér zalozen. Wprowadzamy model, ktéry mozliwie na-
jlepiej opisuje ineresujacy nas fragment rzeczywisto$é. Bledy modelu wynikaja z
nieuwzglednienia wszystkich czynnikéw, blednego uwzgledenia czynnikéw oraz z
losowego zaburzenia. Model statystyczny ma opisywac skladnik systematyczny,
to co pozostaje to losowe reszty.

sktadnik systematyczny(1) sktadnk losowy(1)
N 7

wynik obserwacji
model statystyczny
N\

sktadnik systematyczny(2) sktadnk losowy(2)
(reszty)

Zakladamy, ze skladnik losowy (1)(zaburzenie losowe, blad losowy) jest wynikiem
dzialania mato istotnych zdarzen. Czego spodziewamy sie od reszt? Powinny
by¢ niezalezne o redniej 0, i stalej wariancji (réwnomiernie roztozona chmurka
punktéw), czesto zaklada sie, ze maja rozklad normalny (pomocne zalozenie w
technikach obliczeniowych).

Budowa modelu statystycznego:

Ustalenie zalozent modelu (identyfikacja modelu)

!

Estymacja parametrow modelu

!

Wyznaczenie reszt i ocena poprawnosci modelu

7N\
model poprawny model niepoprawny

! !

Zastosowanie modelu (prognoza) Powr6t na poczatek algorytmu

1.2 Model regresji liniowej

I ETAP:Ustalenie zalozen modelu

Ze wzgledu na przyjete zalozenie o liniowej zaleznosci miedzy zmiennymi
nasz model jest postaci:

Y=0+5X+e

Y jest zmienna zalezng (inaczej zmienng objasniang), ktérej wartosci chcemy
wyjasni¢ lub przewidzie¢

X jest zmienng niezalezna (inaczej zmienna obja$niajaca) nazywang tez
predyktorem, zakladamy, ze zmienna ta nie jest zdegenerowana do stalej. W
przeciwnym przypadku problemu regresji nie byloby sensu rozwazac.



Uwaga 1 Umawiamy sie, ze wartosci X sq ustalone (brak losowosci).

e jest bledem losowym (inaczej zakléceniem, szumem), jedynym zZrédiem
losowosci

By to wyraz wolny bedacy punktem przecigcia linii ¥ = gy + 5, X z osia
rzednych.

B, jest wspolczynnikiem kierunkowym, czyli tangensem kata pod ktérym
linia Y = B, + 8, X nachylona jest do osi odcietych.

~—
sktadnik losowy

Y = Bo + 6:X + €
N——
sktadnik systematyczny

Yi = BO+lei+Eiai:1a"'an
Dodatkowe zalozenia modelu:

€; sa nieskorelowane, o tym samym rozktadzie

E()=0
Var (e) = o?
Jesli dodatkowo
e~N (07 02)

to méwimy o modelu normalnej regresji liniowe;.
Przykiad 1 RYSUNEK!!!

Uwaga 2 W modelu regresji obie zmienne sq losowe, a w regresji tylko Y jest
losowa.

Wiasnoéci 1 W modelu normalnej regresji liniowej: €; L €5, @ # j

Uwaga 3 Wiasnosci 2 Bledy (¢) sq jednakowo rozproszone wokdt linii re-
gresji tzn. ich rozktad jest identyczny (w tym identyczna $rednia i odchylenie)

Wiasnosci 3 1. E(Y)=08,+5,X, (EY|X)=08,+5,X)
2. Var (Y) =02, (Var (Y|X) =0?)

5 Cooteim ={ Ji 177

IT Etap: Estymacja parametréw modelu (obecny wyktad skoncentruje sie
wokét tego etapu)

Estymatory parametrow S, i 8; oznaczamy odpowiednio Bo i 31. Na pod-
stawie n-elementowej proby (z;,v;), ¢ = 1,...,n oszacowany model regresji jest
postaci: R R

Y=0+0X+e



gdzie e reprezentuje zaobserwowane bledy, czyli reszty z dopasowania linii re-
gresji By + 5, X do zbioru obserwacji Y czyli

e=Y -3y — 05X

Dla poszczegélnych par punktéw mamy zwigzek

yi = Po+Pixzite,i=1..,n
e = Yi—PBo— b1
Linia regres;ji:
Y = Bop+5X
:/y\i = ﬁo"‘ﬂll’i, i=1,...,n

Wartosci 7; nazywa si¢ estymatorami y;, warto$ciami teoretycznymi lub prog-
nozowanymi warto§ciami Y.
-Metoda najmniejszych kwadratow:

n
e = Z (yi — ﬂi)Q

NE

SSE =
1=1 =1
SSE (BO) B1> = (yi - Bo - Bﬁ%)z
1=1
521%11 z_il (yi - Bo - //31351’)2

Szukamy BO, 81 realizujacymi minimum:

05SE (Bo,Pr)

=

By
0SSE (Bo, By )
0B,
Ostatecznie
~ SS,
ﬂl = SS K
Bo = Y- Blf
gdzie

55, = zn: (z; — 7)°

SS:cy = Z(ziff)(yify)



Uwaga 4 Terminologia: uktad réwnan normalnych:

0= Z?:l Yi — n@o - B4 Z?:l i
0= @iyi — Bo iy i — By 2oimy a3
Wiasnosci 4 1. (T,y) nalezy do linii regresji
2. Uklad réwnan normalnych jest réwnwazny z

{ 0= ZZ; €i
0=>"1", wie;

~ /S8S, -
By = TSZIPXY
i — 7 =5 (z — 7)

Uwaga 5 Bo Z'Bl sq wartosciami (relizacjami) estymatoréw prawdziwych para-
metrow regresji.

1.3 Twierdzenie Gaussa-Markowa (przypadek jednowymi-
arowy)

Lemat 1 )

Var (Bo) = g2 (711 + 5;) Var (Bl) = SZX

Twierdzenie 1 Gaussa i Markowa

W modelu regresji lintowej nieobcigzonymi, liniowymi estymatorami para-
metrow By @ 510 najmniejszej wariancji w klasie estymatoréow liniowych sq es-
tymatory wyznaczone metodq najmniejszych kwadratow (BLUE =best linear
unbiased estimator).

Whniosek 1 E (BO) =By, E (31) =B

Cwiczenie 1 1. Zaproponowaé (sztuczny) model regresji liniowey.
2. Wygenerowaé¢ pary punktdw z tego modelu.
3. Przeprowadzic estymacje parametrow
4. Narysowaé wygenerowane pary punktéw wraz z linig regresji

5. Interpretacja

Solution 1 y; = 8, + B,zi +¢€i, 1 =1,...,10



1. Narzedzia> Analiza Danych> Generowanie Liczb Pseudolosowych (normalny)

2. Zaznacz obszar 1z2, nacisnij F2 wpisz =REGLINP (Zakres  Y;Zakres X;1;1);
CTRL+SHIFT+ENTER

3. Na wykresie rozrzutu punktéw (x;,y;) zaznaczyé punkty>Prawy Przycisk
Myszy> Dodaj linie trendu.

4. Jesli wartost zmiennej objasniajqcej X zwickszy si¢ o jednostke, to wartosc
zmiennej Y zmieni si¢ o §1 (w zaleznosci od znaku,).

Cwiczenie 2 Jak powyzej ale dla n = 5000. Wykorzystat generowanie liczb
pseudolosowych dla X. Zbadaj wptyw wielkosci odchylenia standardowego zmi-
ennej € na wyniki estymacyi. Wnioski?

Cwiczenie 3 Dia par (xi,9:) = (x4, T441) , gdzie x; jest i-tq obserwacjq WIG20
przeprowad? estymacje regresji (wyznacz estymatory, narysuj wykres rozrzutu
wraz z linig regresji).

1.4 Badanie istotnoSci parametréw
Twierdzenie 2 Jesli ¢ majq rozklad normalny, to

> - )P = 28

52 =
_ n—2’
=1

1
n—2
gdzie SSE =" e =>"" (y; — @)2 , jest mieobcigzonym estymatorem para-
metrut o2.

Twierdzenie 3 Jesli € majg rozktad normalny, to

~

Bo=Bo
SE (30)
L
SE (1)

gdzie’ SE (30) =./5° (% + ;;i), SE (31> = \/%

1Dzielimy przez liczbe stopni swobody réwna n — 2. Odejmujemy 2 bo stopnie swobody
zostaly zwiazane przez estymatory wspétczynnkow.

255 (Bo) = \/ver (o). 55 (31) = ver (31




1.4.1 Przedzialy ufosci

Lemat 2 Jesli € majg rozktad normalny, to

1. (1 — a)100% przedzial ufnosci dla parametru (3, jest postaci
go tit,_2q/25E (Eo)

2. (1 —«)100% przedzial ufnosci dla parametru By :
B1 tit,_2q25E (31)

Uwaga 6 Wskazéwka praktyczna: jesli wartosé zero nie znajduje sie w przedziale
ufnosci parametru 3, to z prawdopodobienstwem 1—a zaleznosé liniowa pomiedzy

zmienng Y a zmienng X jest istotna (Scislej: wspdtczynnik nachylenia linii re-

gresji jest rézny od zera).

1.4.2 Testy istotnosci

Jesli warto§¢ zmiennej Y jest stata niezaleznie od wartosci X, to g, = 0.
Jesli korelacja pomiedzy zmiennymi nie wystepuje to 8; = 0.

Lemat 3 Je$lie ~ N (,) orazc € R to

HO 6126
Hy : By #c
Bl_c

Jest to test dwustronny.

Whiosek 2 Jeslie ~ N (,) to

Hy 51 =
Hy B1#0
By

Jest to test dwustronny.

Uwaga 7 Gdy wspdtczynnik korelacji jest istotnie rézny od zera lub gdy istnieje
zwigzek regresyjny pomiedzy zmiennymi to i tak nie mozemy stwierdzitc zwigzku
przyczynowo-skutowego miedzy zmiennymi tzn. nie mozemy stwierdzi¢, ze jedna
zmienna jest przyczyng drugiej.



Cwiczenie 4 Analiza regresjt w oparciu o plik: PilkaNozna.xls.

1. Przeprowadzic estymacje parametréw

2. Wyznaczyt bledy standardowe parametrow:SE (Bo) = /07 (%l + Sii)’
—~ >
3. Testuy:
HO : p,=0
H1 : (B,#0

Solution 2 Zaznacz obszar 2x2, nacisnij F2 wpisz =REGLINP(Zakres_Y;Zakres X;1;1)
oraz CTRL+SHIFT+ENTER. Otrzymasz

B, By
SE(B,) SE(B,)
B
stat — — /< N\
SE (B,)
p—value = ROZKLAD.T(Modul.Liczby(tsiar),m — 2,2)
U = ROZKLAD.T.ODW(a/2;n — 2)

Zbior krytyczny = (—o0,—U) U (U, o)

a to prawdopodobienstwo zbioru krytycznego.

ROZKLAD.T(z,v,2) = P(|X|>x),9dzieX ~t(v)
ROZKLAD.T.ODW(p;v) = U,gdzie P(X>U)=p

Cwiczenie 5 Dla danych z WIG20 oraz ich logarytmdéw sprawdzi¢c normalnosce.
QQ-Plot: Chcemy ocenit czy x1, ..., Tn, $q Tealizacjq rozktadu normalnego. Uporzad-
kowat probke x1, ..., T, od najmniejszej do najwiekszej otrzymujac T iy, .., T(n)-
Zaznaczyt na uktadzie wspdtrzednym pary (x(;), 2), dlaj = 1,...,n, gdzie zjwyznaczamy

z tozsamoSsci: ) N

n On
gdzie N jest dystrybuantq standardowego rozktadu normalnego N(0,1), i,,, on
sq odpowiednio oszacowaniem wartosci oczekiwanej (p) i odchylenia standar-

dowego (o) z proby. Nalezy narysowat ,prostq regresji liniowej"dla (x5, 2;).
Zaznaczone punkty nie powinny ,zbytnioddbiegaé od réwnania prostej.



Cwiczenie 6 Zastosowat regresje lintowa do estymacji parametréw modelu dwu-
mianowego

Sk) = SE-1DA+§U+(1-¢,)D)

S0) = S
_J 1 p
5k_{0 1—p
Y, = _S(k) =1+6U+(1-¢,)D
T OSk—1) k b
uh = Yie—1=1+§U+(1-¢,)D
= D+ (U-D)



