
1 Regresja liniowa cz. II

1.1 Miary dopasowania modelu do danych

Dekompozycja wariancji
Idea:

y � y| {z }
Odchylenie ca÷kowite

= y � by| {z }
Odchylenie nie wyjásnione

(b÷¾ad)

+ by � y| {z }
Odchylenie wyjásnione

(regresyjne)

nX
i=1

(yi � y)2| {z }
Ca÷kowita suma kwadratów

SST

=

nX
i=1

(yi � byi)2| {z }
Suma kwadratów b÷¾edów

SSE

+

nX
i=1

(byi � y)2| {z }
Suma kwadratów odchyleń regresyjnych

SSR

SSR jest tzw. zmiennóśc wyjásniona
SSE jest tzw.zmiennóśc niewyjásniona (wynika z niedoskona÷ósci regresji)

Przyk÷ad 1 RYSUNEK!!!

De�nicja 1 Wspó÷czynnik determinacji r2[w programach czasem R2]

r2 =
SSR

SST

Wniosek 1
r2 =

SSR

SST
= 1� SSE

SST

Wartóśc wspó÷czynnika determinacji wyra·za zmiennóśc Y , która zosta÷a wy-
jásniona przez zachodzenie liniowego zwi ¾azku mi¾edzyX i Y . Wartóśc wspó÷czyn-
nika korelacji liniowej to miara liniowego zwi ¾azku.

Lemat 1
r2 = b�2X;Y

W÷asnósci 1 1. Wspó÷czynnik determinacji r2 jest miar ¾a si÷y liniowego zwi ¾azku
mi ¾edzy zmiennymi.

2. r2 2 [0; 1]

3. Wartóśc wspó÷czynnika determinacji nic nam nie mówi o kierunku za-
le·znósci mi ¾edzy zmiennymi.

4. Wi ¾eksze wartósci r2 mog ¾a sugerowác dok÷adniejsze dopasowanie modelu
regresji do zbioru obserwacji.
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5. r2 = 1 oznacza, ·ze zmiennóśc Y jest w 100% wyjásniona przez model
regresji

6. r2 � 0:3 oznacza, ·ze regresja wyjásnia mniej ni·z 30% zmiennósci Y .

Uwaga 1 Sama wartóśc wspó÷czynnika determinacji nie pozwala oceníc jakósci
dopasowania linii regresji do zbioru obserwacji. Istniej ¾a przyk÷ady, dla których
r2 jest du·ze, a model jest nieodpowiedni.

Lemat 2 1. SST = SSY

2. SSR = b�1SSXY
3. SSE = SSY � b�1SSXY

Ćwiczenie 1 Wska·z przyk÷ad danych gdzie model regresji jest nieodpowiedni, a
r2 jest du·ze. Wsk. parabola.

De�nicja 2

MSR =
SSR

1

MSE =
SSE

n� 2
MSR to średnie kwadratowe odchylenie regresyjne (mean square regression).
MSE to średni b÷¾ad kwadratowy (mean square error)

Uwaga 2 MSE mierzy/wyra·za rozproszenie danych od linii regresji. Jest to
miara bezwzgl ¾edna - jej wielkóśc w zale·znósci od sytuacji mo·ze miéc inne znacze-
nie.

Uwaga 3 MSE wczésniej oznaczano b�2 = 1
n�2

Pn
i=1 (yi � byi)2 = SSE

n�2 - bo to
równie·z estymator wariancji reszt.

Lemat 3 Jésli �1 = 0 to

F =
MSR

MSE
� F1;n�2

Obserwacja 1 Stosunek zmiennósci wyjásnionej do zmiennósci niewyjásnionej
MSR
MSE mo·ze býc potraktowany jako kolejna miara dopasowania modelu do danych.
Przy braku liniowego zwi ¾azku mi ¾edzy zmiennymi wielkóśc MSR powinna býc
bliska zeru. Fakt ten mo·zna wykorzystác do przeprowadzenia testu statysty-
cznego badaj ¾acego zachodzenie liniowego zwi ¾azku.

H0 : �1 = 0(nie zachodzi zwi ¾azek mi ¾edzy X i Y )

H1 : �1 6= 0

MSR

MSE
� F1;n�2

Jest to test jednostronny (prawostronny).
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Obserwacja 2
F = t2

gdzie t =
b�1

SE(b�1) .
Wniosek 2 Wnioskowanie za pomoc ¾a testu F i testu t jest równowa·zne. F jest
testem jednostronnym, a t dwustronnym. W obu testach otrzymamy to samo p-
value, gdy dla t ustalimy symetryczne przedzia÷y - zbiory krytyczne.

Prognoza

Jednym z zastosowań modelu regresji jest prognozowanie dalszego poziomu
zjawiska.
Prognoza punktowa:
Niech x0 jest ustalon ¾a wartósci ¾a X. Odpowiadaj ¾ac ¾a jej wartóśc (teorety-

czn ¾a) zmiennej Y obliczymy ze wzoru

by0 = b�0 + b�1x0
Prawdziwa wartóśc wynosi

y0 = �0 + �1x0 + "0

B÷¾ad prognozy by0 � y0 = b�0 � �0 + �b�1 � �1�x0 � "0
E (by0 � y0) = 0

V ar (by0 � y0) = �2 "1 + 1

n
+
(x0 � x)2

Sxx

#

Wniosek 3 Niepewnóśc mierzona odchyleniem standardowym b÷¾edu prognozy
rósnie wraz ze zwi ¾ekszaniem si ¾e odleg÷ósci x0 od x, oraz maleje wraz ze zwi ¾ek-
szaniem si ¾e liczebnósci próbki.

Obserwacja 3 Jésli x0 = x to by0 = y oraz
V ar (by0 � y0) = V ar (y � y0) = �2 �1 + 1

n

�
!

n!1
�2

Uwaga 4 W praktyce nie znamy �2 zast ¾epujemy go estymatorem b�2. rb�2 h1 + 1
n +

(x0�x)2
Sxx

i
nazywamy standardowym b÷¾edem predykcji.

Prognoza przedzia÷owa:
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Twierdzenie 1 (1� �) 100% przedzia÷predykcji zmiennej Y dla ustalonej wartósci
x0 zmiennej objásniaj ¾acej jest okréslony wzorem

by0 � tn�2;�=2
vuutb�2 "1 + 1

n
+
(x0 � x)2

SSX

#

gdzie P
�
t > tn�2;�=2

�
= �=2, t � tn�2.

Prognoza przeci ¾etnego poziomu zmiennej Y

Motywacja:
y0 - prognoza przychodów ze sprzeda·zy
E (y0) - prognoza przeci¾etnych przychodów ze sprzeda·zy
Maj ¾ac ustalon ¾a wartóśc x0 jestésmy zainteresowani prognoz ¾a E (y0) a nie y0.

Zauwa·zmy, ·ze E (y0) = �0 + �1x0, wielkóśc t¾e przybli·zamy wartósci ¾a bE (y0) =b�0 + b�1x0. Wartóśc prognozy dla E (y0) i y0 s ¾a takie same (\E (y0) = by0)
! Zobaczmy czy zmieni si¾e standardowy b÷ad predykcji:

E (y0)� bE (y0) = ��0 � b�0�+ ��1 � b�1�x0
V ar

�
E (y0)� bE (y0)� = �2 " 1

n
+
(x0 � x)2

Sxx

#

Twierdzenie 2 (1� �) 100% przedzia÷predykcji średniego poziomu zmiennej
Y dla ustalonej wartósci x0 zmiennej objásniaj ¾acej jest okréslony wzorem

bE (y0)� tn�2;�=2
vuutb�2 " 1

n
+
(x0 � x)2

SSX

#

gdzie P
�
t > tn�2;�=2

�
= �=2, t � tn�2.

Uwaga 5 Zgodnie z oczekiwaniami przedzia÷ufnósci dla przeci ¾etnego poziomu
jest w ¾e·zszy ni·z dla samego poziomu.
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