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1 Obliczanie wartosci funkcji za pomoca kompu-
tera kwantowego

Rozwazmy funkcje y = f(z), ktora elementom z zbioru liczb catkowitych
ze{0,1,...,2m—1}

przyporzadkowuje elementy y innego zbioru liczb catkowitych
ye{0,1,...,2" — 1},

gdzie m i n sa liczbami catkowitymi dodatnimi.

Klasyczny komputer oblicza wartosci y = f(x) przyporzadkowujac kazdemu
wskaznikowi z € {0,1,...,2"™—1} na wejsciu odpowiednio indeksowana wartosé
funkcji na wyjsciu, czyli

y € {f(0), F(1),..., F" = 1)}.

Komputer kwantowy uzywa operacji unitarnej Uy do obliczenia wartosci
funkcji y = f(z). Kazda mozliwa warto$¢ wejSciowa x jest reprezentowana za
pomoca wektora stanu |z) pierwszego rejestru (rejestru wejsciowego). Podobnie
kazda mozliwa wartos¢ wyjsciowa y = f(z) jest reprezentowana za pomoca
wektora stanu |y) drugiego rejestru (rejestru wyjsciowego).

Wektory stanu odpowiadajace réoznym wartosciom wejsciowym i réznym war-
tosciom wyjsSciowym sa ortonormalne, czyli

<x|xl> = 595:1:’ ’ <y|y/> = 5yy/ :

Operacja obliczania wartosci funkcji y = f(x) przez komputer kwantowy
zdefiniowana jest za pomoca operatora unitarnego Uy, ktéry dziala na dwa
rejestry

Ugl2)[0) = |2)]f(x)) - (1)
Pierwszy rejestr (|x)) przechowuje wartosci wejsciowe, natomiast stan rejestru
drugiego ulega przeksztalceniu w stan wyjsciowy (|0) — |y = f(x))).

Przy obliczaniu wartosci funkcji y = f(z) w ciekawy sposob ujawnia sie
kwantowa natura obliczen.

Mozemy tak spreparowac stan rejestru wejsciowego, aby byl on superpozy-
cja wszystkich stanéw jednokubitowych wystepujacych z jednakowymi amplitu-

dami, czyli
2™ 1

1
[Yinput) = om/2 Z |z) - (2)
=0

Za pomocy operatora unitarnego Uy wykonujemy obliczenie wartosci funkeji y =
f(z) tylko raz i otrzymujemy wszystkie 2™ wartosci funkeji f(0), f(1),..., f(2™—
1), czyli

om_1

Woupue) = Uy (2,5/ > |x>> 0= 50 3 @) . @)
T =0

=0



Przedyskutujmy teraz zawarto$é¢ informacyjna stanu wyjsciowego (3).

Stan ten zawiera superpozycje wszystkich 2™ stanow | f(0)), | f(1)),...|f(2™—
1)), jednak w zadnym pomiarze nie otrzymamy informacji o wszystkich tych sta-
nach.

Pojedynczy pomiar wykonany w stanie (3) pozwala na uzyskanie nastepuja-
cych informacji:

(1) Kazdy ze stanéw wyjsciowych |z)|f(z)) moze by¢ otrzymany z jednakowym
prawdopodobienstwem réwnym 1/2™, a zatem kazda z wartosci funkeji
f(0), f(1),..., f(2™ — 1) moze wystapi¢ z tym samym prawdopodobieii-
stwem 1/2™.

(2) Jezeli w wyniku pomiaru otrzymalismy np. stan [Yeutput) = |2)|f(Z)), to
wynikiem kolejnego pomiaru, wykonanego bezposrednio po pierwszym po-
miarze, bedzie ten sam stan otrzymany z prawdopodobienstwem réwnym
1, co oznacza, ze otrzymamy znowu wartosé funkeji f(z), czyli nie otrzy-
mamy zadnej dodatkowej informacji o nowej wartosci funkeji y = f(x).

2 Algorytm Deutscha

Algorytm Deutscha jest przykladem realizacji wyroczni kwantowej. Wyrocz-
nia jest urzadzeniem, ktére odpowiada na stawiane pytania jedynie ”tak” lub
”nie”. Pytania moga by¢ bardzo skomplikowane, procedura przygotowywania
odpowiedzi moze by¢ bardzo zlozona i moze wymagaé¢ wielu obliczen. Jednak
wyrocznia podaje wylacznie jedna z odpowiedzi "tak” lub nie”.

Pomimo prostoty tych odpowiedzi, wyrocznia moze byé uzyteczna przy roz-
wigzywaniu bardzo ztozonego problemu, jezeli tylko potrafimy dokona¢ dekom-
pozycji tego problemu na problemy proste, tak sformutowane, ze wystarczy dla
nich jedna z odpowiedzi "tak” lub "nie”.

Algorytm Deutscha jest wyrocznia kwantowa, ktora daje odpowiedz na na-
stepujace pytanie.

Powiedzmy, ze mamy okreslona funkcje f, ktora odwzorowuje zbior liczb
{0,1} na zbior {0, 1}, przy czym funkcja ta jest albo stala, jezeli f(0) = f(1),
albo zréwnowazona, jezeli f(0) # f(1).

Wyrocznia Deutscha znajduje odpowiedZ na pytanie, czy funkcja f(z) jest
statla czy zréwnowazona.

Komputer klasyczny daje odpowiedZ na to pytanie po obliczeniu wartosci
funkcji f(0) 1 f(1), czyli po dwukrotnym obliczeniu funkeji.

Kwantowy algorytm Deutscha odpowiada na to pytanie po jednokrotnym
obliczeniu funkcji f(x).

Implementacja algorytmu Deutscha odbywa sie za pomoca obwodu kwanto-
wego o schemacie pokazanym na rysunku 1.

Stanami wejsciowymi sa;

|0) w pierwszym rejestrze (gorna linia),

|1) w dolnym rejestrze (dolna linia).
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Rysunek 1: Schemat obwodu kwantowego do implementacji algorytmu Deutscha.

H jest bramksg Hadamarda, a Uy jest sterowana bramka, ktora stuzy do
obliczania wartosci funkcji f. W jawnej postaci

Uslz)ly) = lx)ly @ f(=)) (4)

gdzie @ jest operacja dodawania modulo 2.
Przypominam dzialanie bramki Hadamarda na stany bazy obliczeniowej,
czyli stany wejsciowe w algorytmie Deutscha.

1

H|0) =
0=

(10) + 1)) , (5)

- 5

H[1) = E(I@ - 1) (6)

Przeanalizujemy teraz doktadnie dzialanie algorytmu. Algorytm Deutscha
wykonywany jest w trzech krokach.

Krok (1)

Pierwsza para bramek Hadamarda przeksztalca kubity wejsciowe |0) i |1) w
stan

%(I0> +)) @ (0) =[1), (7)

gdzie symbol ® oznacza iloczyn tensorowy wektoréw stanu rejestru pierwszego
(gornego) i drugiego (dolnego).
Krok (2)

Stan (7) otrzymany w kroku pierwszym poddany jest dziataniu bramki Uy.
W celu obliczenia wyniku tego dzialania wykorzystamy wzor (4)

Uslz) @ (10) = [1)) = |z) @ ([0 @ f(2)) - 1 & f(x))) - (8)

Jezeli f(x) = 0, to wyrazenie w nawiasie po prawej stronie réwnania (8)
przyjmuje postaé

0@ f(2)) — 1@ f(2)) = 10) = 1) = (=1)°(0) = 1)) = (=)' @ (J0) = 1)) . (9)



Jezeli f(x) =1, to wyrazenie to przyjmuje postaé
0& f(z))—[1& f(2)) = [0) = 1) = (=1)'(|0) = [1)) = (=1 @ (j0) = 1)) . (10)

Ze wzorow (9) i (10) wynika, ze ten sam wzor jest shuszny dla wszystkich
wartosci f(x), czyli

Urlz) ® (|0) = (1)) = (=1)"@z) @ (|0) - [1)) - (11)

Stosujac (11) do stanu (7) otrzymanego w wyniku kroku pierwszego otrzy-
mujemy

Uf%(|0>+‘1>)®(|0>—‘1>): (=1)7@j0) + (1)) @ (|0) — 1) . (12)

N |

Krok (3)

Dzialamy bramks Hadamarda na stan pierwszego rejestru w (12), czyli na
wektor (—1)7(0) 4 (=1)7M 1), i otrzymujemy

L [0 OH0) + (1) VHD)] 2 (0) - 1)

= 5 |V )+ 0~ 1)
®(|0) = [1))
- % {|O> [(—1)1“(0) =+ (—1)f(1)} 1) [(_1)f(0) B (_1)“1)”
1
®E(IO> — 1)) . "

Przeanalizujmy teraz wynik zapisany w ostatnich dwoch wierszach (13).
Jezeli funkcja f(x) jest stala, to zachodzi

(-1)/© — (=)W =9 .

W tym przypadku stan konicowy gornego rejestru (stan gornej linii schematu)
przyjmuje postaé

1
5 {10 [~ O + (1) D]} = 210} (14)
Jezeli funkcja f(x) jest zrownowazona, to zachodzi
(_1)f(0) + (_1)f(1) —0.

W tym przypadku stan konicowy gornego rejestru (stan gornej linii schematu)
przyjmuje postac

{0 [0/ = (~)/O]} = £p1) . (15)

DN | =



Whniosek

W celu okreslenia, czy funkcja f(x) jest stala czy zrownowazona, wystarczy
— po wykonaniu krokéow (1-3) — dokona¢ pomiaru stanu wyjsciowego gornego
rejestru (stanu koncowego gornej linii). Jezeli stanem koricowym jest |0), to
funkcja f(x) jest stala, a jezeli stanem koncowym jest |1}, to funkcja f(z) jest
zrownowazona.

A zatem algorytm Deutscha odpowiada na pytanie, czy funkcja f(z) jest
stata czy zrownowazona, obliczajac wartosé funkeji f(x) tylko jeden raz (opera-
cja Uy zostala zastosowana tylko raz).

Dyskusja

e Kubity w dolnej linii podlegaja ewolucji czasowej, w ktorej wyniku osig-
gany jest albo stan |0) albo |1). Wskutek splatania stanéw dolnej i gornej
linii powoduje to odpowiednia zmiane stanéw linii goérne;j.

e Obliczenie dwoch wartosci funkeji f(z) za pomocy jednej operacji jest
ilustracja kwantowej rownoleglosci obliczen.

e (Calos¢ dzialania algorytmu opiera si¢ na paradoksie EPR.

Signum temporis: Obecnie to jest wlasnie paradoks: istota dziala-
nia komputera kwantowego opiera sie na paradoksie EPR.

Zastosowanie algorytmu Deutscha

Metody réznicowe fizyki obliczeniowej wymagaja dokonania dyskretyzacji
zmiennych i funkcji, czyli tabelaryzacji wartosci funkcji. W wyniku dyskrety-
zacji otrzymujemy funkcje przedzialami stata. W tym celu mozemy zastosowaé
algorytm Deutscha.

A zatem algorytm ten moze by¢ stosowany do odpowiedniego przyspieszenia
implementacji metod réznicowych, uzywanych np. w rézniczkowaniu numerycz-
nym lub numerycznym catkowaniu (za pomoca metody prostokatow).

3 Algorytm Deutscha-Jozsy

Algorytm Deutscha-Jozsy jest wyrocznia, bedaca uogoélnieniem wyroczni Deut-
scha. Badana jest funkcja okreslona na n parach zmiennych.

f(z):{0,1}" — {0,1} . (16)

Algorytm ten odpowiada na pytanie, czy funkcja ta stata czy zrownowazona,
przy funkcja (16) jest zrownowazona, jezeli f(x) przayjmuje wartosé¢ 0 dla jednej
polowy swoich argumentow, a wartoé¢ 1 dla drugiej polowy.

W algorytmie Deutscha-Jozsy bramki Hadamarda dziataja analogicznie jak
w algorytmie Deutscha, natomiast bramka Uy jest teraz kontrolowana przez
stany n rejetréw (n linii). Funkcja f odwzorowuje zbior 2" liczb {0, 1}™ na pare
liczb {0,1}. Funkcja ta jest albo stala albo zrownowazona.



| 0) 4’ H H ’7 measure
| 0) -—E H |— measure
| 0) —E H |— measure

I
]

[1}) | H Uy

Rysunek 2: Schemat obwodu kwantowego do implementacji algorytmu Deutscha-Jozsy.

Zadaniem algorytmu (wyroczni) Deutscha-Jozsy jest odpowiedzie¢ na py-
tanie, ktory z tych dwoch przypadkoéw zachodzi dokonujac wytacznie jednego
obliczenia wartosci funkcji.

Klasyczny algorytm musi obliczy¢ funkcje f 2" razy, aby odpowiedzie¢ na
to pytanie.

Analizujemy poszczegolne kroki algorytmu Deutscha-Jozsy.

Krok (1)

Dziatamy bramka H na kazdy z n kubitow wejsciowych |0).

W celu znalezienia wyniku tej operacji obliczamy

H 0

=

H|0) ... HI0)

1 1
(|0>+\D)E(\OH|1>)-~-ﬁ(|0>+|1>)
= (|00...0) +1]00...1) +...[11...1))

- Sl

2n/2
1 n
1 271
= o2 Z %) . (17)
x=0

W tym kroku przeksztalcany jest jeszcze kubit |1) w dolnym rejestrze (dolnej
linii), co prowadzi do wyniku

1
ﬁ(|0> - 1) (18)

Ostatecznie po wykonaniu pierwszego kroku caty uktad przechodzi do stanu

) = oo (Z_ x ) (10) - 1) (19)

H|1) =




Krok (2)

W kroku tym zastosowana jest n-wierszowa kontrolowana operacja Uy. Uogoél-
niajac dla tej operacji wynik otrzymany poprzednio dla algorytmu Deutscha
otrzymujemy stan uktadu po wykonaniu drugiego kroku

W) = o <Z<—1>f<x)x>> . (20)

x=0

Krok (3)

W kroku koiicowym poddajemy kazdy z kubitéw w n goérnych liniach dzia-
taniu bramki Hadamarda. Jednak teraz stanem wejSciowym kazdego z tych
rejestrow nie jest stan |0), a zatem transformacja Hadamarda staje sie bardziej
skomplikowana. W celu wyznaczenia jej wyniku przeksztalcamy znany wynik
dziatania transformacji Hadamarda

HI0) =

(\0> +11) = —= [(=D"°00) + (=)™ 1] (21)

— g\H
[\

H|1) =

Sl 3\

(10) = 1)) = 7 [(=D)™0) + (=)' )], (22)

gdzie symbol X oznacza zwykle mnozenie liczb (z X y = xy).
Wzory (21) i (22) mozna zapisa¢ w jednolity sposob jako

Hlz) = 1)*"¥]y) . (23)
e
Zastosujemy teraz formule (23) do iloczynu tensorowego n kubitow.

) = = [[®Hlz)
=1

= H|x;) ®H|m2> .. Hlzy)

1
S NE e o w2xy2|y2>]

y1=0 y2=0
Jg 2 )

Un_o

1
1
= 5oz Z (—1)7 %V (—1)T2Xv2 | (—1)TnXYn
Yy1y2...yn=0
\ylyz - Yn)
271

= o > Ul (24




Tloczyn x -y we wzorze (24) ma nastepujace znaczenie:
X Yy=21 XyY1B22XYyY2®...8Tp X Yn,

gdzie @ oznacza dodawanie modulo 2.
Wstawiamy wyrazenie (24) do stanu wynikowego drugiego kroku (20) i otrzy-
mujemy wynik trzeciego kroku

27 -1

6 = g | 3 0 [T )| © 20 - 1)
x=0 Jj=1
B = - 1
= o 2;«- 2W2§: ¥ @ 500} = 1)
- [2323 V1<) | © 2=(0) = 1) (25)

Przeanalizujemy teraz stan koricowy (25).
(I) Jezeli funkcja f(x) jest stala, to wyrazenie (—1)7*) mozemy wyciagnac
przed sume podwojna, ktéra przybiera postac

27 —-12"7-1

DY S D=y) (26)

x=0 y=0

Ustalmy |y) i rozwazmy mozliwe stany

271
|Yy) = [Z (—1)”] ly) - (27)
x=0
Dla y # 0 suma w wyrazeniu (27) musi sie zerowa¢, czyli
2m_1
> ()Y =0, (28)
x=0

poniewaz w sumie tej wyrazenie X - y przyjmuje taka sama liczbe razy wartosé 0
oraz 1. Zatem w wyrazeniu (27) pozostaje jedynie wyraz odpowiadajacy y = 0.
W tym przypadku stan konicowy (25) przyjmuje postaé

3) 1 e [N o RIP
|p(3)) 2n( 1) xz:;)( 1**o) ®\/§(|0> 1))

— o V® Loy
= (-1 |0>®\/§(|0> 1)) - (29)

Wynik (29) oznacza, ze dla funkeji f(x), bedacej funkcja stata, pomiar stanu
koricowego dowolnego rejestru gornego da zawsze stan |0).



(IT) Jezeli funkcja f(x) jest zrownowazona, to np. dla |y) = |0) otrzymu-
jemy

S o) = 3 (10—, (30

poniewaz zrownowazona funkcja f(x) tyle samo razy przyjmuje wartosci 0 lub
1.

Wynika stad, ze — w odroznieniu od przypadku (I) — prawdopodobienistwo
znalezienia stanu |y) = |0) jest rOwne zero.

Podsumowanie wtasnosci stanu konicowego otrzymanego po wykonaniu algo-
rytmu Deutscha-Jozsy:

(I) Jezeli stan wynikowy kazdego rejestru kontrolnego jest stanem |0), to funk-
cja f(x) jest stala.

(II) Jezeli nie zachodzi ten przypadek, to funkcja f(x) jest zrownowazona.

4 Algorytm Simona

Algorytm (wyrocznia) Simona stanowi dalsze uogoélnienie algorytmu Deutscha.
Rozwazamy funkcje
f(x):{0,1}" —{0,1}", (31)

gdzie x i f sa dwuwymiarowymi wektorami o sktadowych przyjmujacych warto-
§ci nalezace do zbioru {0,1}". Zakladamy, ze funkcja (31) jest dwuznaczna,
czyli dla kazdej wartosci funkcji y = f(x) zawsze istnieja dwa wektory x7 1 x2
takie, ze f(x1) = f(x2). Ponadto zaktadamy, ze funkcja (31) jest periodyczna,
co oznacza, ze istnieje taki wektor binarny a, ze

f(xda) =f(x). (32)

Algorytm Simona znajduje wektor a, czyli okres funkeji f(x) w O(n) pro-
bach.

Dla poréwnania algorytm klasyczny znajduje okres funkcji przy uzyciu L
prob, ktorych liczba rosnie eksponencjalnie z n, czyli L ~ O(exp(n)).

Obwodd kwantowy do implementacji algorytmu Simona zawiera w ogblnym
przypadku n linii gérnych, ktéore wygladaja tak samo jak goérne linie w obwo-
dzie kwantowym algorytmu Deutscha-Jozsy, oraz n linii dolnych. Kazda z linii
dolnych odpowiada sub-funkcji

fj : {07 1}n - {0’1} )

gdzie j =1,...,n. Z n sub-funkcji f; tworzymy funkcje f.

Zaznaczone na schemacie operacje Uy, sa bramkami kontrolowanymi, przy
czym sterowanie odbywa si¢ za pomocg funkeji f;.

Najpierw sformulujemy zadanie, ktére algorytm Simona ma rozwigzac.
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Rysunek 3: Schemat obwodu kwantowego do implementacji algorytmu Simona na przykladzie
funkeji f : {0,1}% — {0,1}5.

Algorytm ten testuje funkcje wektorowa
f:{0,1}" —{0,1}", (33)

ktora w obwodzie kwantowym zostaje poddana dekompozycji na n funkcji ska-
larnych

fi+{0,1}" — {0,1}, (34)

gdzie j =1,...,n.
Funkcja f musi spetnia¢ nastepujace warunki:

(1) Funkeja f jest funkcja dwuznaczna, tzn. kazdej wartosci f zawsze odpo-
wiadaja dwa wektory x; 1 x5 takie, ze

f(Xl) = f(XQ) .
(2) Funkeja f jest funkcja periodyczna, tzn. istnieje taki wektor a, ze
f(x®a)=1f(x).

Przeanalizujmy dzialanie algorytmu Simona.

Krok (1)
Transformacja Hadamarda zastosowana w n gornych liniach obwodu kwan-
towego dziata tak samo jak w przypadku algorytmu Deutscha-Jozsy. Uzyjemy
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zatem gotowych wynikéw otrzymanych w kroku (1) tego algorytmu. Otrzymu-
jemy nastepujacy stan wynikowy po pierwszym kroku:

O = o (Z x>®|0 0).--10)
2n/2 (Z %) ) ® [0) . (35)

Krok (2)

W kroku tym stosowane sg sterowane bramki Uy, , ktére w rezultacie prze-
ksztalcaja stany dolnych n linii z |0) w |f;(x)).

Wynika to z nastepujacego rozumowania:

Dla kazdej dolnej linii w stanie |0) odpowiadajaca jej funkcja f;(x) moze
przyjac albo wartos¢ 1 i wtedy stan linii jest zmieniany na stan |1), albo wartosé
0 i wtedy stan linii pozostaje niezmieniony, a zatem — po tej operacji — kazda
dolna linia znajdzie si¢ w stanie | f;(x)).

Stanem ukladu po wykonaniu kroku (2) jest stan

w®) = L (Z_ |x>®|f ) (36)

Krok (3)

Pozwalamy teraz, aby stany dolnych linii ewoluowaly w kontakcie z otocze-
niem, co oznacza dekoherencje tych stanéw. W wyniku dekoherencji zostanie
osiagniety pewien stan, ktory oznaczamy jako |f(x¢)). Ze powodu periodyczno-
Sci funkeji f z jednakowym prawdopodobieristwem moze zostaé¢ osiagniety stan
If(x0 @ a)), a zatem stan n dolnych linii znajdzie sie w stanie

[f(x0)) = [f(x0 D a)) .

Korzystamy teraz z tego, ze stany linii dolnych i gérnych sa splatane, a
zatem z superpozycji 2" stanow (36) wybrane zostang tylko dwa stany i stan
linii gornych staje sie ich kombinacja liniowa (z jednakowymi amplitudami).

Ostatecznie stanem ukladu po wykonaniu kroku (3) jest stan
1
Gy — —(Ix + |xg ®a)) ® |f(x . 37
[B) = 5 (bxo) -+ xo © ) @ [£(x) (37)
Krok (4)

Zgodnie ze schematem obwodu kwantowego (por. rysunek) n gornych linii
zastaje poddanych dziataniu bramek Hadamarda, co prowadzi do wyniku

) = AT{Z (1o 4 (-pyoee)s] |y>}®|f<><o>>. (39)

y=0
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Uwaga Wielkosci typu x sg tutaj traktowane jak macierze 1 x n, ktorych
elementami sa liczby 0 lub 1. Wynika stad, ze iloczyny x -y we wzorze (38)
maja nastepujace znaczenie:

X Yy =2oYo DT1Y1 D T2Y2 D ... ® Tp_1Yn—1 - (39)
Zbior wektorow {y} mozna podzieli¢ na dwie klasy:
(1) dla pierwszej klasy y -a =1,
(2) dla drugiej klasy y -a = 0.

Dla pierwszej klasy przed kazdym z wektor6w stanu |y) w rozwinieciu (38)
wystepuje amplituda
(=1)¥Y — (=1)*Y =90.

Wynika stad, ze wektory |y) nalezace do klasy (1) daja zerowy wktad do rozwi-
niecia (38).

A zatem jedynie wektory y nalezace do klasy (2) (prostopadle do wektora
a) wnosza niezerowe przyczynki do sumy (36). Prowadzi to do nastepujacej
postaci stanu koricowego

® [f(x0)) - (40)

4 1 X0y
) = [Z (1Y)

y-a=0

Otrzymany stan koricowy (40) oznacza, ze dokonujac pomiaru n gérnych linii
dostaniemy zawsze wektor y, ktory jest prostopadly do szukanego wektora a.
To jeszcze nie okresla jednoznacznie wektora a. Jezeli jednak przeprowadzimy
pomiar stanu gérnych linii n razy, to otrzymamy uklad n réwnan

yi-a

y2-a =

Yn-a = 0 (41)
na n niewiadomych {ai,as,...,a,}. Ten uklad réwnai moze by¢ rozwiazany

metodami klasycznej algebry liniowe;.
W ten sposob znajdujemy szukany okres funkcji f.
Dyskusja algorytmu Simona

(1) Zastosowanie transformacji Hadamarda do stanéw poczatkowych |0) n gor-
nych linii wytwarza superpozycje 2" — 1 stanéw w pojedynczym rejestrze.
Dzieki sprzezeniu z dolnymi liniami obliczana jest wartosé funkcji £ w tej
samej chwili czasu dla wszystkich argumentow funkcji. Ten pojedynczy
krok w obliczeniach kwantowych jest rownowazny 2" —1 krokom w oblicze-
niach klasycznych. Ujawnia sie tutaj rownoleglosé obliczen kwantowych.

(2) Zastosowanie sterowanych bramek Uy, wytwarza stan splatany catego uktadu.
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(3) Korelacja kwantowa powoduje, ze ewolucja czasowa (dekoherencja) n sta-
no6w linii dolnych pociaga za soba przeksztalcenie standéw n linii gérnych,
splatanych ze stanami linii dolnych, do superpozycji stanoéw |x¢) i [xo D a).

(4) Ostatnia operacja kwantowa prowadzi do oddzielenia wektora x¢ z tej su-
perpozycji i pozostawienia superpozycji wektoréw prostopadtych do a.

W algorytmie Simona uwidocznione sa podstawowe cechy obliczeri kwanto-
wych:

e superpozycja = réwnolegtosé

e splatanie = nielokalnosé

e korelacja kwantowa

5 Kwantowa transformata Fouriera

Kwantowa transformata Fouriera (QFT) jest operacja unitarna zdefiniowana na
n kubitach w sposéb nastepujacy:

om—1
1 ) n
F:lx)— e2mizy/2 , 42
%) o yEZO y) (42)

Nou

gdzie xy jest zwyklym mnozeniem dwoch liczb. Liczby te wygodnie jest zapisaé
w reprezentacji binarnej, czyli

=20+ 1124+ 2222 + 2323 + .. 4z, 12" (43)
y=10+ym2+1y22> +ys2® + . Fye12" (44)

Liczbom zx i y odpowiadaja stany n-kubitowe
|X) = |z0) @ |21) ® ... @ |Tp-1) , (45)

¥y =lyo) @ [y1) ® ... @ |yn-1) , (46)
gdzie |z;) 1 |y;) sa pojedynczymi kubitami, a liczby z;,y; przyjmuja wartosci
0, 1.

Transformate Fouriera dowolnego wektora |w) wyznaczymy, jezeli bedziemy
znali wynik dzialania QFT na wektory bazy |x), poniewaz dowolny wektor |w)
mozna zapisa¢ w postaci

W) =D f(x)Ix) - (47)
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Na podstawie (42) i (47) otrzymujemy nastepujacy wzor na kwantows, trans-
formate Fouriera funkcji f(x):

2

-1

3 f<x>x>] = Y FF()

0
N— N-—-1
— Z Z e2m'acy/N‘y>
y=0

N .
Z Je?m /N y) (48)

»
I

2:><
_o

HM

gdzie N jest liczba elementow bazy |x) (niekoniecznie rowna 2™).
Na podstawie wzoru (48) otrzymujemy wzér na skltadowa y transformaty
Fouriera funkcji f

1 N-1 ,
— f(x)627ria:y N ) (49)
P

Wzor (49) jest wzorem na klasyczna dyskretna transformate Fouriera.

Konstrukcja obwodu kwantowego realizujacego QFT opiera sie na metodzie
szybkiej transformaty Fouriera (FFT).

Rozwazmy wyrazenie

erriacy/2" (50)

wystepujace we wzorze (42).

Wyrazenie (50) jest funkcja periodyczna iloczynu zmiennych zy o okresie
2™, W oparciu o te periodyczno$é stosujemy podstawowy trik metody FFT,
ktory polega na obliczaniu wytacznie wyrazow pierwszego okresu, czyli takich,
dla ktorych zy/2™ < 1. Natomiast wyrazy odpowiadajace okresowi drugiemu i
wyzszym sa obcinane.

A zatem obliczamy

T 1 _
272 = 27(3:04—33124—1‘222—&—...—}—3:”_12" 1)

X (y0+y12—|—y222—|—...—|—yn_12n_1) =... (51)
W réwnaniu (51) kazda z liczb x i y zostala przedstawiona za pomoca reprezen-

tacji binarnej, a zatem sktadowe z; i y; przyjmuja wartosci O lub 1.
W dalszym ciggu przeksztalcamy prawa strone rownania (51) stosujac re-
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prezentacj¢ binarng x; i y;.

= L [yo(xo +o2t 4022 4z, 27
+112' (g + 212 + 2022 + .+ xn_12”*1)
+...
Y 12" (o + 2128 2022 4.+ xn,12"_1)}
obe L [yo(xo 42t F 2022+, 27
oy (202" + 2127 4 2023 4+ Fxp, 02" )
—|—y2(x022 422 a2t .+ wn,32"_1)
+...
+yn-1202" "] = ... (52)

obc . ‘s . . :
Symbol = oznacza réwnos$é¢ wyrazéw pierwszego okresu. Natomiast wyrazy
odpowiadajace okresom drugiemu i wyzszym zostaly obciete.
Otrzymujemy ostatecznie

= o (5 + g+ )
1 (5527 + ke + ..+ T52)
+y2 (5527 + 52k5 + ...+ 252)
+.o.
Hyn-15 - (53)

Wyrazenia w nawiasach w (53) mozna zapisa¢ w postaci binarnego utamka
z zastosowaniem nastepujacej notacji:

@ — (l‘o)
—+= — (@)

=+ =+ = — (zor172)

Przy uzyciu tej notacji otrzymujemy

xT
275 = yo(.xoxl .. .xn,l) + yl(.xoxl e {En,Q) + ... yn,l(.xo) . (55)
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Korzystajac z (55) przepisujemy QFT jako

2" —1
1 ) n
Fix) = o 3 @y
n =0
on_1
_ 1 Z eQﬂi[yo(.moxl...zn,1)+y1(.zozl...xn,2)+...+yn,1(.a:o)

V2n

Ny)

y=0

2" —1
= 1 Z e2ﬂiy0(-$0$1-~xn71)‘y0> ® 62777;91(4370331~~-xn—2)|y1> ®
y=0

A /277,
@ iy, ) (56)

Korzystamy teraz z tego, ze kazda z liczb y; jest réwna 0 lub 1.
Jezeli np. y; = 0, to otrzymujemy odpowiedni wyraz rozwiniecia (56) réwny

6271'2’0(.1:01:1‘..1’”,1)‘0> _ |0> .

Jezeli y; = 1, to odpowiedni wyraz rozwiniecia (56) jest rowny

e2ﬂi1(.wow1...xn,1)|1> _ e2‘n’i(.wow1...wn,1)|1> )

Wysumowanie po wszystkich mozliwych wartosciach y w réwnaniu (56) po-
woduje przypisanie kazdej wartoéci y; zaréwno 0 jak i 1, a zatem otrzymujemy

1 (. xox1... Ty —
Flx) = — [10) -+ e2riteanmsani )]
1 .
® E I:‘O> + e27rz(.m0x1...acn_2)|1>:|
1 .
R ...&Q ﬁ {|O> + 62771('%0)|1>i| . (57)

Implementacja algorymu QFT

Na schemacie obwodu kwantowego H oznacza bramke Hadamarda. Na-
tomiast dla kazdej linii obwodu kwantowego R, oznacza bramke zmiany fazy

zdefiniowana jako
1 0
Ry = 0 e/t (58)

gdzie d =1,2,...n, a I jest macierza jednostkowa 3 x 3.

Zgodnie ze schematem obwodu kwantowego, ze bramka R, dziala zawsze na
dwa kubity. Np. R; dziala na kubity gérny i sSrodkowy, czyli na |x9) i |x1), przy
czym kubit srodkowy, czyli w tym przypadku |z1), jest kubitem sterujacym Jest
to zatem sterowana bramka dwukubitowa C' R,, ktorej reprezentacja macierzowa,
jest macierz 4 x 4 zapisana teraz w postaci

100 0
010 0

CRa=1 19091 o (59)
00 0 e/



%) H — |F)

Rysunek 4: Schemat obwodu kwantowego do implementacji algorytmu QFT.

Zgodnie ze schematem obwodu algorytm QFT wykonywany jest w 5 krokach.
Krok (1)

Pierwsza bramka Hadamarda dziatajaca na stan |za) rejestru gornego (gornej
linii) daje w wyniku

Hlzy) =

M-

(=D)™¥]y)

<
[}

=l

e27rix2 y/2 ‘y>

Il
o

[10) + e2to2) )] (60)

Sl sl Sl

Krok (2)

Dzialamy bramka R; na stan gérnego rejestru, otrzymany w wyniku 1. kroku
(60), przy czym rejestr srodkowy (stan |x1) linii sSrodkowej) pelni role sterujaca.

Korzystamy z reprezentacji macierzowych bramki sterowanej CR; [wzor
(59)] i dwukubitowej bazy obliczeniowej [por. wyktad 5., wzory (32-35)]. Otrzy-
mujemy nastepujace wyniki dziatania bramki CR; na stany |z1)|z2) = |z122).

Dla dowolnego kubitu sterujacego |x1) stan |0) rejestru gornego nie ulega
zmianie, czyli

CRy|21)[0) = |21)[0) - (61)

Natomiast stan |1) rejestru gornego doznaje zmiany fazy w zaleznosci od
stanu kubitu sterujacego.
Jezeli kubit sterujacy |z1) = [1), to

CRilz1)|1) = ™/ 2[z1)]1) (62)

17



a jezeli |x1) = |0), to
CRylzn)[1) = [zn)[1) - (63)

Wzory (62) i (63) mozna zapisa¢ w jednolitej postaci
CRy|z1)[1) = €™ /2|21)|1) (64)

ktora jest stuszna dla dowolnego kubitu sterujacego |z1).
Stosujemy teraz (64) do stanow rejestru gornego (60) i srodkowego |z1).
CRy |a1)® — [[0) + e2m‘<~w2>|1>]
= |z ® ‘0> + 627ri(.:v2)627ri:r1/2|1>:|
= Jm) @ =z [[0) + 2/ /)

= |z)®

I

10) + e2mil-a1e2) |1>] . (65)

Krok (3)

Dzialamy bramka C' Ry w gornej linii, ale teraz kubitem sterujacym jest ku-
bit zapisany w rejestrze dolnym, czyli |z¢). W tym przypadku operator C' Ry
nie zmienia kubitu |0), natomiast zmienia czynnik fazowy kubitu |1) o wartosé
exp(imxzp/4). Operacja ta przeksztalca stan calego ukladu w sposob nastepu-

jacy:

CRy [0} ® o1} & = [[0) + 27122 1)
—  laoh @) ® —z [10) + e emino/ )|
— o) ® ) © = [[0) 4 2o/t /v )
— laop@lon) ® [0+ ey (66)

Krok (4)
Na podstawie podobnych obliczen jak w krokach (1-3) pokazujemy, ze stan
rejestru srodkowego, czyli stan |z1), w wyniku dzialania bramek H i CR; ulega
przeksztalceniu w stan
1

V2

A zatem stan catego ukladu przechodzi w stan

[10) + e2mitaomyy] (67)

1 ; ,
|xo>®ﬁ[\o>+62m<v1011>|1>]® [10) + e2miCaomenpn] - (68)

1
V2
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Krok (5)
Stosujemy pojedyncza bramke Hadamarda w dolnej linii do stanu rejestru
dolnego, czyli |xo). Bramka Hadamarda przeksztalca ten stan nastepujaco:

1
V2
Ostatecznie otrzymujemy nastepujacy stan koricowy uktadu:

1
V2

1
V2

1
V2

Stan (70) jest stanem wynikowym kwantowej transformaty Fouriera 3-kubitowego
stanu poczatkowego [por. (57)].

Przedstawiona powyzej QFT dla stanu 3-kubitowego moze byé¢ uogoélniona
na dowolny stan n-kubitowy. W tym celu nalezy zmodyfikowa¢ schemat obwodu
QFT wprowadzajac n rejestrow wejsciowych i n linii. W liniach tych dziatamy
nastepujacymi iloczynami operatorow HCR1CRy X ... X CR,—1 w 1. linii,
HCR{CRy X ... x CR;,,_o w 2. linii, ... H w linii n-tej.

W wyniku otrzymujemy stan koricowy (57) realizujacy QFT dla dowolnego
stanu n-kubitowego.

H|zo) = [|o> + 62’”(“0)|1>} . (69)

[10) + e2iteo) )]

® [10) + ezt

® = [10)+ eFmitenmy] (70)

6 Algorytm Shora

Algorytm Shora znajduje okres funkeji y = f(z), ktora jest okreslona na zbiorze
liczb calkowitych 2 € N i przyjmuje wartosci calkowite y € N'. W odréznieniu
od algorytmu Simona zaréwno funkcja jak i jej okres sa zdefiniowane na zbiorze
liczb calkowitych A.

Rozwazamy funkcje okresowa f(x) o okresie r, tzn.

f(@) = flx+kr), (71)

gdzie k jest liczba catkowita.

Schemat (5) do implemetacji algorytmu Shora skonstruowany zostal na pod-
stawie schematu algorytmu Simona w ten sposéb, ze w goérnym prawym rogu
schematu — zamiast kolumny bramek Hadamarda — wstawiony zostal obwod
kwantowy do implementacji kwantowej transformaty Fouriera.

Formulujemy problem tak, aby mozna byto uzy¢ komputera (klasycznego lub
kwantowego) do jego rozwiazania. Musimy sie zatem ograniczy¢ do skoriczonej
liczby bitow (kubitow) i zapisaé funkcje f w postaci binarnej. Przepisujemy
wiec funkcje f jako

frxe{0,1}" - y= f(z) € {0,1}". (72)
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‘O> —E} — measure
‘0> 4‘ H QFT — measure

|0) H . — measure
|0) U,j decohere
‘ O> F[],j decohere

=]
‘ O> —M» decohere

Rysunek 5: Schemat obwodu kwantowego do implementacji algorytmu Shora.

Szukamy okresu r funkcji y = f(x), przy czym okres ten jest liczba caltkowita
nalezaca do zbioru
re[1,2"].

Na podstawie schematu (5) przeanalizujemy dzialanie algorytmu Shora.

Pierwsze dwa kroki algorytmu przebiegaja doktadnie tak samo jak w algo-
rytmie Simona. Powtorzymy je w skrocie.

Pierwsza kolumna bramek Hadamarda generuje w gérnych liniach superpo-
zycje stanéw numerowanych liczbami catkowitymi od 0 do 2™ — 1, czyli

=
|¢(1)> = on2 Z %) . (73)
x=0

Zastosowanie w dolnych liniach kontrolowanych bramek Uy, prowadzi do
stanu calego uktadu

v®) = 12 3 W@ F60) (74)
x=0

gdzie
|f(x)) = [fa-1(x)) @ | fa—2(x)) @ ... @ | fo(x)) .

Podobnie jak w algorytmie Simona pozwalamy, aby ewolucja czasowa (de-
koherencja) doprowadzita kubity w dolnych liniach do pewnego stanu |f(zo)).
Ze wzgledu na okresowos¢ funkcji f ta sama warto$¢é odpowiada argumentom
funkcji xg + r, xp + 2r, itd. Splatanie stanéw linii dolnych i goérnych prowadzi
do tego, ze stan calego uktadu przechodzi w

M-—1
|w%—,i( |x+MO@f@% (75)
M};o 0
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gdzie stata normalizacyjna M jest taka liczba catkowita, ze translacje
To — To+r—x0+2r — ...

nie wyprowadza wartosci argumentow poza przedziat [1,2"].

Od tego etapu zapominamy o liniach dolnych i koncentrujemy sie wylacznie
na transformacji stanéw linii gérnych. Sa to superpozycje stanéw [wzor (75),
wyrazy po lewej przed symbolem ®]. Stany tych linii poddawane sg kwantowe;
transformacie Fouriera, ktora dziata nastepujaco:

2% -1 M

M-1
1 1 . n
F zo -+ kr — 627rz(:vo+kr)y/2
<\/M kZ:()' ’ >> VIR IPD )

y=0 k=0
2n-1

1
on/2 /N Z €
y=0
M
Z e27rik7'y/2"
k=0

Rozwazamy teraz ustalony wektor stanu |y). Jezeli wykonamy pomiar w
stanie (76), to prawdopodobienistwo znalezienia stanu |y) dane jest kwadratem
odpowiedniej amplitudy, czyli

2mizoy /2"

y) - (76)

X

2

Ply) =5 (77)

1 M
- § e?ﬂ'ikry/Z”
M
k=0

Zaktadamy, ze 2™ jest podzielne przez r bez reszty. Wtedy
A M 1
M="—= — ==
r 2n

i prawdopodobieristwo (77) staje sie rowne

M
1 Z p2mikry/M
M

k=0

2

S|

P(y) =

Dla y = M otrzymujemy

1]1 2

P(M) — ; M (627ri0 + e27r1'1 + 6271'1'2 T, )

2

LRI

r M_,_/
M razy

11

T M 7’.
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Dla y = 2M otrzymujemy

pevM) = 1|2
.

M (627ri0+627ri2+e27ri4+.”)
2
1)1
Sl 114
—_— ——
M razy

1|1 1
r|M r

2

Identyczne wyniki otrzymamy dla
y=3M,4M,...,.rM ,

czyli dla wszystkich wartosci zmiennej y wspotmiernych z M.
Otrzymamy zatem liczby ze zbioru

y e {M,2M,3M,... ,rM} . (81)

Na postawie serii wynikéw (81) znajdujemy M, a stad okres jako

r=—". 82
i (52)

Jezeli y jest niewspolmierne z M, to otrzymamy wyniki rozrzucone przy-
padkowo wokol liczb ze zbioru (81). Destruktywna interferencja odpowiadaja-
cych im stanéw spowoduje, ze znowu otrzymamy liczby ze zbioru (81) (ale tym
przypadku z prawdopodobieristwem P ~ 1).

Podobny efekt destruktywnej interferencji wystapi w przypadku, gdy 2" nie
jest podzielne przez r bez reszty.

Mozna pokazaé, ze powyzsze przewidywania sg prawdziwe stosujac algo-
rytm oszacowania fazy.

7 Algorytm Grovera

Algorytm Grovera rozwigzuje problem poszukiwania elementu w nieuporzadko-
wanej bazie danych. Np. moze to byé¢ znajdowanie nazwiska osoby w ksiazce
telefonicznej, gdy znany jest wytacznie numer telefony tej osoby.

Jezeli baza danych zawiera N elementow (hasel), to algorytm klasyczny
potrzebuje srednio N/2 prob na znalezienie w niej jednego okreslonego hasla,
poniewaz algorytm ten sprawdza hasta jedno po drugim. Kwantowy algorytm
poszukiwania, opracowany przez Grovera, potrzebuje na to O(\/]V ) operacji.

Przeanalizujemy dzialanie algorytmu Grovera.

Baze danych zapisujemy przy uzyciu N = 2™ kubitow |z), gdzie z = {0,1,...,2"—

1.
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Definiujemy funkcje f(x)
) = { 0, jezeliz#y (83)

1, jezeliz=y

A zatem problem poszukiwania elementu |y) w bazie danych {|z)} sprowadzamy
do rozwiazania réwnania

f(@) = 0ay . (84)

W celu uproszczenia rozwazan, zakladamy, ze istnieje tylko jedna wartos¢ y
speliajaca rownanie (84).
Przypominam, ze wektor stanu bazy obliczeniowej moze byé zapisany w
zwartej formie jako
|z) = |zp_1...2120) , (85)

gdzie x,,_1, ...z xo przyjmuja wartosci 0 lub 1, a zatem
r==Tp—-1...-T1Xp

stanowi binarng reprezentacje liczby z.
Definiujemy operator wyroczni O za pomoca wyniku jego dziatania na wek-

tory bazy obliczeniowej
Olz) = (-=1)/@|z) . (86)

Definiujemy operator Grovera jako

G = H®"VH®"O , (87)
gdzie operator V jest definiowany za pomoca relacji

Viz) = —(=1)"°Jz) , (88)

a symbol H®" oznacza n-krotne dzialanie operatora Hadamarda H (iloczyn
tensorowy n operatorow H).
Korzystajac z wlasnosci operatora jednostkowego w bazie {|z)}

2" —1
I=7 |a)(l (89)
x=0

przeksztatcamy definicje (88) do postaci

Viz) = (2|0)(0] = I) [z) . (90)
Operator (90) ma postac
V= 20)(0] 1 = 10)00] — 3 la) ol (o)
x#0
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Powyzsze wlasnosci operatoréw pozwalaja nam na przeksztalcenie operatora
Grovera (87) do postaci

G = H®™ (2[0)(0| — I) H*"O . (92)
Rozwiniecie dowolnego wektora stanu |¥) w bazie obliczeniowej {|z)}, czyli
2" -1

W) = s 3 1) (93)

mozna uzyskaé¢ za pomoca dziatania iloczynu tensorowego operatoréow Hada-
marda H®" na iloczyn tensorowy stanéw

027 = [0) @0} ...[0) .
—_———

n razy
A zatem
;] el
HEW) = g 3 ) = ) (94)

Korzystamy z tego, ze dwukrotne dziatanie operatora Hadamarda jest row-
nowazne dzialaniu operatora jednostkowego, czyli

H*>=1T,
a zatem
HO"[H®" = H®*" = |
Otrzymujemy stad
H®™ (2[0)(0] — I) H®™ = H®™2|0)(0))H®™ — I = 2|¥)(¥| - I . (95)
Natomiast operator Grovera przyjmuje postaé
G=(2U)Nv| -10. (96)

Operator Grovera (96) moze byé¢ interpretowany jako operator rotacji w
plaszczyznie dwuwymiarowej. Aby to pokazaé¢, rozwazmy unormowany wektor
stanu

1
la) = NS > ), (97)

TF#Y

gdzie N = 2". Wektor stanu |¥) mozemy teraz zapisa¢ w postaci

) = Sl + =l (98)

Wzor (98) mozemy przepisaé jako

1) = cos o) +sin o) (99)
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Rysunek 6: Obrazowe przedstawienie rotacji i odbicia w algorytmie Grovera.

gdzie kat 0 dany jest wzorem

6 1
2=y /1-=. 1
COS2 N (00)

Operator wyroczni (86) dziala na kombinacje liniowa wektoréow |a) i |y) w
nastepujacy sposob:
O(ala) +0bly)) = ale) = bly) - (101)

Na podstawie (101) operator @ mozna zinterpretowaé jako operator odbi-
cia wzgledem osi wyznaczonej przez |a) w plaszczyznie II wyznaczonej przez
wektory stanu |a) i |y).

Ponadto operator R = 2|U)(¥| — T jest operatorem odbicia w plaszczyznie
IT wzgledem osi wyznaczonej przez wektor |¥). Wynika to z nastepujacego
rozumowania: jezeli (U|®) =0, to

R(a|¥) +0[®)) = (2]¥)(¥[ - I)(a]¥) - b]®)) = a|¥) — b|®) . (102)

Jednakze iloczyn dwéch operacji odbicia jest operacja obrotu w plaszczyznie
II, czyli
G=RO =G - (103)

Zgodnie z rysunkiem (6) otrzymujemy obrot o kat 30/2, czyli
30 20
G|U) = Grot|¥) = cos ?|a> + sin ?|y> . (104)
Wektor stanu G|V¥) zostal otrzymany z wektora |¥) za pomoca obrotu o kat
6, co prowadzi do tego, ze kat pomiedzy wektorami stanu G|¥) i |a) staje sie

réwny 6. Podobnie wektor stanu G2|W¥) otrzymamy z wektora G|¥) za pomoca
obrotu o kat 6.
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Na podstawie indukcji wnioskujemy, ze po k operacjach otrzymamy kat po-
miedzy G¥|U) i |a) rowny (2k + 1)0/2. A zatem
(2k +1)6 (2k+1)0

kg —
G"|U) = cos 5

|ov) + sin ly) . (105)
Ze wzoru (105) wynika, ze kolejne obroty coraz bardziej zblizaja wektor
stanu G*|¥) do szukanego wektora |y).

Oszacujemy teraz optymalng liczbe operacji k = ko. Zadamy, aby

2 1
cos W ~0. (106)
Oznacza to, ze
N -1 1
Ozcosk‘ecosg —sink;é’sing =4/ ———coskl — —sinkf . (107)
2 2 N VN
Otrzymujemy stad
tankf = v N — 1 (108)
lub 1
coskl = — (109)

\/N )

Ze wzoru (109) obliczamy

ko = [; cos ! <\/1N)] +1, (110)

gdzie symbol [¢] oznacza czesé catkowity liczby &, a cos™ jest funkcja odwrotna
do funkeji cosinus (arc cos).

Dla duzych N z poréwnania (98) i (99) otrzymujemy

0 ~ T (111)

czyli oszacowanie optymalnej liczby operacji ma postaé
VN 1 VN
ko~ ~——cos ! —= | ~ T . (112)
2 VN 4

Wynika stad, ze algorytm Grovera prowadzi — z prawdopodobienstwem bliskim
1 - do znalezienia pojedynczego elementu w bazie N danych w O(v/N) krokach.
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(a) Logic circuits of the Grover algorithm for n = 3. (b) The circuits of G.

The action of the oracle O is O|x)= (- 1)*”|x) and that of the box X is
X|x)=-(- 1)[5*0 |x)

Rysunek 7: Schemat obwodu kwantowego do implementacji algorytmu Grovera.
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