
GEOMETRIA ANALITYCZNA W ℝ3 - WYBRANE WZORY

Oznaczenia:
𝑙 - prosta o wektorze kierunkowym 𝑣 ∈ ⃖⃖⃖⃖⃗𝑅3

𝜋 - płaszczyzna o wektorze kierunkowym 𝑛 = [𝐴,𝐵, 𝐶] ∈ ⃖⃖⃖⃖⃗𝑅3

PŁASZCZYZNA:

- równanie normalne płaszczyzny 𝜋 przechodzącej przez punkt 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) o wektorze normalnym 𝑛 = [𝐴,𝐵, 𝐶]:

𝜋 ∶ 𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶(𝑧 − 𝑧0) = 0

- równanie ogólne płaszczyzny 𝜋 przechodzącej przez punkt 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) o wektorze normalnym 𝑛 = [𝐴,𝐵, 𝐶]:

𝜋 ∶ 𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 +𝐷 = 0, gdzie 𝐷 = −𝐴𝑥0 − 𝐵𝑦0 − 𝐶𝑧0

- równanie odcinkowe płaszczyzny 𝜋 przechodzącej przez punkt 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) o wektorze normalnym 𝑛 = [𝐴,𝐵, 𝐶] (𝐷 =
−𝐴𝑥0 − 𝐵𝑦0 − 𝐶𝑧0 ≠ 0):
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- równanie parametryczne płaszczyzny 𝜋 przechodzącej przez punkt 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) rozpiętej przez wektory 𝑢 = [𝑢1, 𝑢2, 𝑢3],
𝑣 = [𝑣1, 𝑣2, 𝑣3]:

𝜋 ∶
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⎨
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𝑥 = 𝑥0 + 𝑠𝑢1 + 𝑡𝑣1
𝑦 = 𝑦0 + 𝑠𝑢2 + 𝑡𝑣2
𝑧 = 𝑧0 + 𝑠𝑢3 + 𝑡𝑣3

, 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ

PROSTA:

- równanie parametryczne prostej 𝑙 przechodzącej przez punkt 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) o wektorze kierunkowym 𝑣 = [𝑣1, 𝑣2, 𝑣3]:

𝑙 ∶
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⎪

⎨

⎪

⎩

𝑥 = 𝑥0 + 𝑡𝑣1
𝑦 = 𝑦0 + 𝑡𝑣2
𝑧 = 𝑧0 + 𝑡𝑣3

𝑡 ∈ ℝ

- równanie kierunkowe prostej 𝑙 przechodzącej przez punkt𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) o wektorze kierunkowym 𝑣 = [𝑣1, 𝑣2, 𝑣3] (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 ∈
ℝ ⧵{0}):

𝑙 ∶
𝑥 − 𝑥0
𝑣1

=
𝑦 − 𝑦0
𝑣2

=
𝑧 − 𝑧0
𝑣3

- równanie krawędziowe prostej 𝑙 będącej częścią wspólną płaszczyzn 𝜋1 ∶ 𝐴1𝑥+𝐵1𝑦+𝐶1𝑧+𝐷1 = 0 oraz 𝜋2 ∶ 𝐴2𝑥+𝐵2𝑦+
𝐶2𝑧 +𝐷2 = 0:

𝑙 ∶

{

𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 +𝐷1 = 0
𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 +𝐷2 = 0

KĄT MIĘDZY WEKTORAMI:
założenia: 𝑢, 𝑣 ∈ ⃖⃖⃖⃖⃗𝑅3 ⧵ {0}, ∠(𝑢, 𝑣) ∈ [0, 𝜋]

- miara kąta między niezerowymi wektorami:
cos(∠(𝑢, 𝑣)) = 𝑢◦𝑣

||𝑢|| ⋅ ||𝑣||

- 𝑢 ∥ 𝑣 ⇔ ∠(𝑢, 𝑣) ∈ {0, 𝜋} ⇔ 𝑢, 𝑣 liniowo zależne,

- 𝑢 ⟂ 𝑣 ⇔ 𝑢◦𝑣 = 0
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ILOCZYN WEKTOROWY I MIESZANY:
1. 𝑢, 𝑣 liniowo zależne ⇔ 𝑢 × 𝑣 = 0

2. 𝑢, 𝑣,𝑤 liniowo zależne ⇔ (𝑢 × 𝑣)◦𝑤 = 0

POLA I OBJĘTOŚCI:
- pole równoległoboku rozpiętego przez wektory 𝑢, 𝑣:

𝑃⏥ = ||𝑢 × 𝑣||

- pole trójkąta rozpiętego przez wektory 𝑢, 𝑣:
𝑃△ = 1

2
||𝑢 × 𝑣||

- objętość równoległościanu rozpiętego przez wektory 𝑢, 𝑣,𝑤:

𝑉 = |(𝑢 × 𝑣)◦𝑤|

- objętość czworościanu rozpiętego przez wektory 𝑢, 𝑣,𝑤:

𝑉 = 1
6
|(𝑢 × 𝑣)◦𝑤|

WZAJEMNE POŁOŻENIE PROSTYCH I PŁASZCZYZN W PRZESTRZENI
- płaszczyzny 𝜋1, 𝜋2 o wektorach normalnych 𝑛1, 𝑛2 są równoległe ⇔ 𝑛1 × 𝑛2 = 0,

- jeśli płaszczyzny 𝜋1, 𝜋2 o wektorach normalnych 𝑛1, 𝑛2 nie są równoległe, to wektor 𝑣 = 𝑛1 × 𝑛2 jest wektorem kierunkowym
prostej będącej częścią wspólną tych płaszczyzn,

- jeśli płaszczyzna 𝜋 jest prostopadła do prostej 𝑙, to wektor kierunkowy prostej oraz wektor normalny płaszczyzny są liniowo
zależne,

ODLEGŁOŚĆ W PRZESTRZENI:

- punktu od prostej, gdzie 𝑣 jest wektorem kierunkowym prostej 𝑙, a 𝑃 jest dowolnym punktem z tej prostej:

𝑑(𝑃0, 𝑙) =
||

⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃 𝑃0 × 𝑣||
||𝑣||

- punktu od płaszczyzny, gdzie [𝐴,𝐵, 𝐶] jest wektorem normalnym płaszczyzny 𝜋, 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0):

𝑑(𝑃0, 𝜋) =
|𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 +𝐷|

√

𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
.

- prostej od płaszczyzny (dla prostej równoległej do płaszczyzny) jest równa odległości dowolnego punktu z tej prostej od
płaszczyzny,

- prostych równoległych 𝑙1, 𝑙2 jest równa odległości dowolnego punktu z prostej 𝑙1 od prostej 𝑙2,

- prostych skośnych 𝑙1, 𝑙2 o wektorach kierunkowych 𝑣1, 𝑣2, gdzie 𝑃1 ∈ 𝑙1, 𝑃2 ∈ 𝑃2:

𝑑(𝑙1, 𝑙2) =
||(𝑣1 × 𝑣2)◦⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃1𝑃2||

||𝑣1 × 𝑣2||

- płaszczyzn równoległych:

𝑑(𝜋1, 𝜋2) =
|𝐷1 −𝐷2|

√

𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2


