
Łukasz Czech
Magdalena Foryś-Krawiec Algebra liniowa z geometrią I Zestaw 2A

1) Niech z1, z2 ∈ C. Wówczas zachodzą następujące zależności:

a) arg(z1 · z2) = arg z1 + arg z2 + 2kπ dla k ∈ Z

b) arg
(
z1
z2

)
= arg z1 − arg z2 + 2kπ dla z2 6= 0 oraz k ∈ Z

c) arg (zn) = n · arg z + 2kπ dla n ∈ N oraz k ∈ Z.

2) Jeśli z = |z|(cosϕ+ i sinϕ), n ∈ N+, to zn = |z|n
(

cos(nϕ) + i sin(nϕ)
)
.

3) Niech z = reiϕ, z1 = r1e
iϕ1 , z2 = r2e

iϕ2 , gdzie r, r1, r2 > 0, ϕ,ϕ1, ϕ2 ∈ R. Wówczas:

a) z = re−iϕ

b) −z = rei(ϕ+π)

c) 1z = 1
re
−iϕ

d) z1 · z2 = r1 · r2ei(ϕ1+ϕ2)

e) z1
z2

= r1
r2
ei(ϕ1−ϕ2)

f) zk = rkeikϕ

4) Niech n ∈ N+. Pierwiastkiem stopnia n z liczby zespolonej z nazywamy każdą taką liczbę w ∈ C,
że wn = z. Dla dowolnej liczby z = |z|(cosϕ + i sinϕ) 6= 0 istnieje dokładnie n różnych pierwiatków
zespolonych n-tego stopnia z liczby z. Zatem n

√
z = {w0, w1, . . . , wn−1}, gdzie

wk = n

√
|z|
(

cos
ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ
n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

5) Jeśli wk ∈ n
√
z, to wk+1 = wk ·

(
cos 2πn + i sin 2πn

)
∈ n
√
z.

6) Wielomianem zespolonym stopnia n nazywamy funkcję w : C→ C taką, że

w(z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . .+ a1z + a0, gdzie ∀i ∈ {0, 1, . . . , n} ai ∈ C, an 6= 0.

7) Pierwiastkiem wielomianu w nazywamy taką liczbę z0 ∈ C, że w(z0) = 0.

8) Każdy wielomian zespolony w(z) = anz
n+ . . .+a1z+a0 stopnia n ∈ N+ ma dokładnie n pierwiastków

zespolonych (licząc z krotnościami), zatem jeśli z1, . . . , zt ∈ C są różnymi pierwiastkami w(z) o krotno-
ściach odpowiednio k1, . . . , kt, to k1+k2+. . .+kt = n oraz w(z) = an (z − z1)k1 ·(z − z2)k2 ·. . .·(z − zt)kt
(każdy wielomian zespolony jest iloczynem wielomianów stopnia pierwszego).

9) Niech w(z) = anz
n + . . .+ a1z+ a0,∀i ai ∈ R, an 6= 0. Wówczas z0 ∈ C jest pierwiastkiem k-krotnym

wielomianu w(z) wtedy i tylko wtedy, gdy z0 jest pierwiastkiem k-krotnym tego wielomianu.

10) Pierwiastki trójmianu zespolonego w(z) = az2 + bz + c, a 6= 0, a, b, c ∈ C wyrażone są wzorami:

z1 =
−b+ w1

2a
∨ z2 =

−b+ w2
2a

gdzie
√

∆ =
√
b2 − 4ac = {w1, w2}.
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Zadanie 1. Zaznacz poniższe zbiory na płaszczyźnie zespolonej:

a) A = {z ∈ C : |z − 1| ¬ Im z + 2},

b) A = {z ∈ C : π4 < arg
(
z+i
z−i

)
¬ π
2},

c) A = {z ∈ C :
∣∣∣ z+i
z2+1

∣∣∣ ­ 12 ∧ π
6 ¬ arg[z

2(2− 2i)] < 2π
3 },

d) A = {z ∈ C : Re
[
4−i
−z

]
­ 1 ∧ 5π6 ¬ arg

(
z3i
i−1

)
¬ 4π3 },

e) A = {z ∈ C : arg
(
z6

2i

)
= π}

Zadanie 2. Oblicz:

(4 + 4i)100,a) (cos 2π5 − i sin
2π
5 )
15,b)

(
6−6i√
2i

)50
,c)

√
−7 + 24i,d) 3

√
−8i,e) 6

√√
3−i
i−1 ,f)

Zadanie 3. Odgadując jeden z pierwiastków oblicz pozostałe:

4
√
(5− 4i)8,a) 5

√
i,b)

√
−2i.c)

Zadanie 4. Korzystając z wzorów de Moivre’a wyraź sin 3x oraz cos 3x przez funkcje sin x, cos x.

Zadanie 5. Rozwiąż równania:

z2 + 4z + 5 = 0,a) 1+i
z
= 2−3iz ,b)

z + i− z + i = 0,c) z4 = (1− i)4,d)

−(iz)6 + (i− 1)(iz)3 + 2(i− 1) = 0.e)

Zadanie 6. Rozwiąż równania stosując odpowiednią postać liczby zespolonej:

i(z)4z2 = −4(|z|)2,a) zz4 = z|z|2,b)

z2|z|−1z + 3|z|2(z)−1 = (2− 2
√
3i)z−1,c)

Zadanie 7. Wykaż, że:

cos
π

11
+ cos

3π
11
+ cos

5π
11
+ cos

7π
11
+ cos

9π
11
=
1
2
.

Zadanie 8. Udowodnij, że
(
1+i tgα
1−i tgα

)n
= 1+i tgnα1−i tgnα gdzie α ∈ R, n ∈ N.

Zadanie 9. Niech ω = e
2π
5 i oraz η = ω + 1

ω
. Udowodnij, że η2 + η = 1. Korzystając z tej równości

oblicz wartość cos 2π5 .
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