Tukasz Czech .. .
Magdalena Forys-Krawiec Algebra liniowa z geOmetrla I Zestaw 6B

Zadanie 1. Zbadaj wtasnosci dziatan w podanych zbiorach:
1. axb=a+ b+ 1 w zbiorze Z,
2. axb=a+ b+ ab w zbiorze R,

3. ((11, (12) * (bl, bg) = (a1a2 — blbg, Clle + agbl) w zbiorze Rz,

Zadanie 2. Sprawdz, czy podana struktura jest grupa. Jesli tak, sprawdz, czy jest grupa abelows.

a) (R, %), gdzie axb = 3(a+b),

b) (R, %), gdzie axb=a+b+ 2,

¢) (Z,0), gdzieaob=a+b+2,

d) (A, +), gdzie A = {av/3 +bv2:a,bc Q},

e) (A, x), gdzie A={z€ C:Rez=0,Imz # 0}, 21 % 20 = iz 20.

Zadanie 3. Okredl ilo$¢ inwersji oraz znak permutacji:
a) o4 = (2,4,5,6,1,3), b) o5 = (3,6,2,5,4,1), c) og = (5,2,6,1,4,3).

Roztéz powyzsze permutacie na transpozycje oraz wyznacz permutacije 0,00z *, 0g 100y, 05004 L o0s.
5 » Y6 » U5 6 5

Zadanie 4. Dobierz i, j, k € {1,...,8} tak, aby wyrazenie:
Agg330A21 5708404511 A7;
wchodzito w sktad sumy okreslajacej wyznacznik 8-ego stopnia ze znakiem minus. Zadanie 5. Jaka

strukture stanowi zbiér A wraz z podanymi dziataniami?

a) A=QxQ, (a,0) ® (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (a,b) ® (¢,d) = (ac, bd),

A=Q,adb=a+b+1,a0b=ab+a+0,

)
b) A={z€Q:0<z <1}, 2%y =min{x,y},z 0oy = max{z,y},
c)

)

d) A={2z€Q:3a€Z,3k € Ny: 2= 5} z dodawaniem i mnozeniem.

Zadanie 6. W zbiorze R? okreslamy nastepujace dziatania:

(a,b) ® (¢,d) = (a+¢,b+d),
(a,b) ® (¢,d) = (ac + 2bd, ad + be).

Wykaz, ze struktura (Q?, @, ®) jest cialem. Czy struktura (R? @&, ®) jest cialem?
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Magdalena Forys-Krawiec Algebra liniowa z geOmetriQ I Zestaw 6B
Zadanie 7.
a) Wykaz, ze w dowolnej grupie (G, %) réwnosé¢ a* = a (gdzie a®> = a * a) zachodzi wtedy i tylko

wtedy gdy a jest elementem neutralnym grupy G.
b) Sprawdz, czy para (A,-) jest grupa, jesli A={z € C: |z| = 1}.
¢) Sprawdz, czy para (B, -) jest grupa, jesli B={z € C: |z| > 1}.
Zadanie 8. Niech Z, = {0,1,...,n — 1} dla n € N. W zbiorze Z,, okreslamy dziatania +, oraz -,

nastepujaco: x +, y to reszta z dzielenia liczby x + y przez n, natomiast x - y to reszta z dzielenia
liczby zy przez n. Udowodnij, ze (Z,, +n, -n) jest pierécieniem.

Zadanie 9. Dla dowolnych (z1,w;), (22, ws) € C okreslamy dziatania:

(zl,wl) + (ZQ,’LUQ) = (21 + 29, W1 -+ IUQ),

(21, w1) * (22, w2) = (2120 — W1 W, 21wy + W1 7).
Sprawdz. czy struktura (C?, +,x) jest cialem. Jesli tak, sprawdZ czy jest to cialo przemienne.
Zadanie 10. W zbiorze Z okreslamy dziatania & oraz ® nastepujaco:
roy=1+x+y rOQy=zy+x+y.

Sprawdz, czy dziatanie & jest rozdzielne wzgledem dzialania ® oraz czy dziatanie ® jest rozdzielne
wzgledem dzialania .

Zadanie 11. Niech G oznacza grupe odwzorowan g : R — R takich, ze g(xz) = ax + b, a # 0.
Udowodnij, ze odwzorowanie f, : G 3 g — a € R\ {0} jest homomorfizmem grupy (G, o) w grupe

(R {0}, ).

Zadanie 12. Niech Q(v/a) = {m +ny/a:m,n € Q}.

a) Udowodnij, ze grupy (Q(v/2,+) i (Q(v/3),+) sa izomorficzne.

b) Czy istnieje izomorfizm ciata (Q(v/2, +, -) na ciato (Q, +, -)? OdpowiedZ uzasadnij.

c¢) Czy istnieje izomorfizm ciata (Q(v/2, 4, -) na ciato (Q(v/3), 4, -)? Odpowied? uzasadnij.

Zadanie 13.

a) Dla dowolnego pierscienia catkowitego (P, @, ®) oraz elementu a € P udowodnij, ze:

a*>=0=>a=0gdziea®* =a®ada.

b) Udowodnij, ze dla dowolnych elementéw z, w w ciele liczb zespolonych prawdziwa jest nieréwnosé:

2] = Jwl] <[z 4 wl.



