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Niech V # 0, (K, ®, ®) - cialo przemienne, # K > 2. Definiujemy dwa dzialania:

"4+7: V xV —V - dzialanie wewnetrzne w V' (dodawanie wektoréw)

7.7 KxV — V - dzialanie zewnetrzne w V' (mnozenie wektoréw przez skalar)

Wéwezas czworke (V, K, +,-) nazywamy przestrzenia wektorowa (liniowa) nad cialem K, jesli
spelnione sa 4 aksjomaty:

a) (V,+) - grupa abelowa, tzn. dzialanie + jest laczne, przemienne, posiada element neutralny, tzw.
wektor zerowy 0 oraz kazdy wektor w posiada element symetryczny —w

b) Yu,v eV VaeK: alu+v) =au+av
c) Vu eV Va,pekK: (a® Bu = au+ fu
d) YueV: 1-u = u, gdzie 1 element neutralny ©.

Elementy zbioru V nazywamy wektorami, natomiast elementy ciata K - skalarami. Bedziemy uzy-
waé uproszczonego zapisu V (K) - przestrzen wektorowa V' nad ciatlem K.

W szczegdlnosei dla V =R", u = (x1,...,z,) € R", v = (y1,...,yn) € R” mamy

a) suma wektoréow: w =u+v = (x1 +y1,...,Tn +yn) € R”
b) mnozenie wektora przez skalar: au = (axy,...,az,) € R"
¢) wektor zerowy: 0 := (0,0,...,0) € R”

d) wektor przeciwny: —u = (—z1,...,—x,) € R"

Niech (V,K,+, ) bedzie przestrzenia wektorowa. Podzbiér U # () przestrzeni V nazywamy podprze-
strzeniag wektorowa (liniowa) wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa warunki:

a) Vu,veU: u+velU
b) Vae K VYueU: a«a-uel.

Niech (V,K, +,-) bedzie przestrzenia wektorowa. Podzbiér () £ U C V jest podprzestrzenia wektorowa
w V wtedy i tylko wtedy, gdy Vo, 3 € K VYu,veU: a-u+G-veU.

Niech (V,K, +, ) - przestrzen wektorowa, vy,...,vx € V, aq,...,ax € K. Wektor postaci ajv; + ...+
oV, nazywamy kombinacjg liniowg wektorow vy, ..., v, 0 wspdétezynnikach aq,. .., ag.

Niech (V,K,+,-) - przestrzen wektorowa, v1,...,vr € V. Wektory vy, ..., v; nazywamy liniowo nie-
zaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy

Yai,...,ar € K: alvl—i—...—i—akvk:ﬁ = a1=...=a,=0.

Wektory v, ..., v, nazywamy liniowo zaleznymi wtedy i tylko wtedy, gdy nie sa liniowo niezalezne,
czyli dag,...,a €K: aqvi+...+ =0 A (a1 Z0V...Va, #0).

Niech (V,K, +, ") - przestrzen wektorowa, A C V, A # (). Woéwczas zbidr
linA:={veV|v=av1+...+ogpug: a1,...,0p0 €K vy,...,0p € A}

nazywamy powtloka liniowa zbioru A. Zbiér lin{vy, ..., v;} nazywamy podprzestrzenia rozpieta
na wektorach vy,...,v;, a wektory vy,...,v; nazywamy generatorami tej podprzestrzeni.
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Zadanie 1. Korzystajac z definicji uzasadnij, ze podany zbidr jest przestrzenig wektorows:

a) R[z]y z dodawaniem wielomianéw i mnozeniem wielomianu przez liczby rzeczywiste,
b) {f € Cla,b] : f(a) = f(b) = 0} z dodawaniem funkcji i mnozeniem przez liczby rzeczywisty,

c¢) zbiér macierzy rzeczywistych gérnotrojkatnych stopnia 2 z dodawaniem macierzy i mnozeniem
przez liczby rzeczywisty

d) Z2 z dodawaniem +3 po wspolrzednych, oraz mnozeniem -3 przez skalary z Zs.

Zadanie 2. Sprawdz, czy zbior W jest podprzestrzenia wektorows przestrzeni V:
a) W={(v,y,2,t) ER*:x+y—22—t=y—t=ac—y+t}, V=R,

b) W= {(z,y,2t) R :|z| = |yl, || = —|t]}, V =R,

c) W={peRfzls:p(x) =p(=2)}, V = Rlzls,

d) W=A{peR[z]: p(1) =p(0)}, V =R[z,

e) W={A€ M(R): A= AT}, V = Mz,3(R),

fy W={2€C:Rez=1Imz}, V=C(C) oraz V = C(R),

g) W:{[(CI 21 :a+2():0,—30+b—a:0,2d—b—c:()},W:MQXQ(R).

Zadanie 3. Zbadaj liniowa niezaleznosé¢ wektorow:
a) vy = (1,4,3),vy = (—1,2,—1),v3 = (0,6,4) w przestrzeni (R3 R, +, "),
b) vy = (1,1,-1,3), vy = (1,4,2,0),v3 = (1,2,0,2) w przestrzeni (R* R, +,-),

)
c) filz) =1, fo(x) = z, f3(x) = cosx w przestrzeni C(R),
)

d) wyi(z) = 32% — 22 + 2, wy(x) = 22% — 22 + 2, w3(x) = 2° + v + 1 w przestrzeni R[z],,
2 —1 11 -1 0 0 2 :
e) Al—lg 0 ],Ag—lQ 11,/13—[ 1 01,%14—[_2 11Wprzestrzen1M2X2(R).

Zadanie 4. Wektory u,w, v, z sa liniowo niezalezne w przestrzeni V. Zbadaj liniowa niezaleznos¢
wektoréw by = u —w + 2z, =v+ 2 —3u, b3 =2w+ v+ 2 —u,by = 2 — 2u + v.

Zadanie 5. Wykaz, ze wektory u, v sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy wektory u 4 v i
u — v 83 liniowo niezalezne.

Zadanie 6. Udowodnij:

a) lin(lin A) = lin A,

b) lin AUlin B C lin(AU B),
c) lin(ANB) ClinANlinB.



