Tukasz Czech .. .
Magdalena Forys-Krawiec Algebra liniowa z geometrl% II Zestaw ].OA

1)

Niech Ui,...,U,,V beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym ciatem K. Odwzorowanie
f: U x...xU, — V nazywamy n-liniowym jezeli jest liniowe ze wzgledu na kazda zmienng z osobna.
Do wykazania tego faktu mozna zastosowaé zaréwno dwa warunki z definicji, albo warunek WKW.
Warto zauwazy¢, ze odwzorowanie wieloliniowe na og6t nie jest liniowe. Jezeli wartosci odwzorowania
wieloliniowego sa z ciata K, to takie odwzorowanie jest nazywane forma n-liniowa.

Niech V bedzie przestrzenia wektorowg nad cialem R. Wéwczas iloczynem skalarnym nazywamy do-
wolna forme dwuliniowa symetryczng ¢: V x V' — R, ktéra jest dodatnio okreslona, tzn. Vv € V, v #
0 ¢(v,v) > 0. Przestrzen wektorowa V wraz z okreslonym na niej iloczynem skalarnym nazywamy
euklidesowa przestrzenia wektorowa (V, ¢).

W euklidesowej przestrzeni wektorowej (V,¢) definiujemy norme ||v|| = /¢(v,v) oraz kat miedzy

wektorami u,v € V' jako liczbe a € [0, 7| taka, ze cosa = %

Przestrzen afiniczng X, ktorej przestrzen kierunkowa jest euklidesowa przestrzenig wektorowa nazy-

wamy przestrzenia euklidesowa. W przestrzeni euklidesowej definiujemy odlegto$é miedzy punktami
— —

A, B € X jako norme wektora AB, tzn d(A, B) = ||AB||.

Zadanie 1. Sprawdz, czy nastepujace odwzorowania sa dwuliniowe. Ktore z nich sg symetryczne, a ktore

antysymetryczne?

a) f[:CxC—C, fw,2)=w-7Z,

b) f: C?xC%—C, f(z,w) = z1w1 — ZTwe — 29W1 + zowe, gdzie z = (21, 22), w = (w1, wa),
¢) f: Maxo X Mayo — R?, f(A, B) = (det A + det B,det(A - B));

Zadanie 2. Udowodnij, ze odwzorowanie g(v,w) = 2vjw; — 2viws + vows — 2vswy + 3vsws, gdzie v =
(v1,v2,v3), w = (w1, wa, w3), jest iloczynem skalarnym w R3. Oblicz kat miedzy wektorami v = (2,1, 1) oraz

w=(

—1,3,1) w euklidesowej przestrzeni wektorowej (R, g).

Zadanie 3. W przestrzeni R|[x]s z iloczynem skalarnym ¢(p, q) = filp(t)q(t)dt znajdz:

a) odlegloéé punktu wy(x) = 22 — x + 1 od punktu wy(z) = —2? — 3z + 2,

b) kat pomiedzy wektorami vq(x) = 22 — 3z + 2 oraz va(v) = 222 + = — 1.

Zadanie 4. Czy dzialanie o jest iloczynem skalarnym w przestrzeni Mayo(R) jezeli:

a)

Ao B =det AB, b) AoB=tr ABT?

Zadanie 5. W przestrzeni M, «,(R) okreslamy dzialanie x: M, x,(R) x M, «,(R) — R takie, ze:

A% B = Z Q5 bl]

ij=1
1 2 -1
Udowodnij, ze * jest iloczynem skalarnym w M,, «,, (R). Wyznacz kat miedzy wektorami A; = 3 0 1 |,
1 -2 -2
2 1 0
—2 1 —1 | w euklidesowej przestrzeni wektorowej (Max2(R),x).
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