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Niech V' bedzie przestrzeniag wektorowa nad R, zas f: V x V — R formg dwuliniowa. Odwzorowanie
g: V — R nazywamy forma kwadratowa generowana przez f wtw, gdy Vv € V g(v) = f(v,v). Wiele
form dwuliniowych moze generowa¢ te samg forme kwadratows, ale wsréd nich istnieje dokladnie
jedna symetryczna forma dwulinowa, ktéra jest nazywana forma biegunows.

Forme kwadratowa ¢g: V' — R nazywamy:

— dodatnio okreslona jesli Vv € V,v # 0 g(v) > 0;

— ujemnie okreslona jesli V v € Vv # 0 g(v) < 0;

— nieujemnie okreslong jesli Vv € V g(v) > 0;

— niedodatnio okreslona jesli Vv € V g(v) < 0;

— nieokreslong jesli 3 v,u € V g(v) > 0,g(u) < 0.
Niech f: V x V. — R bedzie forma dwuliniowa, za§ B = (e1,...,e,) pewna baza przestrzeni V.
Woczas macierz A = [aij]nxn, gdzie a;; = f(e;, ;) nazywamy macierzg formy dwuliniowej f w bazie
B. Wéwczas forme f mozna zapisa¢ macierzowo: f(z,y) = XTAY, gdzie X = [z1,...,2,], Y =

[Y1,.--,yn]B- Macierz formy kwadratowej g to jest macierz formy biegunowej generujacej te forme
kwadratowa g.

Jezeli A, A’ sa macierzami formy kwadratowej g: V' — R w bazach odpowiednio B i B’ przestrzeni
V, to wowezas A’ = PTAP, gdzie P = Pg_,p.

Niech g: R™ — R bedzie forma kwadratowa. Jezeli istnieje baza B = (eq,...,e,) C R™ oraz liczby
ai,...,ay € R takie, ze dla dowolnego wektora © = x1e1+. ..+ z,e, forme g mozna zapisa¢ w postaci
g(z) = alx% + asx3 + .. .anazi, to te posta¢ nazywamy postacia kanoniczng formy kwadratowej g.
Zgodnie z prawem bezwladnosci formy kwadratowej ilo$¢ dodatnich i ujemnych wspotczynnikow w
postaci kanonicznej nie zalezy od metody sprowadzania tej formy do postaci kanoniczne;j.

Jezeli A = [aij]nxn jest macierza formy kwadratowej g: R™ — R w bazie B = (ey, ..., ey), to zgodnie
z tw. Sylvestera prawda jest, ze:

— forma ¢ jest dodatnio okreslona <V k € {1,...,n} A >0,
— forma g jest ujemnie okreélona <V k € {1,...,n} (=1)kA; > 0.

gdzie Ay jest minorem gtéwnym macierzy A stopnia k. Zwracam uwage, ze tw. Sylvestera nic nie méwi
o przypadku, gdy ktorykolwiek z minoréw jest réwny O.
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Zadanie 1. Dana jest forma:

f(z,y) = 101 + aYo — T3y3 + 221Y3 — 3T2y3 — Tay1 + 2T3Y2 — T3y,

gdzie © = (x1, 22, %3),y = (Y1, Y2, y3). Wykaz, ze f jest forma dwuliniowa oraz wyznacz macierz formy
f w bazie kanonicznej. Znajdz macierz formy f w bazie By = ((1,1,1),(1,1,—-1),(1,—1,—1)).
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Zadanie 2. Macierz A=| 0 1 2 | jest macierza formy dwuliniowej f w bazie B = ((—1,1,1),
1 -1 2

(2,0,-1),(1,2,0)). Znajdz forme kwadratowa g generowana przez f oraz zapisz ja w postaci macie-
rzowej w bazie kanoniczne;j.
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4 | jest macierza formy kwadratowej ¢ w bazie standardowej.
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Zadanie 3. Macierz A = 2
-2 1
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a) Poda¢ dwie r6zne formy dwuliniowe f; i fo takie, ze forma kwadratowa jest forma skojarzona z

f1, fo

b) Podaé forme dwuliniowa symetryczna f taka, ze forma ¢ jest skojarzona z forma f.

Zadanie 4. Dana jest forma kwadratowa:
g(v) = 2% + 22y — daz + 2yz + 22
Sprowadz forme g do postaci kanonicznej metoda:

a) przeksztatcen ortogonalnych, b) Lagrange’a, ¢) Jacobiego.

Zadanie 5. Niech f: R? x R® — R bedzie forma dwuliniowg przyjmujaca dla dowolnych x =
(21,22, %3), Y = (Y1, Yo, y3) Wartos¢ f(z,y) = x1y1 — Xay2 + 3y3 + 3213 + T3y

a) Wyznaczy¢ forme kwadratowa g: R* — R generowang przez forme f oraz macierz A formy g
w bazie kanonicznej By.

b) Metoda przeksztatcen ortogonalnych znalezé ortonormalna baze Bo, w ktérej forma kwadra-
towa g ma posta¢ kanoniczna.

c¢) Sprowadzi¢ forme g do postaci kanonicznej metoda Lagrange’a.

Zadanie 6. Sprowadz ponizszg forme kwadratowa do postaci kanonicznej metodg Lagrange’a:
glz,y, 2, 1) = 22 + 2 + 522 + 4> 4 2wy — daz — 2yz + 4yt

Zadanie 7. Zbadaj okreslonos¢ ponizszych form kwadratowych:

a) f(x1, 22, 75) = _x% - 256% - 535% + 22179 + 4123 — 42023,
-1 -2 1 1
b) g(x) = 2" Az, gdzie v = (21, 29,23, 24), A = -2 -5 2 1
1 2 -2 -1
11 -1 =2



