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1)

Niech U, V beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym ciatem K.
Odwzorowanie f : U — V nazywamy odwzorowaniem liniowym jesli:

— Yu,w e U: flut+w)=f(u)+ f(w) — jest addytywne,
—VaeKVueU: flau)=af(u) — jest jednorodne.

Do sprawdzenia liniowo$ci mozna tez wykorzysta¢ warunek konieczny i wystarczajacy na linio-
woS¢:

f—liniowe < Vu,weU Va,fe€K flau+ pw)=af(u)+ Bf(w).
Jadrem odwzorowania f nazywamy podprzestrzen
ker f={ueU: f(u) =0y} CU,
natomiast obrazem odwzorowania f nazywamy podprzestrzen
imf={veVIuelU: flu)=v}CV.

Dla obydwu przestrzeni mozemy wyznaczy¢ bazy Byer ¢, Bim y oraz wymiary, dla ktérych praw-
dziwa jest wlasno$cé:
dimker f + dimim f = dim U.

Jezeli B = {uj,ug,...,u,} jest baza przestrzeni U, f: U — V jest odwzorowaniem liniowym,
to wowczas im f = lin{ f(u1), f(u2),..., f(un)}.

Rzedem odwzorowania f nazywamy wymiar obrazu tego odwzorowania (o ile jest skonczony).

Odwzorowanie liniowe jest monomorfizmem (liniowo$¢ + iniekcja) wtedy i tylko wtedy, gdy
ker f = {0} lub, réwnowaznie, rz(f) = dim V.

Odwzorowanie liniowe jest epimorfizmem (liniowo$¢ + suriekcja) wtedy i tylko wtedy, gdy
dimim f =rz(f) =dim V.

Jezeli f jest jednocze$nie mono- i epimorfizmem, to jest izomorfizmem (liniowosé + bijekcja).
Wéwczas jest odwzorowaniem odwracalnym.

Odwzorowanie liniowe jest endomorfizmem jezeli U = V', a automorfizmem jezeli dodatkowo
jest bijekcja.
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Zadanie 1. Sprawdz, czy podane odwzorowania sa liniowe. Dla tych odwzorowan, ktore sa
liniowe, wyznacz ker f, im f, ich bazy i wymiary.

a) [R* =R f(z,y,2)=(y—a+23c—y—z 22+ 3x);

) [1RP—=RY flr,y,2) =@~y =224y —z2+y,7—2y);

) f:Rlzly = Rlz]y, (f(az? +bx+¢))(x) = (2a — b+ 3c)r —a—2b+ ¢

d) f:Rz]s = Rlzls, (f(p)(2) =a2p'(z +1) —p(z +1);

) f:C—C, f(z) =Rez+Imz  (rozwaz dwa przypadki: w przestrzeni C(C) oraz C(R))
f) f:M2X2—>R[:E}2,f<[CCL ZD — (Qa—b+d)a?+ (~2+a—dyz+b—2c+d.

Zadanie 2. Skonstruuj ponizsze odwzorowania liniowe oraz wyznacz dla nich ker f, im f, ich
bazy i wymiary.

a) f:R3 = R2 oraz f(1,1,2) = (1,-2), £(1,2,0) = (3, —4), £(0,1,—1) = (1, —3);

b) f: Rlz]s — Rlz]y oraz (f(x + 1))(z) = —2? + 42 — 2, (f(2®* = 2))(x) = 2 + x — 2,
(f (@ +2)) (v) =2 = 3

c) f:R[m]Q—>M2X20razf(x2—2x+1):[g Ell,f(x—l)zlig _()2],f(2x2+2x—1):

)

Zadanie 3. Skonstruuj odwzorowanie liniowe f wiedzac, ze:
a’) f: R3_>R37 kerf:{(x,y,z): $+y:0, y+Z:0}7 imf:{(a:,y,z): x—y—zzO},

b) f: M2X2—>]R[x]g,kerf:{[cé 2‘|Z(I+b—620, a—2b+d:0},imf:{w€R[x]2:w(l)zO};

z:_t z;tl: z,tER}OraZf<li 11)_(1,3,3)#0([1 8])—

Zadanie 4. W zaleznoéci od parametru p wyznacz ker f i jego baze, gdzie f: R?* — R? jest
odwzorowaniem liniowym takim, ze f(z,y,z) = (x — 3y + 22,22 — pz,(p + Dz + 2y — 2).
Na tej podstawie wywnioskuj dla jakich wartosci parametru p odwzorowanie f jest mono- lub
epimorfizmem.

c) f: Maxos — R3 ker f = {
(1,1,-3).

Zadanie 5. Niech f: R[z], — R]x], takie, ze:

(z+1)? ,

(f() (@) = =———=—=p"(2) + (& + p/(x).

Wykaz, ze f jest liniowe oraz fo f = f. Znajdz ker f, im f, ich bazy i wymiary. Sprawdz, czy
Rlz]s = ker f @ im f.




