
Caªki podwójne. Zastosowania.

opracowanie: Agnieszka Görlich

1. Zmie« porz¡dek caªkowania w caªce:

(a)
∫ 1

0

∫√3−y2

y2

2

f(x, y)dxdy

(b)
∫ 1

−7

∫ 2+
√

7−6y−y2

2−
√

7−6y−y2
f(x, y)dxdy

2. Oblicz
∫∫

D
f(x, y)dxdy, gdzie:

(a) f(x, y) = 1
x+y

, D - prostok¡t o wierzchoªkach (1, 1), (3, 1), (3, 2),

(1, 2)

(b) f(x, y) = 1
(x+y)2

, D - prostok¡t o wierzchoªkach (3, 1), (4, 1), (3, 2),

(4, 2)

(c) f(x, y) = 5x2−2xy, D - trójk¡t ograniczony osiami ukªadu i prost¡
o równaniu x+ 2y = 2

(d) f(x, y) = x2

1+y2
,D - prostok¡t o wierzchoªkach (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1).

3. Znajd¹ warto±¢ ±redni¡ funkcji f(x, y) = 12 − 2x − 3y w obszarze
ograniczonym prostymi 12− x− 3y = 0, x = 0, y = 0.

4. Znajd¹ warto±¢ ±redni¡ funkcji f(x, y) = 4x − 5y + 12 w obszarze
ograniczonym prostymi x− 2y + 2 = 0, x = 0, y = 0.

5. Oblicz:

(a)
∫∫

D
(x+ y)dxdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym wykresami

funkcji xy = 6, x+ y = 7,

(b)
∫∫

D
(x + y)dxdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym krzywymi

x = y2, x = y2

2
+ 1,



(c)
∫∫

D
(x+ y)dxdy, gdzie D : 0 ≤ x ≤ π, sinx ≤ y ≤ 2,

(d)
∫∫

D
(x2 + y2)dxdy, gdzie D : x2 + y2 − 2y ≤ 0,

(e)
∫∫

D
x2ydxdy, gdzie D : x2 + y2 ≤ 9,

(f)
∫∫

D
| cos(x+ y)|dxdy, gdzie D : [0, π]× [0, π],

(g)
∫∫

D
dxdy

(1−x2−y2)2
, gdzie D : x2 + y2 ≤ x, x2 + y2 ≤ y,

(h)
∫∫

D
xydxdy, gdzie D : x ≥ 0, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2,

(i)
∫∫

D
xydxdy, gdzieD jest obszarem ograniczonym wykresami funkcji

y =
√
x, y = −x+ 6 oraz osi¡ OX.

6. Oblicz za pomoc¡ caªki podwójnej:

(a) pole obszaru D : x ≤ y ≤ x+ 2, 2 ≤ x ≤ 3,

(b) pole obszaru ograniczonego krzywymi y = ex, y = lnx, x + y =
1, x = 2,

(c) pole obszaru ograniczonego krzywymi y = 0, y = −x2 + x+ 2,

(d) pole obszaru ograniczonego krzywymi y2 = 4x, x + y = 3, gdzie
y ≥ 0,

(e) pole obszaru ograniczonego krzywymi xy = 1, x+ y = 5
2
,

(f) pole �gury ograniczonej lemniskat¡ tj. krzyw¡ (x2 + y2)2 − (x2 −
y2) = 0,

(g) pole elipsy x2

a2
+ y2

b2
= 1,

(h) pole �gury ograniczonej krzywymi x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 4x,
y = x, y = 0.

7. Oblicz obj¦to±¢ (za pomoc¡ caªki podwójnej):

(a) bryªy ograniczonej powierzchniami z2 = x2+y2, x2+y2 = x, z > 0

(b) bryªy ograniczonej powierzchniami x = 0, x = 1 − |y|, z = 0, z =
10 = 5x− 2y,

(c) bryªy ograniczonej paraboloid¡ z = x2 + y2 oraz pªaszczyznami
x+ y = 4, x = 0, z = 0

(d) bryªy ograniczonej pªaszczyzn¡ z = 0 oraz powierzchni¡ V : x2 +
y2 + z2 = 4, z ≥ 0
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(e) kuli o promieniu R

(f) bryªy ograniczonej pªaszczyzn¡ XOY , powierzchni¡ x2 + z2 = 4,
z > 0 i pªaszczyznami y = 0, y = 1

(g) bryªy ograniczonej walcem x2+y2 = a2 i powierzchni¡ z = x2+y2

(h) bryªy wyci¦tej walcem x2+y2 = Rx z kuli x2+y2+z2 = R2 (tzw.
bryªa Vivaniego)

(i) elipsoidy x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
≤ 1.

8. Obszar D ograniczony jest krzywymi x = 3, x + y = 3, y2 = 4x.
Oblicz obj¦to±¢ bryªy walcowej, której podstaw¡ jest D, tworz¡ce s¡
prostopadªe do pªaszczyzny XOY , a bryªa jest ±ci¦ta pªaszczyzn¡ x+
y − z = 0.

9. Oblicz mas¦ obszaru:

(a) D : [0, 4] × [0, 4], którego g¦sto±¢ w punkcie P jest kwadratem
odlegªo±ci tego ounktu od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych,

(b) D : 2y2 ≤ x ≤ 3 + y2, którego g¦sto±¢ dana jest funkcj¡ ρ(x, y) =
|y|
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