Calki podwojne. Zastosowania.

opracowanie: Agnieszka Gorlich

1. Zmien porzadek catkowania w calce:

a) fol f\Q/ﬁ f(x,y)dxdy

y=
2

b) S ) Vs f(r y)ddy

2. Oblicz [[, f(z,y)dzdy, gdzie:
(a) f(x,y) = Hy, D - prostokat o wierzchotkach (1,1), (3,1), (3,2),
(1,2)

(b) f(z,y) = (z+y)2, D - prostokat o wierzchotkach (3, 1), (4,1), (3,2),
(4,2)

(¢) f(z,y) = 5x*—2xy, D - trojkat ograniczony osiami uktadu i prosta
o rOwnaniu x + 2y = 2

(d) f(z,y) = 1+ ——, D - prostokat o wierzchotkach (0,0), (0,1), (1,0), (1,1).

3. Znajdz wartos¢ érednia funkeji f(x,y) = 12 — 2z — 3y w obszarze
ograniczonym prostymi 12 —x — 3y =0,z =0, y = 0.

4. Znajdz wartos¢ Srednig funkcji f(x,y) = 4x — Sy + 12 w obszarze
ograniczonym prostymi x —2y+2 =0,z =0, y = 0.

5. Oblicz:

a) [[,( p(@ +y)dxdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym wykresami
funkcji zy =6, 2 +y =7,

b) [[p(x + y)dxdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym krzywymi
r=yt =% +1,



¢ ffDx+ydxdy,gdz1eD 0<z<msinr <y<2
ff 2?2 + y?)dzdy, gdzie D : 2% + y* — 2y <0,
e) [[,x*ydxdy, gdzie D : x* + y* <9,

()

(d)

(e)

(£) [, |cos(x + y)|dady, gdzie D : [0, 7] x [0, 7],
)
)
)

d

(g ffD(l‘iﬁ¢% gdzie D : 22 +y? <z, 22 + 9% <y,
zydxdy, gdzie :a:_,_a:—i—_,
h prydrdy, gdzie D :x > 0,1 < y? <2
(i) [[pzydxdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym wykresami funkcji
y=+/r,y =—x+ 6 oraz osiag OX.
6. Oblicz za pomoca catki podwojne;j:

(a) pole obszaru D:x <y <z +2,2<x <3,

(b) pole obszaru ograniczonego krzywymi y = e*,y = Inx,z +y =
1,z =2,

(c) pole obszaru ograniczonego krzywymi y =0, y = —2% + z + 2,

(d) pole obszaru ograniczonego krzywymi y* = 4z, x +y = 3, gdzie
y >0,

(e) pole obszaru ograniczonego krzywymi zy = 1,2 +y =

2

)” = (2 =

(f) pole figury ograniczonej lemniskata tj. krzywa (22 + y?)% —
y*) =0,
(g) pole elipsy % -+ zz =1,
(h) pole figury ograniczonej krzywymi z? + y* = 2z, 2% + y* = 4z,
y=u,y=0.
7. Oblicz objetos¢ (za pomoca calki podwojnej):

2

(a) bryty ograniczonej powierzchniami 2% = 2?+y? 2?2 +y*> = 2,2 > 0

(b) bryty ograniczonej powierzchniami x = 0,2 = 1 —|y|,2 = 0,2z =
10 = 5z — 2y,

(c) bryly ograniczonej paraboloida z = x? + y? oraz plaszczyznami
r+y=42xr=0,2=0

(d) bryly ograniczonej plaszczyzna z = 0 oraz powierzchnig V : 22 +
yVP+22=4,2>0



(e) kuli o promieniu R

(f) bryly ograniczonej plaszczyzng XOY, powierzchnig 22 + 2% = 4,
z > 01 ptaszczyznami y =0, y = 1

(g) bryly ograniczonej walcem z?+y? = a® i powierzchnig z = 22 +y?
(h) bryly wycietej walcem z? +y* = Rx z kuli 22 4y + 2% = R? (tzw.
bryta Vivaniego)
(i) elipsoidy 2—2 + ?;—i + i—; <1
8. Obszar D ograniczony jest krzywymi z = 3, z +y = 3, y? = 4x.
Oblicz objetos¢ bryty walcowej, ktorej podstawa jest D, tworzace sg

prostopadle do ptaszczyzny XOY, a bryta jest Scieta ptaszczyzna x +
y—z=0.

9. Oblicz mase obszaru:
(a) D : [0,4] x [0,4], ktorego gestos¢ w punkcie P jest kwadratem
odlegtosci tego ounktu od srodka uktadu wspotrzednych,
(b) D :2y* < x <3+ 92 ktorego gestos¢ dana jest funkcja p(z,y) =
vl



