Calki potrojne. Zastosowania.

opracowanie: Agnieszka Gorlich

1. Oblicz:
@) [[[, dxdydz, gdzie V' [1,2] x [1,¢€] x [1,¢€],
(b) fffv sin x sin(z +y) sin(x 4+ y + z)dzdydz, gdzie V : [0, 7] x [0, 7] X
[0, 7],
© [ff, xif,dffip gdzie V 1 [0,1] x [0,2] x [0, 3],
@) [ff,(e" + + B)dadydz, gdzie V = {(v,y,2) : 1 <2 <2, 2 <
y<3, -3<z< -1}

2. Zamien na calke iterowang [[ [ (x +y + 2)dzdydz, gdzie V jest bryly
ograniczong powierzchniami:

(a) x=0,y=0,2=0,z+y+2=3,
(b) 22 +y*=3,2=-1,2=2.

3. Zamien na catke iterowang [[ [, zyzdrdydz, gdzie V' jest bryla ogranic-
zong powierzchniami:

(a) z =222+ 9% z =6,
(b) 22 + y* + 22 = 25, gdzie z > 4.

4. Oblicz

(2) fffvm2dl’dyd2, gdzie V: 0 <y <9 — 2% — 22,
(b) [[[,z%dzdydz, gdzie V : 2® +y* + 22 < R?, R > 0.

5. Oblicz [[[,, f(z,y, z)dzdydz, gdzie:

(a) f(z,y,z) = z, gdzie V - bryta ograniczona gorng potkuly 2 +y*+
22 <4, 2>0,



(b) f(z,y,2) = z, gdzie V - bryla ograniczona powierzchniami z? +
y?=—22+9, 2=0, gdzie z > 0, y > 0,
(@2 1?22 .
() flz,y,2) =* C ) edzie Va2 4y 4 22 < 4,
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(d) f(x,y,2) = 2>+ y?, gdzie V - bryla ograniczona powierzchniami
2+t =22,2=22=0,

(e) f(x,y,z) =z, V - bryla ograniczona powierzchniami XOY', 2% =
22 + 92, 2% + 9% + 2% = 2, gdzie z > 0.

6. Oblicz objetos¢ (za pomoca calki potrojnej):

(a) bryly ograniczonej powierzchniami z = —1, z = 2, 2 = 4 — ¢?
=2+

(b) bryly ograniczonej od gory paraboloida 4z = 16 — 2% — y?, od
dotu plaszczyzna x + y + 2z = 4, a z boku plaszczyzng v +y =4 i
plaszezyznami x =0iy =0

(c) bryly ograniczonej dwiema paraboloidami z = 22 +y?, z = 2(2? +
y?), plaszczyzna y = x i walcem y = 2

(d) bryly zawartej pomiedzy powierzchniami 22 = 22 + 32, 2 = 0,

z=4.
(e) bryly ograniczonej powierzchnig (z* + 3% + 2%)? = a®z, a > 0

(f) bryly wycietej walcem 2%+ y? = Rx z kuli 2% +y*+ 22 = R? (tzw.
bryla Vivaniego).

7. Oblicz mase:

(a) wspolnych czesci kul 22 4+ y? + 22 < 16 1 22 + y* + 2% < 8z, jezeli
gestos¢ w punkcie (z,vy,z) jest rowna odlegltosci tego punktu od
plaszczyzny XY,

(b) bryly V = {(z,y,2) : r* < 22 +9? + 2% < R% 2 > 0} wiedzac,
ze gestos¢ w punkcie P jest réwna odlegtosci tego punktu od
plaszczyzny XY,

(c) bryly ograniczonej powierzchniami z = 2 — 2% — y? oraz z =

V2?2 + y? wiedzac, ze gestos¢é w punkcie (z, y, z) jest rowna kwadra-
towi odlegtosci tego punktu od osi OZ.



