
Caªki potrójne. Zastosowania.

opracowanie: Agnieszka Görlich

1. Oblicz:

(a)
∫∫∫

V
x
yz
dxdydz, gdzie V : [1, 2]× [1, e]× [1, e],

(b)
∫∫∫

V
sinx sin(x+y) sin(x+y+z)dxdydz, gdzie V : [0, π]× [0, π]×

[0, π],

(c)
∫∫∫

V
dxdydz

x+y+z+1
, gdzie V : [0, 1]× [0, 2]× [0, 3],

(d)
∫∫∫

V
(ex + 1

y
+ 1

z2
)dxdydz, gdzie V = {(x, y, z) : 1 ≤ x ≤ 2, 2 ≤

y ≤ 3, −3 ≤ z ≤ −1}.

2. Zamie« na caªk¦ iterowan¡
∫∫∫

V
(x+ y + z)dxdydz, gdzie V jest bryª¡

ograniczon¡ powierzchniami:

(a) x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 3,

(b) x2 + y2 = 3, z = −1, z = 2.

3. Zamie« na caªk¦ iterowan¡
∫∫∫

V
xyzdxdydz, gdzie V jest bryª¡ ogranic-

zon¡ powierzchniami:

(a) z = 2
√
x2 + y2, z = 6,

(b) x2 + y2 + z2 = 25, gdzie z ≥ 4.

4. Oblicz

(a)
∫∫∫

V
x2dxdydz, gdzie V : 0 ≤ y ≤ 9− x2 − z2,

(b)
∫∫∫

V
z2dxdydz, gdzie V : x2 + y2 + z2 ≤ R2, R > 0.

5. Oblicz
∫∫∫

V
f(x, y, z)dxdydz, gdzie:

(a) f(x, y, z) = z, gdzie V - bryªa ograniczona górn¡ póªkul¡ x2+y2+
z2 ≤ 4, z ≥ 0,



(b) f(x, y, z) = x, gdzie V - bryªa ograniczona powierzchniami x2 +
y2 = −2z + 9, z = 0, gdzie x ≥ 0, y ≥ 0,

(c) f(x, y, z) = e−(x2+y2+z2)√
x2+y2+z2

, gdzie V : x2 + y2 + z2 ≤ 4,

(d) f(x, y, z) = x2 + y2, gdzie V - bryªa ograniczona powierzchniami
x2 + y2 = 2z, z = 2, z = 0,

(e) f(x, y, z) = z, V - bryªa ograniczona powierzchniami XOY , z2 =
x2 + y2, x2 + y2 + z2 = 2, gdzie z > 0.

6. Oblicz obj¦to±¢ (za pomoc¡ caªki potrójnej):

(a) bryªy ograniczonej powierzchniami x = −1, x = 2, z = 4 − y2,
z = 2 + y2

(b) bryªy ograniczonej od góry paraboloid¡ 4z = 16 − x2 − y2, od
doªu pªaszczyzn¡ x+ y + z = 4, a z boku pªaszczyzn¡ x+ y = 4 i
pªaszczyznami x = 0 i y = 0

(c) bryªy ograniczonej dwiema paraboloidami z = x2+y2, z = 2(x2+
y2), pªaszczyzn¡ y = x i walcem y = x2

(d) bryªy zawartej pomi¦dzy powierzchniami z2 = x2 + y2, z = 0,
z = 4.

(e) bryªy ograniczonej powierzchni¡ (x2 + y2 + z2)2 = a3z, a > 0

(f) bryªy wyci¦tej walcem x2+y2 = Rx z kuli x2+y2+z2 = R2 (tzw.
bryªa Vivaniego).

7. Oblicz mas¦:

(a) wspólnych cz¦±ci kul x2 + y2 + z2 ≤ 16 i x2 + y2 + z2 ≤ 8z, je»eli
g¦sto±¢ w punkcie (x, y, z) jest równa odlegªo±ci tego punktu od
pªaszczyzny XY ,

(b) bryªy V = {(x, y, z) : r2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ R2, z ≥ 0} wiedz¡c,
»e g¦sto±¢ w punkcie P jest równa odlegªo±ci tego punktu od
pªaszczyzny XY ,

(c) bryªy ograniczonej powierzchniami z = 2 − x2 − y2 oraz z =√
x2 + y2 wiedz¡c, »e g¦sto±¢ w punkcie (x, y, z) jest równa kwadra-

towi odlegªo±ci tego punktu od osi OZ.
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