
CA�KA KRZYWOLINIOWA SKIEROWANA

opracowanie: Agnieszka Görlich

1. Oblicz caªk¦ krzywoliniow¡ skierowan¡:

(a)
∫

Γ
(cos y+y cosx)dx+(sinx−x sin y+2)dy, gdzie Γ jest odcinkiem

ª¡cz¡cym punkty A(0, π
4
), B(π

2
, π),

(b)
∫

Γ
(x2 + y2)dx+ xydy, gdzie Γ : x = t, y = et, t ∈ [0, 1],

(c)
∫

Γ
(x+y+1)ex−ey)dx+(ex−(x+y+1)ey)dy, gdzie Γ : (x2+y2)2 =

x2 − y2, o pocz¡tku le»¡cym na osi odci¦tych i ko«cu w punkcie
(0, 0), zawarty w I ¢wiartce ukªadu,

(d)
∫

Γ
(y2 − xy)dx+ xdy, gdzie Γ jest ujemnie zorientowanym ªukiem

y =
√
x, x ∈ [0, 1],

(e)
∫

Γ
xy2dx− x2ydy, gdzie Γ jest okr¦giem C((0, 0), 1),

(f)
∫

Γ
xdy−ydx
x2+y2

, gdzie Γ : x2 + y2 = R2,

(g)
∫

Γ
xydx, gdzie Γ jest ªukiem paraboli y2 = x ª¡cz¡cy punktA(1,−1)

z punktem B(1, 1),

(h)
∫

Γ
(x+y)2dx− (x2 +y2)dy, gdzie Γ jest brzegiem trójk¡ta o wierz-

choªkach A(2, 5), B(1, 1), C(3, 2),

(i)
∫

Γ
2(x2 + y2)dx + (x + y)2dy, gdzie Γ jest brzegiem trójk¡ta o

wierzchoªkach A(1, 1), B(2, 2), C(1, 3),

(j)
∫

Γ
(x− y)dx+ (x+ y)dy, gdzie Γ : x = 2 cos t, y = 2 sin t, t ∈ [0, π]

jest zorientowana ujemnie,

(k)
∫

Γ

√
xydx+xdy, gdzie Γ jest ujemnie skierowanym ªukiem paraboli

y = x2, gdzie 0 ≤ x ≤ 1,

(l)
∫

Γ
(x + 2y)dx + (x − 2y)dy + zdz, gdzie Γ jest prost¡ ªaman¡ o

wierzchoªkach A(0, 0, 0), B(2, 2, 0), C(2, 2, 2).

(m)
∫

Γ
(x2 − y2)dx, gdzie Γ- ªuk paraboli y = x2, gdzie 0 ≤ x ≤ 2.



2. Oblicz prac¦ siªy
−→
F potrzebn¡ do przesuni¦cia punktu materialnego o

masie jednostkowej wzdªu» ªuku Γ, gdzie:

(a)
−→
F = [xz − z, 0, 2x + z2], Γ - krzywa dana równaniem z = x3 od
punktu A(0, 0, 0) do punktu B(1, 1, 1),

(b)
−→
F = [z2, 2yz, x2− y2], Γ - krzywa dana równaniem x = t3, y = t2,
z = t od punktu A(0, 0, 0) do punktu B(1, 1, 1).

3. Oblicz (korzystaj¡c z twierdzenia Greena):

(a)
∫

Γ
y(1 − x2)dx + x(y2 + 1)dy, gdzie Γ- obwód trójk¡ta A(0, 0),

B(2, 0), C(2, 1),

(b)
∫

Γ
x2ydx+ xy2dy, gdzie Γ- okr¡g o równaniu x2 + y2 = R2,

(c)
∫

Γ
2(x + y)2dx − (x2 + y2)dy, gdzie Γ- obwód trójk¡ta o wierz-

choªkach A(1, 1), B(3, 2), C(2, 5),

(d)
∫

Γ
(xy + x + y)dx + (xy + x − y)dy, gdzie Γ- okr¡g o równaniu

x2 + y2 = Rx.

4. Oblicz
∫

Γ
xydx+ x2dy, gdzie:

(a) Γ- odcinek prostej o pocz¡tku A(a, 0) i ko«cu B(0, b),

(b) Γ- ªuk elipsy x2

a2
+ y2

b2
o pocz¡tku A(a, 0) i ko«cu B(0, b).

5. Sprawd¹, czy caªka nie zale»y od drogi caªkowania, a nast¦pnie oblicz:

(a)
∫ (3,0)

(−2,−1)
(x4 + 4xy3)dx+ (6x2y2 − 5y4)dy,

(b)
∫ (3,1)

(1,1)
(x+2y)dx+ydy

(x+y)2
,

(c)
∫ (2,3)

(0,1)
(4xy3 − 1

y
)dx+ (6x2y2 + x

y2
)dy,

(d)
∫ (b,b)

(a,a)
(3x2 + y2)dx+ (2xy − y)dy,

(e)
∫ (3,1)

(0,0)
(2xy + y

2
√
x+1

)dx+ (x2 +
√
x+ 1)dy,

(f)
∫ (2,3)

(0,1)
(2x+ y3)dx+ (3xy2 + 4)dy.

6. Sprawd¹, czy pole
−→
F jest polem potencjalnym oraz oblicz wskazane

caªki:

2



(a)
−→
F = [x, y],

∮ (3,−4)

(0,1)
xdx+ ydy

(b)
−→
F = [x+ y, x− y],

∮ (2,3)

(0,1)
(x+ y)dx+ (x− y)dy.

7. Oblicz caªk¦ krzywoliniow¡ skierowan¡ po dowolnym ªuku o pocz¡tku
A(0, 0, 1) i ko«cu B(1, 2, 1) w polu potencjalnym ~F = [x+yz, y+xz, z+
xy].

8. Sprawd¹, »e caªka ∫
Γ

(x4 + 4xy3)dx+ (6x2y2)dy

nie zale»y od ksztaªtu krzywej Γ oraz oblicz j¡ w przypadku, gdy Γ jest
okr¦giem (y − 4)2 = 16− (x+ 3)2.
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