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1. Skalar A € K nazywamy wartoscia wlasna endomorfizmu f: V — V wtedy i tylko wtedy, gdy
Jv e V\{0}: f(v) = Ao

Wektor v jest wowczas nazywany wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Przez
A(f) oznaczamy zbiér wartosci wlasnych, tzw. widmo (spektrum) endomorfizmu f.

2. Niech A € M,,x,(K). Skalar A € K spelniajacy réwnanie det(A — AI) = 0 nazywamy wartoscia
wlasnag macierzy A. Niezerowy wektor v € K" spelniajacy warunek (A — AI)v = 0 nazywamy
wektorem wlasnym macierzy A.

3. Aby znalezé wartoéci wlasne dla danego endomorfizmu f najpierw wyznaczamy macierz od-
wzorowania f w dowolnie wybranej bazie B (np. w bazie kanonicznej). Oznaczmy ja przez A.
Nastepnie tworzymy wielomian charakterystyczny x(A) = det(A — AI) i obliczamy jego pier-
wiastki w ciele K.

4. Dla kazdej wartosci wlasnej zbiér Vy = {v € V: f(v) = A} = ker(f — Aidy) jest podprze-
strzenig V. V) nazywamy podprzestrzenia wlasng odpowiadajaca wartosci wtasnej A. Ponadto
1 <dimVy <k.

5. Endomorfizm f jest diagonalizowalny wtw, gdy istnieje baza B), w ktérej macierz tego endo-
morfizmu jest macierza diagonalna. Jezeli A(f) = {\1,..., s} oraz dla i =1,...,s krotnosé¢ \;
wynosi k; (tzn. x(A) = [T51(A; — A)¥¥), to warunkiem koniecznym i wystarczajacym diagonali-
zowalno$ci endomorfizmu jest:

a) k1 +ka+ ...+ ks =dimV;
b) Vie {1,...,s} ki =dimV),.

Wéwezas w bazie By = (v1,v9,...,v,) zlozonej z wektoréw wlasnych macierz endomorfizmu
A0 ... 0

0 X ... 0
f ma postaé diagonalng D = . L , ktora na przekatnej ma wartosci wlasne

0 0 ... Xg
utozone wedtug kolejnosci wektoréw wlasnych w bazie By, przy czym \; wystepuje na przekatnej
macierzy D dokladnie k; razy.

Ponadto jezeli P = Pp_,p, bedzie macierzg przejscia z bazy B do bazy B), to prawdziwe sg
wzory D=P 1. A.-P,A=P-D-P 'oraz A"=P-D". P~ L.

6. Macierz A € My« (K) jest diagonalizowalna wtw, gdy
dD € M,,«,(K) diagonalna oraz 3P € M, «,(K) nieosobliwa takie, ze D = Pt .A.P

tzn. A jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej D.
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Zadanie 1. Wyznacz wartosci wtasne i odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne podanych
endomorfizméw. Jezeli dany endomorfizm jest diagonalizowalny, to podaj macierz diagonalna
D oraz macierze nieosobliwe P i P! takie, ze D = P~'AP.

a) f: R} —R3 f(z,y,2) = (bx + 6y — 32,2 —x,x + 2y + 2);
b) f:R3 — R f(z,y,2) = 4z +y,x + 2y + 2, 2% + 4y + 22);
c) f: Rlz]y — Rlzla, (f(p))(x) = 2zp/(x) + 2?p(0) + p(2);
) f ]

d Rlz]s — Rlals, (f(p)(x) = zp'(z + 1) — p(z +1).

Zadanie 2. Wyznacz warto$ci wtasne i odpowiadajace im wektory wlasne macierzy. Jezeli
dana macierz jest diagonalizowalna, to podaj macierz diagonalng D oraz macierze nieosobliwe

P i P! takie, ze D = P~1AP.

2 1 1 2 —1 -1 11 }1_1_1
Q[ -1 21|, 0| 2-1 =3, |- 11| d/|, | | _
1 -1 2 -1 1 2 —i -1 1 L1
1 -2 3
Zadanie 3. Dla macierzy A = | —1 1 1 | oblicz MAgA3 oraz A3 + A3 + A2, gdzie Aj, Ao,
2 20
A3 to wartosci wlasne macierzy A, bez ich wyznaczania.
1 01 -2
Zadanie 4. Niech A = _? _1 1 | bedzie macierzg endomorfizmu f: C*(C) — C*(C)
1 -1 0 1

w bazie kanonicznej. Wykaz, nie wyznaczajac wartosci wtasnych tego endomorfizu, ze spetiaja
one warunek (A; + Ao + A3 + A)? = M Aadz )\,

Zadanie 5. Wyznacz wartosci wlasne i odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne endomorfi-
zmu f: Rz]y — R[z]y, danego wzorem
f (ax2+bx+c> = (a—2b—2¢)x* + (3c+2b — 3a)x + (c + 2b — 2a).

Zbadaj, czy f jest endomorfizmem diagonalizowalnym. Jezeli tak, to podaj macierz diagonalng
D oraz macierz nieosobliwg P takie, ze A = PDP~!

Zadanie 6. Niech B = (ej, €9, €3) bedzie baza przestrzeni V nad cialem C. Wyznacz warto-
sci wlasne i odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne endomorfizmu f: V — V wiedzac, ze
fler) =2e1 + ex —e3, f(ea) = —e1 + e + e3 oraz f(e3) = e; + eq. Jezeli jest diagonalizowalny,
to podaj macierz diagonalng D oraz macierze nieosobliwe P i P~! takie, ze D = P~1AP.

Zadanie 7. Znajdz wartosci wlasne, wektory wlasne oraz podprzestrzenie wtasne endomorfi-
zmu f: Moo — Maoys danego wzorem

! a b B at+b+c—d a+b—c+d
c d | —a—b4+c—d a+b-—d

Wyznacz dwoma sposobami macierz tego endomorfizmu.



