20 Testy nieparametryczne

Testy nieparametryczne

e Dotychczas omawiane testy i przedzialy ufnosci zaktadaty znajomos$¢ typu rozktadu badanej cechy w populacji
7z ktérego pochodzita préba losowa.

e W przypadku gdy nie wiemy jaki jest rozktad badanej cechy w populacji mozemy oprze¢ testy o statystyke
opartg o estymator mediany.

e W przypadku rozktadéw symetrycznych mediana i warto$¢ oczekiwana sa sobie r6wnowazne.

e Dla rozktadéw asymetrycznych mediana lepiej oddaje rozktad prawdopodobienistwa niz wartos¢ oczekiwana.

Przedzial ufnosci dla mediany.

Procedura okreSlania przedziatu ufnosci o dla mediany M dla proby prostej z n-elementowej proby z rozktadu cig-

glego.
PIX<M)=PX>M)=1/2=p

e Uporzadkuj dane od najmniejszej do najwiekszej X (1), X(2), .., X(n)
e Niech V_ oznacza liczbg elementéw préby losowej mniejszych od M.
e N_ podlega rozktadowi Bernuliego o parametrach p = 1/2 i n-liczebno$¢ proby
e Z tablic rozktadu dwumianowego o p = 1/2 znajdz wartos¢ k_ dla ktdrej
v <= () @) (2) - amare
S ] 2 2 - i=0 v 2 N
lub najblizej (1 — ar)/2
e Niechky =n+1—-Fk_

e Przedziat ufnosci jest taki, ze dolng granicg jest element o indeksie k_ a gérng o indeksie k. szeregu utworzo-
nego w pierwszym punkcie.
Xy S M < Xiy)
Przedzial ufnosci dla mediany

Przyklad 20.1. W duzej firmie uzyskano nastgpujace wyniki w rezultacie losowego sprawdzenia wieku 20 pracow-
nikéw: 24, 31, 28, 43, 28, 56, 48, 39, 52, 32, 38, 49, 51, 49, 62, 33, 41, 58, 63, 56. ZnajdZ na poziomie ufnosci 95%
przedziat ufnosci dla mediany wieku pracownikéw tej firmy.

e Porzadkujemy rosnaco liste wieku 20 losowo wybranych pracownikéw:
242828 313233383941434849495152565658 6263

e Z tablic rozktadu dwumianowego dlan = 20ip = 1/2 odczytujemy
P(N_ < 5)=0.0207
A wige dla k_ = 5 osiagamy warto$é prawdopodobieristwa najblizsza (1 — ) /2 = 0.025
e Jako dolng granice przedziatu ufnosci nalezy wybraé piaty element w uporzadkowanej rosnaco liscie wieku

pracownikéw, X (5) = 32
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o Gorna granicg przedziatu ufnosci wyznaczamy z warunku X, 1 1__) = X(16) = 56
e Przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 95% dla mediany wieku pracownikéw to:

32 < M <56

Test hipotezy dla mediany.

e Rozwazmy na poziomie istotnosci « test hipotezy dotyczacej mediany M. Niech Hy : M = M przy hipotezie
alternatywnej Hy : M > M.

e Zaktadamy, ze proba losowa, x1, 22, ..., T, pochodzi z populacji o rozktadzie ciggtym, tak aby P(X < M) =
1/2

e Jako statystyke testowa wybieramy, N+, oznaczajaca liczbe elementéw préby losowej wigkszych od M.

e Hipoteze Hy odrzucamy na rzecz hipotezy H1, jeSli warto$¢é n™ statystyki testowej N T spetnia relacje n™ > k,
gdzie k wyznaczamy z warunku

n 1 n
PNy 2k =Y " (5) = lub najblizej o
i=k 7

e Zbiory krytyczne dla innych hipotez alternatywnych maja odpowiednio postac:
Dla H, : M < My:

k n

1

PNy <k =3 " (5) =a lub najblizej o
=0 (3

DlaHl M?é MQI

n 1 n
PNy > ki)=Y | " (5) = /2 lubnajblizej ov/2

k— n
1
PNy <k )= " (5) = /2 lubnajblizej ov/2
=0 (3

Test znakéw dla mediany.

Test znakéw: na przyktadzie Hy : M = Mg oraz Hy : M # M

e Zastgpujemy wszystkie wartosci w probie losowej wigksze od M przez znak +, a mniejsze od My przez znak -

Jesli w probie ktoras z wartosci jest rowna My, to ja usuwamy, zmniejszajac jednoczesnie liczebnos¢ proby n

Niech n* oznacza liczbe znakéw +. Obliczamy prawdopodobiefstwo z rozktadu dwumianowego o parametrach
norazp = 1/2

i = P(N* >n%) 4= P(N* <n')

jesli v4 lub y_ sa mniejsze od «/2 to odrzucamy hipoteze Hy na rzecz Hj.
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e Zbiory krytyczne dla innych hipotez alternatywnych maja, odpowiednio postac:
Dla Hy : M > My:
v=P(NtT>n")
Dla H; : M < My:
v=P(NT <n')

jesli ~y jest mniejsza od « to odrzucamy hipotezg Hy na rzecz Hi.

Test znakéw dla mediany.

Przyklad 20.2. Dla nastgpujacego zbioru danych eksperymentalnych:
1.51,1.35,1.69, 1.48, 1.29, 1.27, 1.54, 1.39, 1.45
przeprowadZ na poziomie istotnosci o = 0.05 test hipotezy Hy : M = 1.4 przy hipotezie alternatywnej H; : M >
1.4.
e Zastgpujemy wartosci w probie losowej wigksze od 1.4 przez znak plus, a mniejsze przez znak minus:

+o+t--+-+
e Dlan™ =5,n=9orazp = 1/2 obliczamy v = P(N* > 5) = 0.5
e Poniewaz 7 > 0.05 , wigc nie ma powodu do odrzucenia hipotezy zerowej, tzn. mediana nie jest wigksza od

1.4.

Test znakéw dla mediany: duza proba

e Jesli liczebno$¢ proby losowej jest duza, n > 10, mozna przyblizy¢ rozktad dwumianowy rozktadem normal-
nym.

e Statystyka testowa, N1, przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej Hy ma wigc rozktad normalny o war-
tosci oczekiwanej 1 = np = n/2 oraz wariancji 0> = np(1 — p) = n/4.
e Zmienna losowa
Nt —n/2 2Nt -n
n/4 vn

z =

ma wigc standardowy rozktad normalny.
e W zaleznoSci od hipotezy alternatywnej, zbiory krytyczne przyjmuja postaé:
Hy: M > My, C=(z(a),+)
Hy: M <My, C=(—o00,—2(a))
Hy : M #+ My, C = (—o00,—z(a)) U (2(a), +00)

Test znakéw dla mediany: duza préba

Przyklad 20.3. 15 pracownikom zlecono przycigcie krzewéw winogron. Efektywnos$¢ wykonanej przez nich pracy
mierzona liczbg osobo-godzin/akr wynosita:

5.2,5.0,4.8,3.9,6.1,4.2,4.4,55,5.8,4.5,4.2,5.3,4.9,4.7,4.9.

Przetestuj na poziomie istotnosci a« = 0.05 hipoteze, ze mediana czasu potrzebnego na przycigcia 1 akra winogron
wynosi 4.5 h, wobec hipotezy alternatywnej, ze ta mediana jest wigksza.
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o Hy: M =45 H, : M >45  a=0.05

e Zapisujemy probe losowa w postaci:

-ttt

e Statystyka testowa:

INT —
z= Tn =1.6¢ C = (z(«),00) = (1.645, 00)
Poniewaz z ¢ C', wigc na poziomie istotno$ci o = 0.05 nie ma powodu do odrzucenia hipotezy H( na rzecz

hipotezy H;.

Test Wilcoxona
e Test Wilcoxona stuzy do testowania hipotezy dotyczacej mediany i jest ulepszeniem testu znakow.

e W tescie Wilcoxona zastgpujemy poszczegdlne elementy probki losowej przez rangi uporzadkowane zgodnie z
wartosciami z; = |z; — M.

e Najmniejszej wartosci z; przypisujemy range 1, itd. Jesli dwa r6zne z; maja ta sama warto$¢ to obu przypisujemy
rangi Srednie.

e Zastepujemy wszystkie z; przez ich rangi, a wartoSciom w prébie losowej wigkszym od My przypisujemy znak
+, a mniejszym od M znak -

e Jesli w probie ktéras z wartoSci jest réwna M, to ja usuwamy, zmniejszajac jednocze$nie liczebnos$¢ proby n.

e Niech W bedzie sumg rang elementéw prébki losowej ktérym przypisano znak +, a W™ suma rang elementéw
probki, ktérym przypisano znak -.
e Test Wilcoxona moze by¢ stosowany tylko do rozktadéw ciaglych i symetrycznych.
e W zaleznoSci od hipotezy alternatywnej, zbiory krytyczne przyjmuja postac:
Hy: M > M,, C=(c,0),gdziePIWt>c)=a
Hy: M < My, C=(—00,c),gdziePWT <c)=a
H1: M # My, C=(—00,c1)U (cg,00), gdzie PWT <c1)=P(W™T > o) =a/2

Test Wilcoxona

Przyklad 20.4. W eksperymencie uzyskano dane:

1.51,1.35,1.69, 1.48, 1.29, 1.27, 1.54, 1.39, 1.45.

Przetestuj na poziomie istotnosci w = 0.05 hipotezg, ze mediana wynosi M = 1.4 wobec hipotezy alternatywnej, ze
jest rézna od tej wartosci.

HO:M =14,H,: M +#1.4,a = 0.05

Wartos¢ 1.51 135 1.69 148 129 127 154 139 141
zi=Ixi-14/ | 0.11 0.05 029 0.08 0.11 0.13 0.14 0.01 0.01
Znak + - + + - - + - +

Ranga 55 3 9 4 55 7 8 L5 15
e WT=29n=9C = (00,6)U(38,00)

e W & C - nie ma powodu do odrzucenia hipotezy Ho
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Test Wilcoxona: duza préba

e Dla duzej prébki losowej (n > 20), rozklad W™ przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy Hy : M = My ma
rozktad normalny o wartosci oczekiwanej i wariancji:

1 1
EWtl = —— Var[Wt =
W] dn(n+1) ar{W™] 2n(n+1)(2n+1)
e Zmienna losowa
B Wt — E[WT]
Var[W+]

ma wigc standardowy rozktad normalny.
e W zaleznoSci od hipotezy alternatywnej, zbiory krytyczne przyjmuja postaé:
Hy: M > My, C=(z(a),+0)
Hy: M < My, C=(-00,—2(a))
Hy : M # My, C = (—o0,—2(a)) U (2(a), +00)

Testy nieparametryczne réwnosci median dla dwéch niezaleznych préb losowych
e Czesto zachodzi potrzeba dokonania testu rownosci median dla dwéch niezaleznych préb z dwéch populacji

e Jedna préba jest préba kontrolng a druga eksperymentalna np. grupa pacjentéw ktérej podano testowany lek lub
grupa os6b poddana nowej metodzie nauki, ...

e Chcemy dokonaé testu hipotezy o braku wptywu czynnika obecnego w grupie eksperymentalnej na mediane
rozkladu jakiej$ pozadanej cechy wobec hipotezy alternatywnej méwiacej o wplywie tego czynnika na mediang.

e Niech m; i my beda medianami dwéch populacji. Dysponujemy prébami losowymi o liczebnosci n; z populacji
1 i liczebnosci ny z populacji 2.

Test znakow - réwnosci median dla dwéch niezaleznych préb losowych

Hy : m1 = mo na poziomie istotnosci o
e L.aczymy obie préby w jedna o liczebnosci ny + no

e Znajdujemy median¢ z facznej préby

W sytuacji gdy mediana jest réwna jednej z warto$ci odrzucamy ja (odpowiednio zmniejszajac o jeden n; lub
na. Niech ny + ng = 2k

Statystyka testowa: N, - liczba obserwacji pochodzacych z pierwszej préby wigkszych od mediany potaczonej
préby (powinno ich by¢ okolo ny /2

Rozklad statystyki NV, jest rozktadem hipergeometrycznym
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Zbiorami krytycznymi sa:
e dla Hy :my #ma C = (0,¢1)U(c2,k) P(N{ <c1)=P(N{ > ec2) = )2
e Hy:my>me C=(c,k) PN >c)=a
e Hi:my <mp C=(0,¢) PN <c)=a

Test znakéw - rownosci median dla dwoch niezaleznych préb losowych

Hy : m1 = mo na poziomie istotnosci o
e Dla duzych prébek (n; > 5, mg > 5) rozklad hipergeometryczny przyblizamy roztadem normalnym.

N+7’L1 NJrN*nan
+1 +1
E[Nl]_ Var[Nl]—m
gdzie Nt = N;"+ N, N~ =N; +N;, n=ni+n
[ ]
Ny — E[Ny']

7 -
Var[N]
Zbiorami krytycznymi sa:
e dlaHy:my #£me C=(—00,—z(a/2)) U (2(a/2),00)
o Hi:mi>my C=(2(x),0)

o Hi:mi <my C = (—00,—2())

Test znakéw - rownosci median dla dwoch niezaleznych préb losowych

Przyklad 20.5. Dane na temat zuzycia opon (w tys. km) dwéch producentow Ii II:

1:34,32,37,35,42, 43,47, 58,59, 62,69, 71, 78, 84

II: 39, 48, 54, 65, 70,76, 87,90, 111, 118, 126, 127

Przetestuj na poziomie istotnosci o = 0.05 hipotezg, ze mediana zuzycia opon od producenta II jest wigksza niz opon
od producenta I.

e Hy:mq=mo,Hy:mi <mg,a=0.05

e Poniewaz n; = 14 > 5 oraz ne = 12 > 5, wigc stosujemy przyblizenie normalne.

mediana z potaczonych prébek : 63.5
Znajdujemy: N, = 10, N;" =4,N; =3, Ny =9,— N~ =13, N* =13

e Wyznaczamy: E[N;"| = 7, Var[N;] = 1.68, 2 = —0.023,C = (= oo, —1.645)

Poniewaz z ¢ C', wigc nie ma powodu do odrzucenia hipotezy o réwnosci median w obu prébach.
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Test Wilcoxona - r6wnosci median dla dwéch niezaleznych proéb losowych

e Zat6zmy, ze mamy n; elementowa probke z populacji I oraz ny elementowa prébke z populcji 11

e Testujemy hipoteze o réwnosci median (Hy : m; = ma).

e Laczymy prébki w jedna o liczebnosci n; + ng i porzadkujemy rosnaco, ale pamigtajac, ktéry element pochodzi

z ktérej probki.
e Sumujemy rangi elementéw z prébki II - niech ta suma bedzie réwna R.

e Obliczamy warto$¢ statystyki testowej Wilcoxona
1
W=R-— Eng(ng +1)

e Zbiorami krytycznymi sa:
—dlaHy :my #mge C=(0,c1)U(ca,ning) PW <c1) =P(W > c2) = /2
- Hi:mi>mg C=(c,00) PW>c¢)=a
- Hi:mp<mg C=(0,¢) PW<c)=«

Test Wilcoxona - r6wnosci median dla dwéch niezaleznych proéb losowych

Przyklad 20.6. Ceny opon (w USD) podobnego typu dwéch producentéw wynosza odpowiednio:
I:85,99,100,110, 105, 87
II:67,69,70,93, 105,90, 110, 115

Wykonaj test sumy rang Wilcoxona z o = 0.05 do zweryfikowania hipotezy o réwnosci median, przy hipotezie

alternatywnej, ze mediany sa rézne.
e Hy:my=mo,Hy:ml#m2 a=0.05n; =6,ny =38
Wartos¢ | 67 69 70 8 8 90 93 99 100 105 105 110 110

Populacja | I I 1II I I I 1 I I I II I II
Ranga 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10.5 105 125 125

e R=56—W =20—W &C = (0,9) U (38,48)
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