3 Kombinatoryka

Prawdopodobieristwo kombinatoryczne zdarzenia A wymaga obliczenia iloci zdarzen elementarnych sprzyjajacych
temu zdarzeniu oraz liczebnosci przestrzeni zdarzen elementarnych 2. Ich 'reczne’ liczenie jest niepraktyczne. Dla-
tego stosowanie tego twierdzenia wymaga wypracowania technik obliczania liczebnosci konkretnych zbioréw zdarzen
elementarnych. Dzial matematyki zajmujacy si¢ tymi zagadnieniami nazywamy kombinatoryka.

e Wigkszo$¢ zagadnien kombinatorycznych daje si¢ sprowadzi¢ do kilku sposobéw wybierania rozréznialnych
elementéw z n-elementowego zbioru np. A = {ay,as,...,a,};

e Wszystkie obiekty makro§wiata sa potencjalnie rozréznialne;
e Takie same obiekty mozemy ponumerowac dzigki czemu staja si¢ rozr6znialne;

e Jesli po wykonaniu eksperymentu nie bedziemy zwraca¢ uwagi na numeracje, to musimy dojs¢ do tych samych
wynikéw ktdre otrzymamy bez rozrézniania takich samych obiektéw.

e Nierozréznialne obiekty pojawiaja si¢ w mechanice kwantowe;j.

Twierdzenie 3.1 (Eksperyment k-stopniowy).
Jesli jakis eksperyment mozna przedstawic jako k-stopniowq procedure, przy czym i-ta operacja moze by¢ wykonana
nal; (i=1,..., k) sposobow to eksperyment mozna wykonac na lls - - - lj, sposobow.

Przyklad 3.1 (Czterocyfrowe liczby parzyste).
Ile jest réznych czterocyfrowych liczb parzystych. Nalezy zatozy¢, ze zero nie wystgpuje na pierwszym miejscu a
kazda cyfra moze si¢ powtarza¢ dowolng ilos¢ razy.

Rozwiazanie.
Kolejne cyfry mozemy wybra¢ na 9,10,101 5 sposobéw zatem:

Liczba parzystych liczb czterocyfrowych =9 - 10 - 10 - 5 = 4500

Definicja 3.1 (Wariacje z powtdrzeniami).
Uporzadkowany ciag k-elementéw wybranych ze zbioru A ze zwracaniem nazywamy k-wyrazowa wariacjg z powto-
rzeniami.

Twierdzenie 3.2 (Wariacje z powtérzeniemi).
Liczba mozliwych k-wyrazowych wariacji z powtorzeniami elementow zbioru n-elementowego wynosi

VE =k
Dowad.
Jest to k-stopniowy eksperyment. i-ta operacja moze by¢ wykonana na [; = n sposobow.
Vfl:ll'lg"'lk:nk

O

Przyklad 3.2 (Liczba aminokwaséw).
Kazda trojka sposrdd czterech nukleotydow A, C, T' i G koduje jeden aminokwas w taiicuchu nici DNA. Ile jest
mozliwych a priori réznych aminokwas6w?

Rozwiazanie.
Kazda 3-wyrazowa wariacja z powt6rzeniami ze zbioru czterech nukleotydéw A = { A, C, T, G} potencjalnie koduje

jeden aminokwas. Ich liczba wynosi zatem Vj =43 =64
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Definicja 3.2 (Wariacje bez powtdrzen).
Uporzadkowany cigg k-elementéw wybranych ze zbioru A bez zwracania nazywamy k-wyrazowa wariacja bez po-
wtorzen.

Twierdzenie 3.3 (Wariacje bez powtdrzen).
Liczba mozliwych k-wyrazowych wariacji bez powtdrzeri elementow zbioru n-elementowego wynosi

Dowdd.
Jest to k-stopniowy eksperyment. i-ta operacja moze by¢ wykonanana l; = n — i + 1 sposobdw.

n!

Vi=l-lag---lg=n-(n-1) (n—k+1) =R

Definicja 3.3 (Permutacje bez powtdrzen).
Jesli k = n to wybieranie bez zwracania wyczerpuje wszystkie elementy zbioru n-elementowego.
Wariacje n-wyrazowe bez powtérzen elementéw ze zbioru n-elementowego nazywamy permutacjami bez powtorzen.

Definicja 3.4 (Permutacje z powtdrzeniami).

Uporzadkowany ciag k-elementéw wybranych ze zbioru A, przy czym kolejne elementy zbioru A powtarzaja si¢
odpowiednio k1, ko, ..., k, razy (k = ki + ko + --- + k,,), nazywamy k-wyrazowa permutacja z powtdrzeniami
odpowiednio k1, ko, . . ., ky,-krotnymi kolejnych elementéw zbioru A.

e W wariacjach z powtérzeniami elementy zbioru moga si¢ powtarza¢ dowolng ilos¢ razy;

e W permutacjach z powtdérzeniami krotnosci kazdego elementu sa Scisle okreslone.

Przyklad 3.3 (Stowo STATYSTYKA).
Ile réznych stéw mozna utozy¢ ze zbioru A = {S,T, A, Y, K} w ktérych kolejne litery powtarzaja si¢ doktadnie
2,3,2,2, 1-razy?

Rozwiazanie.
Rozwazmy permutacje bez powtdrzen 10-literowego zbioru rozréznialnych liter:

B ={51,52,1T1,T5,T3, A1, A2, Y1,Y2, K1 }

gdzie te same litery zostaly ponumerowane.
Po usunigciu numerdéw przyktadowa permutacja (z powtdrzeniami) jest stowo

STATYSTYKA

Stowo STATYSTYKA pojawi sig 2!-3!-2!-2!.1! razy wéréd permutacji elementéw zbioru B. Zatem liczba permutacji

z powtdrzeniami zbioru A wynosi:
10!

21.30-21-21- 1!
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Twierdzenie 3.4 (Permutacje z powtdérzeniami).

Liczba mozliwych k-wyrazowych permutacji n-elementowego zbioru z powtorzeniami, odpowiednio ki, ko, . .., k-
krotnymi kolejnych elementow tego zbioru wynosi (k = ki + ko + -+ - + ky)
Pk17k27~~~;kn — k!
k kil kol k!
Dowdad.
e Permutacje z powtérzeniami A = {a, as, . ..a, } odpowiednio k1, ks, . .., k,-krotne zastgpujemy:
e permutacjami bez powtérzeii B = {by,bo, - , b}, gdzie k; rozréznialnych elementéw zbioru B odpowiada

elementowi a;; k =Fki +ko+- -+ k,

e Kazda permutacja z powtdrzeniami zbioru A powtarza si¢ k1! - ko! - - - k,,!-krotnie wsréd permutacji bez powto-

rzen zbioru B. Zatem
P k!

P 1,250 05hm —
k Kol Kol ko)

Pk1 'Pk2"'Pk

n

O

Definicja 3.5 (Kombinacje bez powtdrzen).
Kazdy k-elementowy podzbidr zbioru A wybrany (w dowolnej kolejnosci) bez zwracania nazywamy kombinacja bez
powtérzen.

Twierdzenie 3.5 (Kombinacje bez powtdrzen).
Liczba mozliwych kombinacji bez powtorzeni k-elementowych ze zbioru n-elementowego wynosi

= (1)

e Kazda k-wyrazowa wariacja bez powtdrzen okresla jednoznacznie k-elementowy zbiér wybrany w jakims po-
rzadku;

Dowdad.

e Liczba sposobéw wyboru tych samych k-elementéw jest dana przez liczbg permutacji zbioru k-elementowego;

e Kazdej kombinacji k-elementowej odpowiada k! wariacji k-wyrazowych bez powtdrzen.

Ck—V—’{C— n! _(n
nop _k!(n—k)!_ k

O

Przyklad 3.4 (Ilos¢ ptaszczyzn).
Ile r6znych ptaszczyzn mozna poprowadzi¢ w przestrzeni trojwymiarowej przez cztery punkty, nie lezace w jednej
plaszczyznie?

Rozwiazanie.
Kazda tréjka punktéw wyznacza jedna ptaszczyzng. Roznych ptaszczyzn jest

4
C3 = =4
13
Definicja 3.6 (Kombinacje z powtérzeniami).
k-elementowa kombinacja z powtdrzeniami elementéw zbioru A nazywamy k-elementowy multizbidr ztozony z ele-
mentéw zbioru A. Multizbidr to rozszerzenie pojecia zbioru w ktérym kazdy element moze wystgpowac wiele razy.
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Przyklad 3.5 (kombinacje z powtérzeniami).
Jakie sa mozliwe wyniki rzutu trzema monetami ?

Rozwiazanie.
3-elementowymi kombinacjami z powtérzeniami zbioru A = {O, R} s multizbiory:

{0,0,0};{0,0,R};{O,R,R};{R, R, R}

Rozwiazanie.
3-elementowe kombinacje z powtérzeniami elementéw zbioru 2-elementowego A = {O, R} to r6zne sposoby roz-
mieszczenia 3 takich samych kulek w 2 pudetkach

{O’O’O}:‘OOOH; {O’O’R}:‘Oolo‘
{OaRvR}:‘C)'OO‘; {RvRvR}: Hooo‘

Ich liczebnos¢ to ilo$¢ mozliwych rozmieszczen trzech kulek na czterech dostgpnych pozycjach:

4
C3 = =4
3
Twierdzenie 3.6 (kombinacje z powtdrzeniami).
Liczba mozliwych k-elementowych kombinacji z powtdrzeniami elementow zbioru n-elemenetowego wynosi

—k n+k—1
="

e Na ile sposobéw £ takich samych kul mozna powktada¢ do n pudetek? Liczba kul w i-tym pudetku oznacza
liczbg powtérzen i-tego elementu zbioru A w kombinacji z powtérzeniami.

Dowad.

e ciag kkulin + 1 kresek |oo|[oocoo|o]|---|

o [lo$¢ mozliwych sposobéw rozmieszczen k kul na n + k£ — 1 mozliwych pozycjach:

—k n+k—1
Cr=Chan= (")

4 Przestrzenie rownie prawdopodobnych zdarzen elementarnych

Jesli juz umiemy przelicza¢ zbiory zdarzen elementarnych to druga trudnoscia jaka mozemy napotkac korzystajac z
twierdzenia o prawdopodobienistwie kombinatorycznym to upewnienie sig, ze spetnione sg zalozenia tego twierdzenia
czyli czy zdarzenia elementarne sa réwnie prawdopodobne.

Twierdzenie 4.1 (Eksperyment k-stopniowy).

Jesli jakis eksperyment mozna przedstawic jako k-stopniowq procedure, przy czym i-ta operacja moze by¢ wykonana
nal; (i =1,...,k) rownie prawdopodobnych sposobow to eksperyment mozna wykonac na l1ls - - - lj, rownie praw-
dopodobnych sposobow.

Rownie prawdopodobne zdarzenia elementarne to uporzqdkowane ciqgi wynikow kolejnych stopni eksperymentu.
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Twierdzenie 4.2 (Wariacje, permutacje i kombinacje bez powtérzen).

Jesli przy kazdym wybieraniu z n-elementowego zbioru o ktorym mowa w definicji wariacji, permutacji lub kombinacji
bez powtorzen, wybranie konkretnego elementu jest rownie prawdopodobne jak pozostatych to zdarzenia elementarne
bedqce wariacjami (permutacjami lub kombinacjami bez powtdrzen) sq rownie prawdopodobne.

Dowad.

e wariacje z powtérzeniami i bez powtdrzen oraz permutacje bez powtdrzen to uporzadkowane ciagi wynikéw
kolejnych stopni eksperymentu k-stopniowego. Zatem sa réwnie prawdopodobne;

e kazdej permutacji z powtérzeniami odpowiada taka sama liczba ( kq! - ko!- - k,!) réwnie prawdopodobnych
permutacji bez powtdrzen

P
ki,ka,ekn k
L N N
kil kol k)
e kazdej kombinacji bez powtdrzeri odpowiada taka sama liczba (k!) réwnie prawdopodobnych wariacji bezpow-
térzen .
V,
kE_ 'n
Cn = k!
O
Uwaga:

Na og6t kombinacjom z powtdérzeniami odpowiadajg rézne liczby réwnie prawdopodobnych uporzadkowanych cia-
géw wynikéw kolejnych losowan. Zatem kombinacje z powtdrzeniami na 0og6t nie sa réwnie prawdopodobne.

Przyklad 4.1 (dwukrotny rzut moneta).
Jakie jest prawdopodobiefistwo uzyskania jednego orta i jednej reszki w rzucie dwoma monetami.

Rozwiazanie.
e Losujemy ze wzracaniem dwa elementy ze zbioru A = {O, R}.
e Wariacje z powtérzeniami sa rownie prawdopodobne
Q=A{(0,R);(0,0); (R, R); (R, 0)}
2 p—
4

1
P{O.R)) = 7 = 3
e Nie interesuje nas kolejno$¢ w jakiej wypada orzet i reszka

Wl

Kombinacje z powtdérzeniami nie sa rownie prawdopodobne.

Przyklad 4.2 (Wybieranie kul z pudetka).
W pudetku znajduje si¢ b biatych i ¢ czarnych kul. Wyciagamy kolejno losowo n kul z pudetka. Jakie jest prawdopo-
dobienistwo, ze wsrdd nich jest dokladnie % kul czarnych? Rozpatrzmy losowanie bez zwracania oraz ze wzracaniem.

Rozwiazanie. Bez zwracania
Nie interesuje nas kolejnos¢ a kule si¢ nie powtarzaja zatem zdarzeniami elementarnymi réwnie prawdopodobnymi

begda kombinacje bez powtérzen.

n— c b
chcpt (D05
Ces (2
gdzie C* jest iloscia mozliwych wyboréw k kul z posréd ¢ kul czarnych, C7" " jest iloscia mozliwych wyboréw
pozostatych n — k kul z posréd b kul biatych a C'",; jest iloScia mozliwych wyboréw n kul z posréd ¢ + b kul.

P(k czarnych) =
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Rozwiazanie. Ze zwracaniem
Mozna sobie pomyslec, ze kule moga si¢ powtarza¢ zatem zderzeniami elementarnymi beda kombinacje z powtérze-
niami

—k —=n—k

c,-C

P(k czarnych) = —< " —
Oc+b

Jest to btad bo kombinacje z powtérzeniami na ogét nie sg réwnie prawdopodobne. Aby rozwigza¢ problem losowa-
nia ze zwracaniem nalezy zatozy¢ potencjalng rozréznialno$¢ kulek i przedstawié proces losowania jako n-stopniowy
eksperyment ktérego réwnie prawdopodobnymi zdarzeniami elementarnymi sa uporzadkowane wyniki kolejnych lo-
sowaf, czyli wariacjami z powtérzeniami.

vE TR ok kpn—k (1
P(k czarnych) = Ve ‘;ﬁl G = C(C+ b)(:)
c+b

Iloczyn Vf . V,’fﬁk okresla liczbg mozliwych uporzadkowan kul czarnych oraz (osobno) kul biatych. Musimy jeszcze
uwzgledni¢ rézne mozliwo$¢ rozmieszczen k kul czarnych posréd n — k kul bialych ich liczba jest iloScia kombinacji
bez powtérzen CF.

Rozwiazanie.
Ostatni wzor z powyzszego przyktadu mozemy przeksztatci¢ do postaci

()
(c+b)»

o) (&
- (c+b k( _c+b>n_k (:)
pr - )"’“(k)

gdzie p = 5 jest prawdopodobienistwem wylosowania czarnej kuli w pojedynczym losowaniu. Rozktad taki nazy-
wamy rozktadem dwumianowym i okresla on prawdopodobiefistwo uzyskania k sukceséw w n niezaleznych prébach,
z ktérych kazda ma stale prawdopodobiefistwo sukcesu réwne p. Tutaj przez sukces rozumiemy wylosowanie kuli

czarnej.

P(k czarnych) =
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Przyklad 4.3 (Uktady kart w pokerze).

Standardowa talia do gry w pokera sklada si¢ z 52 kart. Kazda karta ma dwie cechy: warto$¢ (jest ich 13) oaz ko-
lor (jest ich 4). Gracz otrzymuje 5 kart ktére si¢ nie powtarzaja a ich kolejno$¢ losowania nie jest istotna. Zatem
réwnie prawdopodobnymi zdarzeniami elementarnymi bed¢ kombinacje bez powtérzen 5 elementowe ze zbioru 52
elementowego.

Q= <552) = 2598 960

Jakie sa prawdopodobiefistwa otrzymania w pojedyficzym losowaniu punktowanych uktadéw kart?

Rozwiazanie.

e para kart tej samej wartoSci, pozostale karty maja ré6zne wartosci.

ity = ) <3>(-52<;§> O~ o 1

13) = 13 liczba mozliwych wartosci tworzacych pare

- (3) liczba mozliwych kombinacji koloréw wybranej pary
(12

- (;l) = 4 liczba mozliwych koloréw kazdej z pozostatych kart

e dwie pary o r6znych warto$ciach, pozostata karta musi mie¢ inna wartosc.

popary) - IO Q) _ s
@
13

5 ) liczba mozliwych kombinacji wartosci tworzacych dwie pary

(3) liczba mozliwych kombinacji koloréw w kazdej pary
(11

1 ) = 11 liczba mozliwych wartoSci pozostatej karty

(1) = 4 liczba mozliwych koloréw pozostatej karty

e strit, pig¢ kolejnych co do wartosci kart, ale nie tego samego koloru bo to juz poker. Kombinacja A,2,3,4,5 tez

jest stritem.
10((4)° - 4)
(%)

— 10 - liczba mozliwych kombinacji wartosci kart w stricie (najnizsza karta w stricie moze by¢: A,2,...,10

P(strit) = ~ 0,00392

- (411) = 4 liczba mozliwych koloréw kazdej karty w stricie

— 4 - liczba kombinacji koloréw prowadzacych do pokera
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