
Studia podyplomowe �In»ynieria oprogramowania�
wspóª�nansowane przez Uni¦ Europejsk¡ w ramach

Europejskiego Funduszu Spoªecznego

Projekt �Studia podyplomowe z zakresu wytwarzania

oprogramowania oraz zarz¡dzania projektami w �rmach

informatycznych� realizowany w ramach
Programu Operacyjnego Kapitaª Ludzki

Konstruowanie Baz Danych

Podstawy Matematyczne

Antoni Lig¦za
ligeza@agh.edu.pl

http://home.agh.edu.pl/~ligeza

http://home.agh.edu.pl/~ligeza/wiki



Konstruowanie baz danych: Matematyczne podstawy relacyjnych baz danych 2

Zbiory

Poj¦cie zbioru

Poj¦cie zbioru jest powszechnie stosowane w matematyce i w j¦zyku codzi-
ennym. Przyjmuje si¦, »e poj¦cia zbioru nie de�niuje si¦ (poj¦cie pierwotne).
Intuicyjnie, oznacza ono zestaw lub kolekcj¦ pewnych elementów. Zwykle
przyjmuje si¦, »e s¡ to elementy podobne, jednakowego typu. Jednak znane
s¡ próby de�nicji tego poj¦cia, np.

De�nicja 1 Przez zbiór rozumiemy zª¡czenie M okre±lonych rozró»nial-
nych obiektów naszego do±wiadczenia pogl¡dowego lub naszej wyobra¹ni w
jedn¡ caªo±¢ (Georg Cantor, 1845-1918).

Te rozró»nialne obiekty nazywamy wªa±nie elementami zbioru M .
Stosowana jest nast¦puj¡ca notacja:

• m ∈M : obiekt (element) m nale»y do zbioru M ,

• m 6∈M : obiekt (element) m nie nale»y do zbioru M ,

• M = {m1,m2, . . . ,mk}: zbiór M skªada si¦ (tylko i wyª¡cznie) z ele-
mentów m1,m2, . . . ,mk; przedstawiamy wyliczenie tych elementów,

• M = {m ∈ U : φ(m)}: zbiór M skªada si¦ tylko i wyª¡cznie z tych
elementów zbioru U (universum), które speªniaj¡ warunek (logiczny)
zde�niowany formuª¡ φ(m).

Kolejno±¢ elementów w zbiorze nie jest istotna. Ka»dy element zbioru mo»e
wyst¡pi¢ w nim tylko raz. Zbiory mog¡ by¢ sko«czone (k-elementowe, k ≥ 0)
lub niesko«czone. Zbiory mog¡ by¢ ci¡gªe lub dyskretne.
Liczb¦ elementów zbioru M oznaczamy przez ||M ||, card(M), lub #M .

c©Antoni Lig¦za
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Zbiory

De�niowanie zbiorów

Zbiory mog¡ by¢ de�niowane w nast¦puj¡cy sposób:

• ekstensjonalnie, tzn. poprzez wyliczenie wszystkich elementów,
np. {pon., wt., ±r., czw., pt., so., niedz.}, {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, lub
{a, b, c, . . . , x, y, z}, {1, 2, 3, . . .}, {1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, . . .},

• intensjonalnie, tzn. poprzez zde�niowanie wªasno±ci elementów, na-
jcz¦±ciej z pewnego uniwersum (tzn. zadanie dziedziny i warunku), np.
{n ∈ N : 2|n},

• rekurencyjnie, tzn. poprzez zde�niowanie pewnego elementu (elemen-
tów) bazowego i reguªy produkcji, np. x1 = 1, x2 = 1, xi = xi−1 + xi−2

dla i ≥ 3,

• za pomoc¡ operacji algebry zbiorów (zadawanie wtórne),

• za pomoc¡ operacji logicznych (zadawanie wtórne).

Operacje algebry zbiorów

Dwa zbiory X i Y s¡ równe X = Y , wtw. gdy ka»dy element X nale»y do
Y i na odwrót. Zbiór X jest podzbiorem (wªa±ciwym) zbioru Y wtw. ka»dy
element X nale»y do zbioru Y , co notujemy X ⊆ Y (X ⊂ Y gdy X 6= Y ).
Suma zbiorów: X ∪ Y = {x : x ∈ X ∨ x ∈ Y },
Iloczyn (przeci¦cie) zbiorów: X ∩ Y = {x : x ∈ X ∧ x ∈ Y },
Ró»nica zbiorów: X \ Y = {x : x ∈ X ∧ ¬x ∈ Y },
Dopeªnienie zbioru X (do uniwersum U): X = U \X.
Zbiór pusty oznaczamy przez ∅. Zbiór wszystkich podzbiorów U przez 2U .

c©Antoni Lig¦za
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Zbiory

Wybrane zbiory liczbowe

• N = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . .} � zbiór liczb naturalnych,

• P = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . .} � zbiór liczb caªkowitych dodatnich,

• Z = {0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . .} � zbiór liczb caªkowitych,

• Q = {m/n : m ∈ Z, n ∈ Z} � zbiór liczb wymiernych,

• R � zbiór liczb rzeczywistych,

Zachodzi:
P ⊂ N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R

2S � Zbiór wszystkich podzbiorów zbioru S (zbiór pot¦gowy).

card(2S) = 2n gdzie n = card(S)

Przedziaªy

• [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} � przedziaª obustronnie domkni¦ty,

• (a, b) = {x ∈ R : a < x < b} � przedziaª obustronnie otwarty,

• (a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b} � przedziaª lewostronnie otwarty i
prawostronnie domkni¦ty,

• [a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b} � przedziaª lewostronnie domkni¦ty i
prawostronnie otwarty.

c©Antoni Lig¦za



Konstruowanie baz danych: Matematyczne podstawy relacyjnych baz danych 5

Zbiory

Prawa algebry zbiorów

• X ∪ Y = Y ∪X � przemienno±¢ sumy,

• X ∩ Y = Y ∩X � przemienno±¢ iloczynu,

• (X ∪ Y ) ∪ Z = X ∪ (Y ∪ Z) � ª¡czno±¢ sumy,

• (X ∩ Y ) ∩ Z = X ∩ (Y ∩ Z) � ª¡czno±¢ iloczynu,

• X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z) = � rozdzielno±¢ sumy wzgl¦dem
iloczynu,

• X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z) � rozdzielno±¢ iloczynu wzgl¦dem
sumy,

• X ∪X = X, X ∩X = X � idempotentno±¢,

• X ∪ ∅ = X, X ∩ U = X � identyczno±¢; element neutralny,

• X ∪ U = U , X ∩ ∅ = ∅ � identyczno±¢; element przeciwny,

• X = X � prawo podwójnego dopeªnienia,

• X ∪X = U , X ∩X = ∅,

• U = ∅, ∅ = U ,

• X ∪ Y = X ∩ Y � prawo De Morgana dla dopeªnienia sumy,

• X ∩ Y = X ∪ Y , � prawa De Morgana dla dopeªnienia iloczynu.

c©Antoni Lig¦za
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Zbiory z powtórzeniami

Zbiory z powtórzeniami to zbiory w których identyczne elementy mog¡ wys-
t¦powa¢ wielokrotnie; inne stosowane nazwy to multizbiory lub wielozbiory.

De�nicja 2 Zbiorem z powtórzeniami M okre±lonym nad pewnym zbiorem
U nazywamy dowolny zbiór par {(rM(u), u) : u ∈ U, rM(u) ∈ N ∪ {0}},
gdzie rM jest funkcj¡ typu rM : U −→ N ∪ {0}.

Wielozbiory zapisywane s¡ w postaci M =
∑
rM(u) ∗ u lub jako zbiory par

postaci M = {(rM(u1), u1), (rM(u2), u2), . . . , (rM(uk), uk)} (dla rM(u) 6=
0). Liczb¦ rM(u) nazywa si¦ krotno±ci¡ elementu u w wielozbiorze M lub
wspóªczynnikiem repetycji. Suma zbiorów (teoriomnogo±ciowa):

M1 ∪M2 =
∑
u∈U

max(rM1
(u), rM2

(u)) ∗ u

Przeci¦cie (iloczyn teoriomnogo±ciowy):

M1 ∩M2 =
∑
u∈U

min(rM1
(u), rM2

(u)) ∗ u

Ró»nica zbiorów:

M1 \M2 =
∑
u∈U

max((rM1
(u)− rM2

(u)), 0) ∗ u

Dodawanie (suma arytmetyczna):

M1 +M2 =
∑
u∈U

(rM1
(u) + rM2

(u)) ∗ u

Mno»enie skalarne:

k ·M =
∑
u∈U

(k · rM(u)) ∗ u

Zawieranie:

M1 ⊆M2 wtw. ∀u ∈ U rM1
(u) ≤ rM2

(u)

Równo±¢:
M1 = M2 wtw. ∀u ∈ U rM1

(u) = rM2
(u).

c©Antoni Lig¦za
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Relacje

Poj¦cie relacji

Poj¦cie realacji jest stosowane zarówno w j¦zyku potocznym jak i w naukach
±cisªych. Intuicyjnie, relacja oznacza pewien zwi¡zek zachodz¡cy pomi¦dzy
dwoma lub wi¦cej elementami, inaczej � pewn¡ wªasno±¢ speªnian¡ przez
te elementy. Przykªadami tak rozumianej relacji mog¡ by¢ szeroko po-
jmowane zwi¡zki rodzinne (relacje rodzinne, relacje pokrewie«stwa), za-
le»no±ci sªu»bowe (relacje przeªo»ony � podwªadny), stosunki pomi¦dzy
pa«stwami (relacje mi¦dzypa«stwowe), itp. Relacje takie okre±lane s¡
poprzez nazw¦ kryj¡c¡ pewne znaczenie, okre±laj¡c¡ rodzaj zwi¡zku, a odnos-
zon¡ do elementów speªniaj¡cych t¡ relacj¦ (najcz¦±ciej dwóch).

Przykªady relacji rozumianej jako zwi¡zek lub wªasno±¢ zawarte s¡ np. w
nast¦puj¡cych stwierdzeniach:

Jest pi¦knie.

Adam ma brata.

Jan jest bratem Adama.

Jan jest ±rednim bratem Adama i Karola.

Powy»sze wªasno±ci stanowi¡ przykªady relacji zero-, jedno-, dwu- oraz
trzyargumentowych; nazw¦ realacji wyró»niono kursyw¡, imiona braci
stanowi¡ argumenty relacji. Tak rozumiane relacje mo»na de�niowa¢ na dwa
podstawowe sposoby: ekstensjonalnie, tzn. poprzez wyliczenie wszystkich
krotek (k-elementowych ci¡gów) tworz¡cych t¡ relacj¦ oraz intensjonalnie,
tzn. poprzez podanie warunku który musz¡ speªnia¢ elementy relacji, za-
zwyczaj podaj¡c równocze±nie uniwersum.

W istocie, relacja mo»e mie¢ dowoln¡ caªkowit¡, nieujemn¡ liczb¦ argu-
mentów. Relacjami najcz¦±ciej rozwa»anymi w matematyce s¡ relacje dwuar-
gumentowe (dwuczªonowe) stanowi¡ce klas¦ relacji dla których zedi�niowano
szereg istotnych wªasno±ci i znajduj¡cych szerokie zastosowanie.

c©Antoni Lig¦za
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Relacje dwuargumentowe

Iloczyn kartezja«ski dwóch zbiorów

De�nicja 3 Iloczynem kartezja«skim X × Y (dowolonych) zbiorów X oraz
Y nazywamy zbiór wszystkich par postaci (x, y), takich, »e x ∈ X i y ∈ Y ;
formalnie

X × Y = {(x, y) : x ∈ X ∧ y ∈ Y }. (1)

Liczba elementów iloczynu kartezja«skiego wynosi ||X|| · ||Y ||.
Przykªad

Niech X = {x1, x2, x3, x4} a Y = {y1, y2, y3}. Iloczyn kartezja«ski X × Y =
{(x1, y1), (x1, y2), (x1, y3), (x2, y1), (x2, y2), (x2, y3), (x3, y1), (x3, y2), (x3, y3),
(x4, y1), (x4, y2), (x4, y3)} ma 12 elementów.

Praktyczne znaczenie iloczynu kartezja±kiego: zawiera on wszystkie
mo»liwe poª¡czenia elementów pierwszego zbioru z elementami drugiego
zbioru.

De�nicja relacji dwuargumentowej

Poni»ej przedstawiono de�nicj¦ poj¦cia relacji dwuargumentowej. Relacja
taka nazywana jest równie» relacj¡ binarn¡ lub relacj¡ dwuczªonow¡.

De�nicja 4 Niech X oraz Y b¦d¡ dowolnymi zbiorami. Relacj¡ binarn¡
nazywamy ka»dy zbiór R b¦d¡cy podzbiorem iloczynu kartezja«skiego tych
zbiorów

R ⊆ X × Y. (2)

Sko«czone relacje binarne wygodnie jest przedstawia¢ w postaci tablic
dwuwymiarowych (macierzy), grafów lub tablic dwukolumnowych.

De�nicja 5 Relacj¡ odwrotn¡ do relacji R ⊆ X × Y nazywamy relacj¦
R−1 ⊆ Y ×X, R−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ R}.
c©Antoni Lig¦za
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Relacje dwuargumentowe

Struktura, de�niowanie, notacja

Relacja dwuargumentowa jest zbiorem par elementów, takich, »e pierwszy
element nale»y do zbioru X a drugi do zbioru Y . Elementy relacji posiadaj¡
zatem pewn¡ struktur¦ � w przypadku relacji binarnej s¡ ci¡gami o dªugo±ci
2. Powy»sza de�nicja ma charakter ekstensjonalny. Iloczyn kartezja«ski
X × Y tworzy pewne uniwersum. Relacj¦ R mo»na te» zada¢ intensjonalnie
(w tym uniwersum) poprzez zde�niowanie funkcji charakterystycznej relacji
lub formuªy logicznej de�niuj¡cej wªasno±¢ elementów relacji. Stosowana
notacja:

• (x, y) ∈ R (para (x, y) nale»y do relacji R),

• xRy (x speªnia relacj¦ R z y; tzw. notacja in�ksowa),

• R(x, y) (zachodzi relacja R od x, y; tzw. notacja pre�ksowa).

Dziedzina i przeciwdziedzina relacji

De�nicja 6 Zbiór
D(R) = {x : ∃y (x, y) ∈ R}

nazywany jest dziedzin¡ relacji R, a zbiór

D′(R) = {y : ∃x (x, y) ∈ R}

nazywany jest przeciwdziedzin¡ relacji R.

Dla dowolnej relacji R ⊆ X ×Y zachodzi wªasno±¢ R ⊆ D(R)×D′(R) oraz
D(R) ⊆ X i D′(R) ⊆ Y . Je»eli zatem zbiory X oraz Y nie s¡ zadane jawnie,
to mo»na przyj¡¢, »e uniwersum dla relacji R (zadawanej intensjonalnie)
stanowi zbiór D(R) × D′(R). Ma to istotne znaczenie praktyczne, np. dla
zapewnienia mo»liwo±ci konstruktywnego wyznaczenia dopeªnienia relacji.
c©Antoni Lig¦za
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Projekcja i rozszerzenie cylindryczne

Ze wzgl¦du na struktur¦ elementów (w postaci par) dla relacji de�niuje si¦
pewne specy�czne operacje wykraczaj¡ce poza klasyczn¡ algebr¦ zbiorów.

De�nicja 7 Niech R ⊆ X × Y b¦dzie dowoln¡ relacj¡. Rzutem (projekcj¡)
relacji πX(R) na zbiór X (analogicznie πY (R) na zbiór Y ) nazywamy zbiór

πX(R) = {x : ∃y (x, y) ∈ R}

oraz analogicznie
πY (R) = {y : ∃x (x, y) ∈ R}.

�atwo zauwa»y¢, »e w przypadku relacji dwuargumentowej πX(R) = D(R),
a πY (R) = D′(R). Zamiast πX(R) mo»na te» pisa¢ π1(R) (rzut na pierwsz¡
skªadow¡), a zamiast πY (R) mo»na pisa¢ π2(R) (rzut na drug¡ skªadow¡).
Operacja projekcji na wybran¡ skªadow¡ pozwala uzyska¢ specy�kacj¦ zbioru
elementów wchodz¡cych w relacj¦ zwi¡zanych z t¡ skªadow¡; powoduje ona
utrat¦ informacji o powi¡zaniach z elementami drugiego zbioru; nie jest zatem
operacj¡ odwracaln¡. Mo»na jednak zde�niowa¢ pewn¡ operacj¦ pozwalaj¡c¡
uzyska¢ pokrycie wszystkich mo»liwych relacji, które mogªyby po projekcji na
dan¡ skªadow¡ da¢ wynik identyczny z otrzymanym.

De�nicja 8 Niech R ⊆ X × Y b¦dzie dowoln¡ relacj¡, πX(R) jej rzutem
(projekcj¡) na zbiór X, a πY (R) rzutem na zbiór Y . Rozszerzeniem
cylindrycznym rzutu πX(R) (odpowiednio rzutu πY (R)) relacji R nazywamy
relacj¦ ρ(πX(R)) (odpowiednio ρ(πY (R))) okre±lon¡ jako

ρ(πX(R)) = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ πX(R)}

oraz odpowiednio

ρ(πY (R)) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ πY (R)}

tzn. rozszerzenie cylindryczne jest najwi¦ksz¡ relacj¡ zde�niowan¡ w X×Y ,
która w wyniku projekcji na pierwsz¡ skªadow¡ daje πX(R) (odpowiednio, na
drug¡ skªadow¡ daje πY (R)).

Mo»na zauwa»y¢, »e ρ(πX(R)) = πX(R)× Y oraz ρ(πY (R)) = X × πY (R).
c©Antoni Lig¦za
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Obci¦cie, dopeªnienie i domkni¦cie

De�nicja 9 Niech R b¦dzie dowoln¡ relacj¡ a U oraz V pewnymi zbiorami.
Lewostronnym obci¦ciem relacji R do zbioru U nazywamy zbiór

U |R = {(x, y) : (x, y) ∈ R ∧ x ∈ U}.

Prawostronnym obci¦ciem relacji R do zbioru V nazywamy zbiór

R|V = {(x, y) : (x, y) ∈ R ∧ y ∈ V }.

Obustronnym obci¦ciem relacji R do pary zbiorów U oraz V nazywamy zbiór

U |R|V = {(x, y) : (x, y) ∈ R ∧ x ∈ U ∧ y ∈ V }.

Operacje obci¦cia peªni¡ rol¦ ��ltrów� � poprzez odpowiedni dobór zbiorów
U oraz V z relacji R mo»na otrzyma¢ pewien interesuj¡cy nas podzbiór.

De�nicja 10 Niech R ⊆ X × Y b¦dzie dowoln¡ relacj¡. Dopeªnieniem
relacji R nazywamy relacj¦ R = (X × Y ) \R.

Dopeªnienie relacji stanowi jej uzupeªnienie do peªnego iloczynu kartez-
ja«skiego. Je»eli X, Y nie s¡ zadane jawnie, to dpeªnienie mo»na zde�niowa¢
jako R = (D(R)×D′(R)) \R.

Cz¦sto celowe jest uzupeªnienie zadanej reacji o pewne elementy, tak aby
uzyska¢ po»¡dane jej wªasno±ci, takie jak symetri¦ lub przechodnio±¢.

De�nicja 11 Niech R ⊆ X × X b¦dzie dowoln¡ relacj¡. Domkni¦ciem
symetrycznym relacji R nazywamy relacj¦ RS = R ∪ {(y, x) : (x, y) ∈ R}.

De�nicja 12 Niech R ⊆ X ×X b¦dzie relacj¡. Domkni¦ciem przechodnim
relacji R nazywamy relacj¦ R∗ b¦d¡c¡ najmniejszym zbiorem takim, »e:

• R ⊆ R∗,

• je»eli (x, y) ∈ R∗ oraz (y, z) ∈ R∗) to tak»e (x, z) ∈ R∗.

Powy»sza de�nicja ma charakter rekurencyjny. Domkni¦cie tranzytywne
relacji otrzymuje si¦ jako punkt staªy operacji doª¡czania par speªniaj¡cych
warunki de�ncji.
c©Antoni Lig¦za
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Obraz zbioru i zªo»enie relacji

Relacja dwuargumentowa mo»e by¢ traktowana jako pewnego rodzaju
przyporz¡dkowanie � elementom dziedziny przypisane s¡ elementy przeci-
wdziedziny; zatem relacja mo»e posªu»y¢ do konstrukcji zbioru elementów
przypisanych pewnemu podzbiorowi jej dziedziny.

De�nicja 13 Niech R b¦dzie dowoln¡ relacj¡, a U pewnym zbiorem.
Obrazem zbioru U poprzez relacj¦ R nazywamy zbiór

R ∗ U = {y : ∃x ∈ U (x, y) ∈ R}.

Zamiast R ∗ U stosowany równie» bywa zapis R(U). Obrazem dziedziny
relacji poprzez t¡ relacj¦ jest jej przeciwdziedzina. Analogicznie de�niuje si¦
przeciwobraz zbioru V poprzez relacj¦ R.

Poniewa» relacje mog¡ by¢ interpretowane jako odwzorowania, mo»na
zde�niowa¢ zªo»enie relacji które odpowiada poj¦ciu zªo»enia odwzorowa«.

De�nicja 14 Niech R ⊆ X×Y oraz S ⊆ U×V b¦d¡ dowolnymi relacjami.
Zªo»eniem relacji R oraz S nazywamy relacj¦

S ◦R = {(x, v) : ∃y ∈ Y ∩ U (x, y) ∈ R ∧ (y, v) ∈ S}.

Pot¦ga relacji: R1 = R, Rn+1 = Rn ◦ R. Zªo»enie relacji zawsze istnieje;
mo»e ono by¢ zbiorem pustym (je»eli Y ∩ U = ∅). Zªo»enie relacji jest
ª¡czne, ale nie jest przemienne. Operacja skªadania relacji pozwala ª¡czy¢
informacj¦ zawart¡ w dwóch relacjach poprzez utworzenie (wychwycenie)
zwi¡zku pomi¦dzy elementami skrajnymi relacji R i S przez wspólny ele-
ment wewn¦trzny y. Zªo»enie relacji sko«czonych mo»na otrzyma¢ poprzez
zestawienie elementów relacji R i S, ka»dy z ka»dym, przy czym dla ka»dej
pary elementów tych relacji maj¡cych zgodny element ª¡cz¡cy y tworzony
jest element relacji wynikowej; pary elementów relacji nie daj¡ce si¦ poª¡czy¢
nale»y pomin¡¢.
Przykªad Rozwa»my relacj¦ R = {(a, b), (a, c), (b, a), (b, d), (c, d)} oraz
relacj¦ S = {(b, a), (b, e), (c, f)}. Zªo»eniem relacji R oraz S jest relacja
S ◦R = {(a, a), (a, e), (a, f), }.
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Wªasno±ci relacji dwuargumentowych

Relacje dwuargumentowe mog¡ posiada¢ szereg interesuj¡cych wªasno±ci
nadaj¡cych im pewnego rodzaju regularno±¢. B¦dziemy rozwa»a¢ relacje
okre±lone w pewnym zbiorze X (typu R ⊆ X ×X).

De�nicja 15 Relacj¦ R ⊆ X × X nazywamy zwrotn¡ je»eli speªnia ona
nast¦puj¡cy warunek

∀x ∈ X (x, x) ∈ R (3)

De�nicja 16 Relacj¦ R ⊆ X ×X nazywamy przeciwzwrotn¡ je»eli speªnia
ona nast¦puj¡cy warunek

∀x ∈ X (x, x) 6∈ R (4)

De�nicja 17 Relacj¦ R ⊆ X×X nazywamy symetryczn¡ je»eli speªnia ona
nast¦puj¡cy warunek

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ R⇒ (y, x) ∈ R (5)

De�nicja 18 Relacj¦ R ⊆ X × X nazywamy asymetryczn¡ lub przeci-
wsymetryczn¡ je»eli speªnia ona nast¦puj¡cy warunek

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ R⇒ (y, x) 6∈ R (6)

De�nicja 19 Relacj¦ R ⊆ X×X nazywamy antysymetryczn¡ je»eli speªnia
ona nast¦puj¡cy warunek

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ R ∧ (y, x) ∈ R⇒ x = y (7)

De�nicja 20 Relacj¦ R ⊆ X × X nazywamy przechodni¡ lub tranzytywn¡
je»eli speªnia ona nast¦puj¡cy warunek

∀x, y, z ∈ X (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ R⇒ (x, z) ∈ R (8)

De�nicja 21 Relacj¦ R ⊆ X × X nazywamy spójn¡ je»eli speªnia ona
nast¦puj¡cy warunek

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ R ∨ (y, x) ∈ R (9)
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Relacje równowa»no±ci i klasy równowa»no±ci

De�nicja 22 Relacj¦, która jest zwrotna, symetryczna i przechodnia nazy-
wamy relacj¡ równowa»no±ciow¡ lub równowa»no±ci¡.

De�nicja 23 Niech R b¦dzie dowoln¡ relacj¡ równowa»no±ciow¡ okre±lon¡
w zbiorze X. Klas¡ abstrakcji (klas¡ równowa»no±ci) elementu x wzgl¦dem
relacji R nazywamy zbiór [x]R = {y : (x, y) ∈ R}.

Relacja równowa»no±ciowa dzieli zbiór w którym jest okre±lona na tzw.
klasy abstrakcji lub klasy równowa»no±¢i elementów tego zbioru wzgl¦dem
tej relacji.

De�nicja 24 Niech R b¦dzie dowoln¡ relacj¡ równowa»no±ciow¡ okre±lon¡
w zbiorze X. Klas¡ abstrakcji (klas¡ równowa»no±ci) elementu x wzgl¦dem
relacji R nazywamy zbiór [x]R = {y : (x, y) ∈ R}.

Twierdzenie 1 Niech R b¦dzie dowoln¡ relacj¡ równowa»no±ciow¡
okre±lon¡ w niepustym zbiorze X. Relacja R dzieli zbiór X na klasy
równowa»no±ci (wyznacza te klasy), przy czym speªnione s¡ nast¦puj¡ce
warunki:

• ∀x ∈ X [x]R 6= ∅ (klasy równowa»no±ci s¡ niepustymi podzbiorami X),

• ∀x, y ∈ X x 6= y ⇒ [x]R ∩ [y]R = ∅ (klasy równowa»no±ci s¡
rozª¡cznymi podzbiorami X),

•
⋃

x∈X [x]R = X (suma wszystkich klas równowa»no±ci daje caªy zbiór
X).

Mówimy wówczas, »e relacja R wyznacza podziaª (rozkªad) zbioru X na klasy
równowa»no±ci [x]R.

Ustanowienie relacji równowa»no±ci prowadzi do abstrakcji poprzez
uto»samienie pewnych elementów; korzy±ci¡ takiej abstrakcji jest ogranicze-
nie liczby rozpatrywanych elementów (redukcja rozmiarów zbioru).
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Relacje cz¦±ciowego porz¡dku

De�nicja 25 Relacj¦ R okre±lon¡ w zbiorze X, która jest zwrotna, an-
tysymetryczna i przechodnia nazywamy relacj¡ cz¦±ciowego porz¡dku w tym
zbiorze.

Relacja cz¦±ciowego porz¡dku pozwala porównywa¢ elementy zbioru i szere-
gowa¢ je wedªug pewnego kryterium; nie wszystkie elementy zbioru musz¡
by¢ porównywalne.

Przykªadami relacji cz¦±ciowego porz¡dku s¡ relacje zawierania si¦
zbiorów, wynikania logicznego (logicznej konsekwencji) w±ród formuª, itp.
Relacj¦ cz¦±ciowego porz¡dku oznacza si¦ cz¦sto symbolem �≤�.

Je»eli w zbiorze X okre±lono relacj¦ cz¦±ciowego porz¡dku R, to par¦
(X,R) nazywamy zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym (pisze si¦ (X,≤)).
Je»eli para (x, y) ∈ R to powiemy, »e x poprzedza y (x ≤ y).

Element x ∈ X nazywamy minimalnym, gdy nie jest on poprzedzany
przez »aden inny element zbioru X. Element x ∈ X nazywamy maksymal-
nym, gdy nie poprzedza on »adengo inego elementu zbioru X. Zauwa»my, »e
w danym zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym mo»e by¢ wiele elementów min-
imalnych (nieporównywalnych ze sob¡) oraz wiele elementów maksymalnych
(tak»e nieporównywalnych ze sob¡).

Je»eli pewien element poprzedza ka»dy element rozwa»anego zbioru,
to jest on nazywany elementem najmniejszym. Je»eli ka»dy element
rozwa»anego zbioru poprzedza pewien wybrany element tego zbioru, to jest
on nazywany elementem najwi¦szym. W zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym
(sko«czonym) element najmniejszy i najwi¦kszy mog¡ nie istnie¢ (np. gdy
jest wiele elementów minimalnych b¡d¹ maksymalnych).

Przykªady relacji ≤: zawieranie si¦ zbiorów (⊆), konsekwencja logiczna
(|=), uporz¡dkowanie hierarchiczne (drzewo), uporz¡dkowanie ci¡gów, wek-
torów, krotek.
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Relacja porz¡dku

De�nicja 26 Relacj¦ R okre±lon¡ w zbiorze X, która jest relacj¡ cz¦±-
ciowego porz¡dku (jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia) oraz do-
datkowo jest spójna nazywamy relacj¡ porz¡dku w tym zbiorze.

Relacj¦ cz¦±ciowego porz¡dku nazywa si¦ tak»e relacj¡ porz¡dku; wówczas
relacja porz¡dku okre±lana jest jako porz¡dek liniowy.

Relacja porz¡dku w danym zbiorze pozwala na porównywanie dowolnych
elementów tego zbioru i ustalenie który z nich poprzedza drugi element. W
sko«czonym zbiorze uporz¡dkowanym istnieje zawsze element najmniejszy
oraz element najwi¦kszy.

De�nicja 27 Niech (X,≤) b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym,
X ⊆ U . Element u ∈ U nazywany jest ograniczeniem dolnym zbioru X,
je»eli dla ka»dego x ∈ X zachodzi u ≤ x. Element u ∈ U nazywany jest
ograniczeniem górnym zbioru X, je»eli dla ka»dego x ∈ X zachodzi x ≤ u.

W danym zbiorze mo»e nie istnie¢ »aden element minimalny lub maksymalny.
Poj¦cia ograniczenia dolnego i ograniczenia górnego pozwalaj¡ �szacowa¢� od
doªu i od góry elementy tego zbioru. W±ród wszystkich ogranicze« dolnych
(górnych) celowe jest wyodr¦bnienie tego najwi¦kszego (najmniejszego), o ile
oczywi±cie, element taki istnieje.

De�nicja 28 Niech (X,≤) b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym,
X ⊆ U . Najwi¦ksze ograniczenie dolne i ∈ U nazywane jest kresem dol-
nym zbioru X (in�mum). Najmniejsze ograniczenie górne s ∈ U nazywane
jest kresem górnym zbioru X (supremum).

Je»eli w danym zbiorze X istnieje element najmniejszy (najwi¦kszy), to jest
on tak»e ograniczeniem dolnym (górnym) tego zbioru. Je»eli kres dolny
(górny) istnieje, to jest on okre±lony jednoznacznie. Kres dolny zbioru X
oznacza si¦ poprzez infX, a kres górny � poprzez supX.
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Elementy teorii krat

Poj¦cie kraty stanowi rowini¦cie poj¦cia zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego
(X,≤). W kratach istnieje nie tylko mo»liwo±¢ porównywania niektórych
elementów i ew. ich szeregowania, a tak»e wyszukiwania elementów mini-
malnych i maksymalnych, ale tak»e prowadzenia pewnych operacji na ele-
mentach, w szczególno±ci operacji sumy i iloczynu.

De�nicja 29 Niech (X,≤) b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym.
Je»eli dla dowolnych dwóch elementów x, y ∈ X istnieje kres dolny oraz kres
górny, to taki zbiór nazywamy krat¡. W zbiorze X de�niuje si¦ dziaªania
sumy jako x ∨ y = sup{x, y} oraz iloczynu jako x ∧ y = inf{x, y}.

Przykªady krat: zbiór wszystkich podzbiorów pewnego zbioru X wraz z
relacj¡ (sªabego) zawierania si¦ zbiorów (z dziaªaniami sumu i iloczynu
zbiorów), algebra Bool'a, zbiór krotek zoperacjami min oraz max, typy, itp.
Ka»dy zbiór (liniowo) uporz¡dkowany jest krat¡ (z dziaªaniami maksimum
i minimum). Nie wszystkie elementy kraty mo»na bezpo±rednio porówna¢;
zawsze jednak mo»na dla nich okre±li¢ kres górny i kres dolny.

Kraty mo»na przedstawia¢ za pomoc¡ grafu skierowanego. W¦zªy
odpowiadaj¡ elementom zbioru, a ªuki relacji cz¦±ciowego porz¡dku. Dla
ka»dych dwóch w¦zªów istniej¡ ±cie»ki zgodne ze skierowaniem grafu i ª¡cz¡ce
si¦ w dokªadnie jednym w¦¹le, oraz ±cie»ki przeciwne do skierowania grafu i
ª¡cz¡ce si¦ w dokªadnie jednym w¦¹le.

Krat¦ nazywamy zupeªn¡, je»eli ka»dy podzbiór X ′ ⊆ X ma kres dolny i
kres górny. W dowolnej kracie ka»dy niepusty i sko«czony podzbiór ma kres
górny i kres dolny. Ka»da krata sko«czona jest zupeªna. Krata zupeªna ma
kres górny i kres dolny. Kres górny przyj¦to oznacza¢ jako > a kres dolny
jako ⊥. Je»eli krata jest sko«czona, to elementy > oraz ⊥ nale»¡ do tej kraty.

Struktura kraty stawia sªabsze wymagania ni» struktura zbioru (liniowo)
uporz¡dkowanego, a jednocze±nie pozwala w sposób konstruktywny reali-
zowa¢ operacje supremum (sumy, alternatywy, max) lub in�mum (iloczynu,
koniunkcji, min). Przykªadem operacji sumy jest alternatywa logiczna.
Przykªadem operacji iloczynu jest koniunkcja logiczna.
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Relacje wieloargumentowe

De�nicja 30 Iloczynem kartezja«skim (n zbiorów) X1 × X2 × . . . × Xn

zbiorów X1, X2, . . . Xn nazywamy zbiór wszystkich n-elementowych ci¡gów
postaci (x1, x2, . . . , xn), takich »e x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . xn ∈ Xn; formalnie

X1 ×X2 × . . .×Xn = {(x1, x2, . . . , xn) : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . , xn ∈ Xn}.

Iloczyn kartezja«ski postaci X × X × . . . × X (n razy) nazywany jest
n-t¡ pot¦g¡ kartezja«sk¡ zbioru X i oznaczany jako Xn. Je»eli zbiory
X1, X2, . . . Xn s¡ sko«czone, liczba elementów zbioru Xi jest równa mi, i =
1, 2, . . . , n, to liczba elementów iloczynu kartezja«skiego X1×X2× . . .×Xn

wynosi
∏n

i=1mi.

De�nicja 31 Niech X1, X2, . . . Xn b¦d¡ dowolnymi zbiorami. Ka»dy zbiór
R b¦d¡cy podzbiorem iloczynu kartezja«skiego tych zbiorów, tj. taki, »e

R ⊆ X1 ×X2 × . . .×Xn (10)

nazywamy relacj¡ n-argumentow¡.

Relacja n-argumentowa jest zbiorem ci¡gów n-elementowych. Ich struk-
tura jest ustalona dla danej relacji � wszystkie ci¡gi b¦d¡ce jej elementami
musz¡ mie¢ t¡ sam¡ dªugo±¢. Ci¡gi te nazywane s¡ krotkami lub n-krotkami.
Na relacjach n-argumentowych mo»na wykonywa¢ dziaªania takie jak suma
zbiorów, przeci¦cie (iloczyn zwykªy), ró»nica zbiorów, dopeªnienie, itp. Dla
relacji obowi¡zuj¡ równie» poj¦cia równo±ci, zawierania, itp. Odpowiednio
rozszerza si¦ te» de�nicje projekcji, rozszerzenia cylindrycznego, obci¦cia,
dopeªnienia, obrazu zbioru i zªo»enia.

Iloczyn kartezja«ski U = X1 ×X2 × . . .×Xn tworzy pewne uniwersum.
Relacj¦ R okre±lon¡ w tym uniwersum mo»na zada¢ ekstensjonalnie lub in-
tensjonalnie, poprzez okre±lenie pewnego warunku, który speªniaj¡ elementy
nale»¡cych do niej par. Warunek taki, maj¡cy zazwyczaj posta¢ logiczn¡,
stanowi funkcj¦ charakterystyczn¡ relacji. Tak wi¦c relacja mo»e by¢ do
pewnego stopnia uto»samiana z pewn¡ funkcj¡ logiczn¡ � predykatem; tym
razem b¦dzie to predykat o n argumentach.
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Relacje n-argumentowe

Dla zapisania faktu, »e pewne elementy x1 ∈ X1, x2 ∈ X2 oraz xn ∈ Xn

tworz¡ ci¡g nale»¡cy do relacji R (jej krotk¦), stosowane mog¡ by¢ nast¦pu-
j¡ce zapisy:

• (x1, x2, . . . , xn) ∈ R (ci¡g x1, x2, . . . , xn) nale»y do relacji R),

• R(x1, x2, . . . , xn) (zachodzi relacja R od x1, x2, . . . , xn; tzw. notacja
pre�ksowa).

Powy»sze notacje s¡ równowa»ne; notacja in�ksowa nie jest stosowana w
przypadku relacji n-argumentowych. Powy»sze notacje s¡ równowa»ne.

Poniewa» przy de�niowaniu relacji R zbiory X1, X2, . . . Xn nie za-
wsze musz¡ by¢ zadane jawnie, mo»na zde�niowa¢ dziedzin¦ relacji n-
argumentowej ze wzgl¦du na i-ty argument, i = 1, 2, . . . , n.

De�nicja 32 Zbiór

Di(R) = {xi : ∃x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn (x1, x2, . . . , xn) ∈ R}

nazywany jest dziedzin¡ relacji R ze wzgl¦du na i-ty jej argument.

Dla dowolnej relacji n-argumentowej R zachodzi wªasno±¢ R ⊆ D1(R) ×
D2(R) × . . . × Dn(R) oraz Di(R) ⊆ Xi, i = 1, 2, . . . , n. Je»eli zbiory
X1, X2, . . . Xn nie s¡ zadane jawnie, mo»na przyj¡¢, »e uniwersum relacji
R stanowi zbiór D1(R) × D2(R) × . . . × Dn(R). Ma to istotne znaczenie
praktyczne, np. dla zapewnienia mo»liwo±ci konstruktywnego wyznaczenia
dopeªnienia relacji; jest ono wówczas okre±lone jako R, gdzie:

R = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ D1 ×D2 × . . .×Dn : (x1, x2, . . . , xn) 6∈ R}.

Intensjonalnie, je»eli relacja R jest okre±lona w pewnym uniwersum za po-
moc¡ warunku logicznego, to dopeªnienie tej relacji (w tym uniwersum)
mozna okre±li¢ poprzez negacj¦ tego warunku.
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Reprezentacja relacji n-argumentowych

Reprezentacja tablicowa

Rozwa»my n-argumentow¡ relacj¦ R postaci:

R = { (d1,1, d1,2, . . . d1,j, . . . d1,n)

(d2,1, d2,2, . . . d2,j, . . . d2,n)
...

...
...

...

(di,1, di,2, . . . di,j, . . . di,n)
...

...
...

...

(dm,1, dm,2, . . . dm,j, . . . dm,n)

}

Reprezentacja tablicowa tej relacji ma posta¢:

A1 A2 . . . Aj . . . An

d1,1 d1,2 . . . d1,j . . . d1,n

d2,1 d2,2 . . . d2,j . . . d2,n
... ... ... ...
di,1 di,2 . . . di,j . . . di,n
... ... ... ...

dm,1 dm,2 . . . dm,j . . . dm,n

(11)

W tablicy wprowadzono nazwy kolumn w postaci atrybutów A1, A2, . . . , An.
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Tablicowy zapis relacji: przykªady praktyczne

Pracownicy

ID_prac Nazwisko Imi¦ Data ur Stanowisko Dziaª Stawka

MT101 Abacki Adam 61-01-01 robotnik P10 550,00 zª

MT102 Abakowski Alojzy 61-01-02 robotnik P10 574, 00 zª

MT103 Adamski Antoni 61-01-03 robotnik P20 1275,00 zª

KT101 Aron Antonina 61-01-03 robotnik P10 575,00 zª

MU101 Batman Bogusªaw 67-02-13 kierownik P30 1224,00 zª

KU101 Celi«ska Mirosªawa 69-03-08 analityk F10 975,00 zª

MV101 Dioniziak Dariusz 71-10-17 v-prezes V 3000,00 zª

Dziaªy

ID_dziaªu Nazwa Lokalizacja Opis

P10 Produkcyjny 10 LB101 produkcja kasztanów

P20 Prodykcyjny 20 LB202 produkcja opakowa«

P30 Produkcyjny 30 ZA303 produkcja sznurka

P40 Produkcyjny 40 ZB404 produkcja tajna

F10 Finansowy 10 LA101 prowadzenie �nansów

K10 Kadry 10 LA102 sprawy kadrowe

V VIP-y LA007 kierownictwo

Pªace

ID_prac Miesi¡c Dni przepracowane Wynagrodzenie

MT101 stycze« 13 7150,00 zª

MT101 luty 7 3850,00 zª

MV101 stycze« 33 *****
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Grafy i drzewa

Grafy

De�nicja 33 Niech N oznacza zbiór w¦zªów, a R b¦dzie relacj¡ dwuargu-
mentow¡ w N , tzn. R ⊆ N ×N . Grafem nazywamy par¦ postaci

G = (N,R).

Je»eli relacja R jest symetryczna to graf G jest grafem nieskierowanym.
Je»eli relacja R jest asymetryczna to graf G jest grafem skierowanym.

De�nicja 34 Niech N oznacza zbiór w¦zªów, a L zbiór ªuków oraz niech
b¦d¡ dane dwie funkcje α : L −→ N , β : L −→ N . Grafem nazywamy
czwórk¦ postaci

G = (N,L, α, β).

Funkcje α i β de�niuj¡ poczatki i ko«ce ªuków.

Drzewa

De�nicja 35 Niech N oznacza zbiór w¦zªów. Drzewem T nazywamy graf
(skierowany) speªniaj¡cy nast¦pujace warunki:

• istnieje dokªadnie jeden wezeª n ∈ N nie bed¡cy nast¦pnikiem »adnego
wezªa,

• ka»dy inny wezeª m ∈ N jest nast¦pnikiem dla dokªadnie jednego w¦zªa,

• ka»dy w¦zeª m ∈ N ma 0, 1 lub wi¦cej nast¦pników.

W¦zeª n nazywany jest korzeniem drzewa (ang. root). W¦zªy nie posiadajace
nast¦pników nazywane sa li±ciami (ang. leaf nodes.
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