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Zbiory

Pojecie zbioru

Pojecie zbioru jest powszechnie stosowane w matematyce i w jezyku codzi-
ennym. Przyjmuje sie, ze pojecia zbioru nie definiuje sie (pojecie pierwotne).
Intuicyjnie, oznacza ono zestaw lub kolekcje pewnych elementow. Zwykle
przyjmuje sie, ze sa to elementy podobne, jednakowego typu. Jednak znane
sg proby definicji tego pojecia, np.

Definicja 1 Przez zbior rozumiemy ztgczenie M okreslonych rozroznial-
nych obiektow naszego doSwiadczenia poglgdowego lub naszej wyobrazini w
jedng catosé (Georg Cantor, 1845-1918).

Te rozroznialne obiekty nazywamy wtasnie elementami zbioru M.
Stosowana jest nastepujaca notacja:

e m € M: obiekt (element) m nalezy do zbioru M,
e m ¢ M: obiekt (element) m nie nalezy do zbioru M,

o M = {my,ma,...,my}: zbior M sktada si¢ (tylko i wylacznie) z ele-
mentow mq, mo, . .., my; przedstawiamy wyliczenie tych elementow,

o M ={m € U : ¢(m)}: zbior M sklada sie tylko i wylacznie z tych
elementéw zbioru U (universum), ktore spelniaja warunek (logiczny)
zdefiniowany formuta ¢(m).

Kolejnosé elementéw w zbiorze nie jest istotna. Kazdy element zbioru moze
wystapi¢ w nim tylko raz. Zbiory moga by¢ skoriczone (k-elementowe, k > 0)
lub nieskonczone. Zbiory moga by¢ ciggte lub dyskretne.

Liczbe elementow zbioru M oznaczamy przez ||M||, card(M), lub #M.

(©Antoni Ligeza
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Zbiory

Definiowanie zbiorow

Zbiory moga by¢ definiowane w nastepujacy sposob:

ekstensjonalnie, tzn. poprzez wyliczenie wszystkich elementow,
np. {pon.,wt., $r.,czw., pt., so.,niedz.}, {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, lub
{a,b,c,...,x,y,2},{1,2,3,...}, {1,2,3,5,7,11,13,17, .. .},

intensjonalnie, tzn. poprzez zdefiniowanie wlasnosci elementéw, na-
jezesciej z pewnego uniwersum (tzn. zadanie dziedziny i warunku), np.

{n € N :2|n},

rekurencyjnie, tzn. poprzez zdefiniowanie pewnego elementu (elemen-
tow) bazowego i reguty produkeji, np. 1 =1, x9 =1, ; = 201 + x;_2
dla ¢ > 3,

za pomoca operacji algebry zbioréw (zadawanie wtorne),

za pomocy, operacji logicznych (zadawanie wtorne).

Operacje algebry zbiorow

Dwa zbiory X 1Y sa rowne X =Y, wtw. gdy kazdy element X nalezy do
Y ina odwr6t. Zbior X jest podzbiorem (wlasciwym) zbioru YV wtw. kazdy
element X nalezy do zbioru Y, co notujemy X C V(X C Y gdy X #Y).
Suma zbioréw: X UY ={z:z € X Vz e Y},

Iloczyn (przeciecie) zbioréw: X NY ={z:z€ X Az €Y},

Roznica zbiorow: X \Y ={z:z € X A—z €Y},

Dopelnienie zbioru X (do uniwersum U): X =U \ X.

Zbiér pusty oznaczamy przez (). Zbiér wszystkich podzbiorow U przez 2Y.

(©Antoni Ligeza
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Zbiory

Wybrane zbiory liczbowe

e N=1{0,1,2,3,4,5,6,7,...} — zbior liczb naturalnych,

o P=1{1,23,4,56,7,...} —zbior liczb catkowitych dodatnich,
e 7={0,1,—-1,2,-2,3,-3,...} — zbior liczb catkowitych,

e Q={m/n: m e Z,neZ} - zbior liczb wymiernych,

e R — zbior liczb rzeczywistych,

Zachodzi:
PCcNCZcCcQcCR

25 — Zbior wszystkich podzbioréw zbioru S (zbiér potegowy).

card(2%) = 2" gdzie n = card(S)

Przedzialy

e [a,b] ={x € R: a <x <b} - przedzial obustronnie domkniety,
e (a,b) ={x € R: a < x < b} — przedzial obustronnie otwarty,

o (a,b) = {r € R: a < x < b} — przedzial lewostronnie otwarty i
prawostronnie domkniety,

o [a,b) ={z € R: a < x < b} — przedzial lewostronnie domkniety i
prawostronnie otwarty.

(©Antoni Ligeza
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Zbiory

Prawa algebry zbioréow

e XUY =Y UX - przemiennos¢ sumy,

e XNY =Y NX - przemienno$é iloczynu,

e (XUY)UZ=XU(YUZ) - lacznosé sumy,

e (XNY)NZ=XnN((YNZ) - ltacznos¢ iloczynu,

e XU(YNZ)=(XUY)N(XUZ) = - rozdzielnos¢ sumy wzgledem
iloczynu,

e XN(YUZ)=(XNY)U (X NZ) - rozdzielnosé iloczynu wzgledem

sumy,
e XUX =X, XNX =X - idempotentnos¢,

e XUD=X, XNU = X - identycznos¢; element neutralny,
e XUU =U, XNO =0 - identycznosé; element przeciwny,
o X =X prawo podwojnego dopelnienia,

e XUX=U,XNX =0,

e U=0,0=U,
e XUY =X NY - prawo De Morgana dla dopetnienia sumy,
e XNY =XUY,  prawa De Morgana dla dopelnienia iloczynu.

(©Antoni Ligeza
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Zbiory z powtdrzeniami

Zbiory 7 powtorzeniami to zbiory w ktorych identyczne elementy moga wys-
tepowaé wielokrotnie; inne stosowane nazwy to multizbiory lub wielozbiory.

Definicja 2 Zbiorem z powtdrzeniami M okreslonym nad pewnym zbiorem
U nazywamy dowolny zbior par {(ry(u),u) : uw € Uyry(u) € N U{0}},
gdzie ryp jest funkcja typu ray U — N U {0}.

Wielozbiory zapisywane sa w postaci M = > ry(u) * u lub jako zbiory par

postaci M = {(TM(ul)a u1)7 (TM(uQ)v u2)7 SRR (TM(uk‘)? uk)} (dla TM(U) 7é
0). Liczbe ry(u) nazywa sie krotnoscig elementu u w wielozbiorze M lub
wspdtezynnikiem repetycji. Suma zbioréw (teoriomnogosciowa):
My UM, = Zma:c(er(u),rMQ(u)) * U
uel
Przeciecie (iloczyn teoriomnogo$ciowy):
MyN M, = Z min (7, (w), rag(w)) * u
uelU
Réznica zbiorow:
M\ My = Zmax((er(u) — (1)), 0) * u
uelU
Dodawanie (suma arytmetyczna):
My + My = Z(TMl(U) + ran(u)) xu
uelU
Mnozenie skalarne:
ke M= (k-ry(u)=u
uelU

Zawieranie:
M, C My wtw. Yu € U 1y, (u) < rar, ()

Ro6wnos¢:
My = My wtw. Yu e U ry,(u) = rag,(u).

(©Antoni Ligeza
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Relacje

Pojecie relacji

Pojecie realacji jest stosowane zarowno w jezyku potocznym jak i w naukach
Scistych. Intuicyjnie, relacja oznacza pewien zwiazek zachodzacy pomiedzy
dwoma lub wiecej elementami, inaczej — pewna wlasnos¢ spetniana przez
te elementy. Przykladami tak rozumianej relacji moga by¢ szeroko po-
jmowane zwiazki rodzinne (relacje rodzinne, relacje pokrewieristwa), za-
leznosci stuzbowe (relacje przetozony — podwladny), stosunki pomiedzy
panistwami (relacje miedzyparistwowe), itp. Relacje takie okreslane sa
poprzez nazwe kryjaca pewne znaczenie, okreslajaca rodzaj zwiazku, a odnos-
zona do elementéw spelniajacych ta relacje (najczesciej dwoch).

Przyktady relacji rozumianej jako zwiazek lub wtasnos¢ zawarte sa np. w
nastepujacych stwierdzeniach:

Jest pieknie.

Adam ma brata.

Jan jest bratem Adama.

Jan jest srednim bratem Adama i Karola.

Powyzsze wlasnosci stanowia przyktady relacji zero-, jedno-, dwu- oraz
trzyargumentowych; nazwe realacji wyrézniono kursywa, imiona braci
stanowia argumenty relacji. Tak rozumiane relacje mozna definiowaé¢ na dwa
podstawowe sposoby: ekstensjonalnie, tzn. poprzez wyliczenie wszystkich
krotek (k-elementowych ciagow) tworzacych ta relacje oraz intensjonalnie,
tzn. poprzez podanie warunku ktory musza spetnia¢ elementy relacji, za-
zwyczaj podajac rownoczesnie uniwersum.

W istocie, relacja moze mie¢ dowolng catkowita, nieujemng liczbe argu-
mentoéw. Relacjami najczesciej rozwazanymi w matematyce sa relacje dwuar-
gumentowe (dwucztonowe) stanowiace klase relacji dla ktorych zedifiniowano
szereg istotnych wlasnosci i znajdujacych szerokie zastosowanie.

(©Antoni Ligeza
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Relacje dwuargumentowe

Iloczyn kartezjanski dwoch zbioréow

Definicja 3 Iloczynem kartezjariskim X x 'Y (dowolonych) zbioréw X oraz
Y nazywamy zbior wszystkich par postaci (x,y), takich, ze x € X iy € Y;
formalnie

XxY={(z,y):xe X NyeY} (1)

Liczba elementow iloczynu kartezjanskiego wynosi || X|| - ||Y]]-

Przyklad
Niech X = {x1, 9, 23,24} a Y = {y1,v2,y3}. lloczyn kartezjanski X x Y =
{(561, yl)v (3:17 y2)7 (5517 y3>v (va yl)? (x27 y2>7 ($2; ?JS): (537 yl)? (xii; y2)7 (3337 y3)7
(x4,91), (T4,Y2), (T4, y3)} ma 12 elementow.

Praktyczne znaczenie iloczynu kartezjaskiego: zawiera on wszystkie
mozliwe polaczenia elementéow pierwszego zbioru z elementami drugiego
zbioru.

Definicja relacji dwuargumentowej

Ponizej przedstawiono definicje pojecia relacji dwuargumentowej. Relacja
taka nazywana jest réwniez relacjg binarng lub relacjg dwucztonowg.

Definicja 4 Niech X oraz Y bedg dowolnymi zbiorami. Relacjqg binarng
nazywamy kazdy zbior R bedgcy podzbiorem iloczynu kartezjanskiego tych
zbiorow

RCXxY. (2)

Skoniczone relacje binarne wygodnie jest przedstawia¢ w postaci tablic
dwuwymiarowych (macierzy), graféw lub tablic dwukolumnowych.

Definicja 5 Relacjg odwrotng do relacii R C X X Y nazywamy relacje
RTCYxX, R ={(y.7) : (x,y) € R}.

(©Antoni Ligeza
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Relacje dwuargumentowe

Struktura, definiowanie, notacja

Relacja dwuargumentowa jest zbiorem par elementéw, takich, ze pierwszy
element nalezy do zbioru X a drugi do zbioru Y. Elementy relacji posiadaja
zatem pewng strukture — w przypadku relacji binarnej sa ciggami o dtugodci
2. Powyzsza definicja ma charakter ekstensjonalny. Iloczyn kartezjanski
X XY tworzy pewne uniwersum. Relacje R mozna tez zadaé intensjonalnie
(w tym uniwersum) poprzez zdefiniowanie funkcji charakterystycznej relacji
lub formuty logicznej definiujacej wlasno$é elementow relacji. Stosowana
notacja:

e (z,y) € R (para (z,y) nalezy do relacji R),
e xRy (z spelnia relacje R z y; tzw. notacja infiksowa),

e R(z,y) (zachodzi relacja R od z, y; tzw. notacja prefiksowa).

Dziedzina 1 przeciwdziedzina relacji

Definicja 6 Zbior
D(R) ={z: 3y (z,y) € R}

nazywany jest dziedzing relacyi R, a zbior
D'(R)={y: 3z (z,y) € R}

nazywany jest przeciwdziedzing relacyi R.

Dla dowolnej relacji R C X X Y zachodzi whasnos¢ R C D(R) x D'(R) oraz
D(R) C X iD'(R) CY. Jezeli zatem zbiory X oraz Y nie sa zadane jawnie,
to mozna przyja¢, ze uniwersum dla relacji R (zadawanej intensjonalnie)
stanowi zbior D(R) x D'(R). Ma to istotne znaczenie praktyczne, np. dla

zapewnienia mozliwosci konstruktywnego wyznaczenia dopelnienia relacji.
(©Antoni Ligeza
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Projekcja i1 rozszerzenie cylindryczne

Ze wzgledu na strukture elementéw (w postaci par) dla relacji definiuje sie
pewne specyficzne operacje wykraczajace poza klasyczna algebre zbiorow.

Definicja 7 Niech R C X X Y bedzie dowolng relacjg. Rzutem (projekcjq)
relacji mx (R) na zbior X (analogicznie my (R) na zbior'Y ) nazywamy zbior

mx(R) ={z: Jy (z,y) € R}

oraz analogicznie
my(R) ={y: 3z (z,y) € R}.

FLatwo zauwazy¢, ze w przypadku relacji dwuargumentowej mx(R) = D(R),
a my(R) = D'(R). Zamiast mx(R) mozna tez pisa¢ m(R) (rzut na pierwsza
sktadowa), a zamiast 7y (R) mozna pisa¢ m(R) (rzut na druga skladowa).
Operacja projekcji na wybrang sktadowa pozwala uzyska¢ specyfikacje zbioru
elementow wchodzacych w relacje zwigzanych z ta sktadows; powoduje ona
utrate informacji o powiazaniach z elementami drugiego zbioru; nie jest zatem
operacja odwracalna. Mozna jednak zdefiniowaé pewna operacje pozwalajaca
uzyskac¢ pokrycie wszystkich mozliwych relacji, ktore mogtyby po projekcji na
dang sktadowa da¢ wynik identyczny z otrzymanym.

Definicja 8 Niech R C X X Y bedzie dowolng relacjq, mx(R) jej rzutem
(projekcig) na zbior X, a my(R) rzutem na zbior Y. Rozszerzeniem
cylindrycznym rzutu wx (R) (odpowiednio rzutu wy (R)) relacji R nazywamy
relacje p(mx(R)) (odpowiednio p(my(R))) okreslong jako

p(rx(R)) ={(x,y) € X XY :x € nx(R)}
oraz odpowiednio
p(ry(R)) ={(z,y) € X xY 1y € my(R)}

tzn. rozszerzenie cylindryczne jest najwicksza relacjg zdefiniowang w X XY,
ktora w wyniku projekcji na pierwszq sktadowq daje wx (R) (odpowiednio, na
drugq sktadowq daje my (R)).

Mozna zauwazy¢, ze p(rx(R)) = nx(R) X Y oraz p(ny(R)) = X X 7y (R).
(©Antoni Ligeza
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Obciecie, dopelnienie 1 domkniecie

Definicja 9 Niech R bedzie dowolng relacjg a U oraz V' pewnymi zbiorams.
Lewostronnym obcieciem relacji R do zbioru U nazywamy zbior

UR=A{(z,y): (r,y) € RANx € U}.
Prawostronnym obcieciem relacyi R do zbioru V' nazywamy zbior
RV ={(z,y) : (z,y) e RNy e V}.
Obustronnym obcieciem relacyi R do pary zbiorow U oraz V' nazywamy zbior
UIRIV ={(z,y) : (z,y) e RANx e UANy eV}

Operacje obciecia petnia role filtrow” — poprzez odpowiedni doboér zbioréw
U oraz V z relacji R mozna otrzymaé¢ pewien interesujacy nas podzbior.

Definicja 10 Niech R C X X Y bedzie dowolng relacjg. Dopetnieniem
relacji R nazywamy relacje R = (X x YY)\ R.

Dopetnienie relacji stanowi jej uzupetnienie do pelnego iloczynu kartez-
janskiego. Jezeli X, Y nie s zadane jawnie, to dpetnienie mozna zdefiniowaé
jako R = (D(R) x D'(R)) \ R.

Czesto celowe jest uzupelnienie zadanej reacji o pewne elementy, tak aby
uzyska¢ pozadane jej wtasnosci, takie jak symetrie lub przechodniosé.

Definicja 11 Niech R C X x X bedzie dowolng relacjg. Domknieciem
symetrycznym relacji R nazywamy relacje R° = RU{(y,z) : (x,y) € R}.
Definicja 12 Niech R C X x X bedzie relacjg. Domknieciem przechodnim
relacyi R nazywamy relacje R* bedgcg najmniejszym zbiorem takim, ze:

o R C R*,

o jezeli (x,y) € R* oraz (y,z) € R*) to takze (z,2) € R*.
Powyzsza definicja ma charakter rekurencyjny. Domkniecie tranzytywne
relacji otrzymuje sie jako punkt staly operacji dotaczania par spetniajacych

warunki defincji.
(©Antoni Ligeza
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Obraz zbioru i zlozenie relacji

Relacja dwuargumentowa moze byé traktowana jako pewnego rodzaju
przyporzadkowanie — elementom dziedziny przypisane sa elementy przeci-
wdziedziny; zatem relacja moze postuzyé¢ do konstrukeji zbioru elementow
przypisanych pewnemu podzbiorowi jej dziedziny.

Definicja 13 Niech R bedzie dowolng relacjg, a U pewnym zbiorem.
Obrazem zbioru U poprzez relacje R nazywamy zbior

RxU={y:3x €U (x,y) € R}.

Zamiast R % U stosowany rowniez bywa zapis R(U). Obrazem dziedziny
relacji poprzez ta relacje jest jej przeciwdziedzina. Analogicznie definiuje sie
przeciwobraz zbioru V' poprzez relacje R.

Poniewaz relacje moga by¢ interpretowane jako odwzorowania, mozna
zdefiniowac ztozenie relacji ktore odpowiada pojeciu ztozenia odwzorowan.

Definicja 14 Niech R C X XY oraz S C U XV bedqg dowolnymi relacjams.
Ztozeniem relacyi R oraz S nazywamy relacje

SoR=A{(z,v):yeYNU (z,y) € RN (y,v) € S}.

Potega relacji: R = R, R"™! = R" o R. Zlozenie relacji zawsze istnieje;
moze ono by¢ zbiorem pustym (jezeli Y N U = (). Zlozenie relacji jest
taczne, ale nie jest przemienne. Operacja sktadania relacji pozwala taczyc
informacje zawarta w dwoch relacjach poprzez utworzenie (wychwycenie)
zwiazku pomiedzy elementami skrajnymi relacji R 1 S przez wspoélny ele-
ment wewnetrzny y. Ztozenie relacji skoriczonych mozna otrzymaé poprzez
zestawienie elementow relacji R 1 S, kazdy z kazdym, przy czym dla kazdej
pary elementow tych relacji majacych zgodny element taczacy y tworzony
jest element relacji wynikowej; pary elementow relacji nie dajace sie potaczyé
nalezy pominac.

Przyklad Rozwazmy relacje R = {(a,b),(a,c),(b,a),(b,d),(c,d)} oraz
relacje S = {(b,a),(b,e),(c, f)}. Zlozeniem relacji R oraz S jest relacja
SoR={(a,a),(a,e),(a, f), }.

(©Antoni Ligeza
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Wilasnosci relacji dwuargumentowych

Relacje dwuargumentowe moga posiadaé szereg interesujacych wtasnosci
nadajacych im pewnego rodzaju reqularno$é. Bedziemy rozwazaé relacje
okreslone w pewnym zbiorze X (typu R C X x X).

Definicja 15 Relacje R C X X X nazywamy zwrotng jezeli spetnia ona
nastepujgcy warunek
Vee X (z,x) €ER (3)

Definicja 16 Relacje R C X X X nazywamy przeciwzwrotng jezeli spetnia
ona nastepujgcy warunek
Vee X (x,z2) € R (4)

Definicja 17 Relacje R C X X X nazywamy symetryczng jezeli spetnia ona
nastepujgcy warunek

Ve,y e X (z,y) € R= (y,x) € R (5)
Definicja 18 Relacje R C X X X nazywamy asymetryczng lub przeci-
wsymetryczng jezeli spetnia ona nastepujgcy warunek

Ve,ye X (z,y) e R= (y,x) € R (6)
Definicja 19 Relacje R C X X X nazywamy antysymetryczng jezeli spetnia
ona nastepujgcy warunek

Ve,ye X (x,y) e RAN(y,z) e R=>x =y (7)

Definicja 20 Relacje R C X X X nazywamy przechodnig lub tranzytywng
jezeli spetnia ona nastepujgcy warunek

Ve,y,z€ X (z,y) € RA(y,2) € R= (x,2) € R (8)

Definicja 21 Relacje R C X X X nazywamy spojng jezeli spetnia ona
nastepujgcy warunek

Vo,y € X (v,y) € RV (y,7) €ER (9)

(©Antoni Ligeza
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Relacje ré6wnowaznosci 1 klasy réwnowaznos$ci

Definicja 22 Relacje, ktora jest zwrotna, symetryczna @ przechodnia nazy-
wamy relacjg rownowaznosciowq lub rownowaznosciq.

Definicja 23 Niech R bedzie dowolng relacjg rownowazno$ciowq okreslong
w zbiorze X . Klasq abstrakcji (klasq rownowazno$ci) elementu x wzgledem
relacji R nazywamy zbior [z]gr = {y : (z,y) € R}.

Relacja rownowaznosciowa dzieli zbior w ktérym jest okreSlona na tzw.
klasy abstrakcyi lub klasy rownowazno$éi elementow tego zbioru wzgledem
tej relacji.

Definicja 24 Niech R bedzie dowolng relacjg rownowazno$ciowq okreslong
w zbiorze X . Klasq abstrakcji (klasq rdwnowaznosci) elementu x wzgledem
relacji R nazywamy zbior [x|r = {y : (x,y) € R}.

Twierdzenie 1 Niech R bedzie dowolng relacjg rownowaznosciowq
okreslong w niepustym zbiorze X. Relacja R dzieli zbior X na klasy
rownowaznosci (wyznacza te klasy), przy czym spetnione sq nastepujgce
warunks:

o Vr € X [x]g # 0 (klasy réwnowaznodci sq niepustymi podzbiorami X ),

eVr,y € X x # vy = [zlgN]ylg = 0 (klasy rdwnowaznosci sq
roztgeznymi podzbiorami X ),

o U,cxlzlr = X (suma wszystkich klas rownowaznosci daje caty zbior

X).

Mowimy wowczas, ze relacja R wyznacza podzial (rozktad) zbioru X na klasy
rownowaznosci [x]g.

Ustanowienie relacji réwnowaznosci prowadzi do abstrakcji poprzez
utozsamienie pewnych elementow; korzyscig takiej abstrakeji jest ogranicze-
nie liczby rozpatrywanych elementow (redukcja rozmiaréw zbioru).
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Relacje czesSciowego porzadku

Definicja 25 Relacje R okreslong w zbiorze X, ktora jest zwrotna, an-
tysymetryczna 1 przechodnia nazywamy relacjg czesciowego porzgdku w tym
zbiorze.

Relacja czesciowego porzadku pozwala poréwnywaé elementy zbioru i szere-
gowal je wedlug pewnego kryterium; nie wszystkie elementy zbioru musza
by¢ porownywalne.

Przyktadami relacji czesciowego porzadku sa relacje zawierania sie
zbiorow, wynikania logicznego (logicznej konsekwencji) wsrod formul, itp.
Relacje czesciowego porzadku oznacza sie czesto symbolem ,, <.

Jezeli w zbiorze X okreslono relacje czesciowego porzadku R, to pare
(X, R) nazywamy zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym (pisze sie (X, <)).
Jezeli para (x,y) € R to powiemy, ze z poprzedza y (x < y).

Element z € X nazywamy minimalnym, gdy nie jest on poprzedzany
przez zaden inny element zbioru X. Element x € X nazywamy maksymal-
nym, gdy nie poprzedza on zadengo inego elementu zbioru X. Zauwazmy, ze
w danym zbiorze czesciowo uporzadkowanym moze by¢ wiele elementéw min-
imalnych (nieporownywalnych ze soba) oraz wiele elementow maksymalnych
(takze nieporéwnywalnych ze soba).

Jezeli pewien element poprzedza kazdy element rozwazanego zbioru,
to jest on nazywany elementem naymniejszym.  Jezeli kazdy element
rozwazanego zbioru poprzedza pewien wybrany element tego zbioru, to jest
on nazywany elementem najwieszym. W zbiorze czesciowo uporzadkowanym
(skoriczonym) element najmniejszy i najwickszy moga nie istnie¢ (np. gdy
jest wiele elementéw minimalnych badz maksymalnych).

Przyktady relacji <: zawieranie sie zbiorow (C), konsekwencja logiczna
(), uporzadkowanie hierarchiczne (drzewo), uporzadkowanie ciagow, wek-
torow, krotek.
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Relacja porzadku

Definicja 26 Relacje R okreslong w zbiorze X, ktora jest relacjqg czes-
ciowego porzqdku (jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia) oraz do-
datkowo jest spojna nazywamy relacjg porzedku w tym zbiorze.

Relacje czesciowego porzadku nazywa sie takze relacja porzadku; wowczas
relacja porzadku okre§lana jest jako porzadek liniowy.

Relacja porzadku w danym zbiorze pozwala na poréwnywanie dowolnych
elementow tego zbioru i ustalenie ktory z nich poprzedza drugi element. W
skonczonym zbiorze uporzadkowanym istnieje zawsze element najmniejszy
oraz element najwiekszy.

Definicja 27 Niech (X, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym,
X C U. Element u € U nazywany jest ograniczeniem dolnym zbioru X,
jgezeli dla kazdego x € X zachodzi uw < x. FElement u € U nazywany jest
ograniczeniem gornym zbioru X, jezeli dla kazdego x € X zachodzi x < u.

W danym zbiorze moze nie istnie¢ zaden element minimalny lub maksymalny.
Pojecia ograniczenia dolnego i ograniczenia gérnego pozwalaja ,szacowaé’ od
dotu i od gory elementy tego zbioru. Wsréd wszystkich ograniczen dolnych
(gornych) celowe jest wyodrebnienie tego najwiekszego (najmniejszego), o ile
oczywiscie, element taki istnieje.

Definicja 28 Niech (X, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym,
X C U. Najwieksze ograniczenie dolne 1 € U nazywane jest kresem dol-
nym zbioru X (infimum). Najmniejsze ograniczenie gdrne s € U nazywane
jest kresem gornym zbioru X (supremum,).

Jezeli w danym zbiorze X istnieje element najmniejszy (najwickszy), to jest
on takze ograniczeniem dolnym (gornym) tego zbioru. Jezeli kres dolny
(gorny) istnieje, to jest on okreslony jednoznacznie. Kres dolny zbioru X
oznacza sie poprzez inf X, a kres géorny — poprzez sup X.

(©Antoni Ligeza



Konstruowanie baz danych: Matematyczne podstawy relacyjnych baz danych 17

Elementy teorii krat

Pojecie kraty stanowi rowiniecie pojecia zbioru czesciowo uporzadkowanego
(X, <). W kratach istnieje nie tylko mozliwos¢ poréwnywania niektorych
elementéw 1 ew. ich szeregowania, a takze wyszukiwania elementéw mini-
malnych i maksymalnych, ale takze prowadzenia pewnych operacji na ele-
mentach, w szczegolnosci operacji sumy 1 iloczynu.

Definicja 29 Niech (X, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym.
Jezeli dla dowolnych dwoch elementow x,y € X istnieje kres dolny oraz kres
gorny, to taki zbior nazywamy kratg. W zbiorze X definiuje sie dziatania
sumy jako x vV y = sup{x,y} oraz iloczynu jako x Ny = inf{z, y}.

Przyktady krat: zbior wszystkich podzbioréw pewnego zbioru X wraz z
relacja (stabego) zawierania si¢ zbioréw (z dzialaniami sumu i iloczynu
zbiorow), algebra Bool’a, zbior krotek zoperacjami min oraz maz, typy, itp.
Kazdy zbior (liniowo) uporzadkowany jest krata (z dzialaniami maksimum
i minimum). Nie wszystkie elementy kraty mozna bezposrednio poréwnac;
zawsze jednak mozna dla nich okresli¢ kres gorny i kres dolny.

Kraty mozna przedstawia¢ za pomoca grafu skierowanego. Wezly
odpowiadaja elementom zbioru, a tuki relacji czesciowego porzadku. Dla
kazdych dwoch weztow istnieja Sciezki zgodne ze skierowaniem grafu i taczace
sie w doktadnie jednym wezle, oraz Sciezki przeciwne do skierowania grafu i
taczace sie w doktadnie jednym wezle.

Krate nazywamy zupetng, jezeli kazdy podzbior X' C X ma kres dolny i
kres gorny. W dowolnej kracie kazdy niepusty i skoriczony podzbiér ma kres
gorny i kres dolny. Kazda krata skoriczona jest zupelna. Krata zupelna ma
kres gorny i kres dolny. Kres gérny przyjeto oznaczaé jako T a kres dolny
jako L. Jezeli krata jest skoriczona, to elementy T oraz | naleza do tej kraty:.

Struktura kraty stawia stabsze wymagania niz struktura zbioru (liniowo)
uporzadkowanego, a jednocze$nie pozwala w sposob konstruktywny reali-
zowaé operacje supremum (sumy, alternatywy, max) lub infimum (iloczynu,
koniunkcji, min). Przykladem operacji sumy jest alternatywa logiczna.
Przyktadem operacji iloczynu jest koniunkcja logiczna.
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Relacje wieloargumentowe

Definicja 30 lloczynem kartezjariskim (n zbioréw) X; X Xo X ... X X,
zbiorow Xy, Xo, ... X, nazywamy zbior wszystkich n-elementowych ciggow
postaci (x1, X2, ..., xy,), takich ze x1 € X1, 9 € Xo, ... x, € X,,; formalnie

X1><X2><...XXHI{(CIjl,ZCQ,...,In)Z$1€X1,$Q€X2,...,In€Xn}.

lloczyn kartezjanski postaci X x X x ... x X (n razy) nazywany jest
n-tg potega kartezjanskq zbioru X 1 oznaczany jako X". Jezeli zbiory
X1, Xo, ... X, sa skoriczone, liczba elementow zbioru X; jest réwna m;, ¢ =
1,2,...,n, to liczba elementow iloczynu kartezjanskiego X1 X Xo X ... x X,
wynosi [[i_q m;.

Definicja 31 Niech X1, X, ... X, bedg dowolnymi zbiorami. Kazdy zbior
R bedgcy podzbiorem iloczynu kartezjariskiego tych zbiorow, tj. taki, ze

RCXyxXyx...xX, (10)
nazywamy relacjg n-argumentowq.

Relacja n-argumentowa jest zbiorem ciagéw n-elementowych. Ich struk-
tura jest ustalona dla danej relacji — wszystkie ciagi bedace jej elementami
musza mieé¢ tg sama dtugosé. Ciagi te nazywane sg krotkami lub n-krotkams.
Na relacjach n-argumentowych mozna wykonywaé¢ dziatania takie jak suma
zbiorow, przeciecie (iloczyn zwykly), roznica zbioréw, dopetnienie, itp. Dla
relacji obowiazuja réwniez pojecia rownosci, zawierania, itp. Odpowiednio
rozszerza sie tez definicje projekcji, rozszerzenia cylindrycznego, obciecia,
dopeienia, obrazu zbioru i ztozenia.

[loczyn kartezjanski U = X7 x Xy X ... x X, tworzy pewne uniwersum.
Relacje R okreslong w tym uniwersum mozna zadaé ekstensjonalnie lub in-
tensjonalnie, poprzez okre§lenie pewnego warunku, ktory spetniaja elementy
nalezacych do niej par. Warunek taki, majacy zazwyczaj postaé logiczng,
stanowi funkcje charakterystyczna relacji. Tak wiec relacja moze byé¢ do
pewnego stopnia utozsamiana z pewna funkcja logiczna — predykatem; tym
razem bedzie to predykat o n argumentach.
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Relacje n-argumentowe

Dla zapisania faktu, ze pewne elementy z; € Xi, 29 € Xy oraz z, € X,
tworza ciag nalezacy do relacji R (jej krotke), stosowane moga by¢ nastepu-

jace zapisy:

o (r1,x9,...,x,) € R (clag 1,9, ..., x,) nalezy do relacji R),
o R(x1,x9,...,2,) (zachodzi relacja R od w1, x9,...,2,; tzw. notacja
prefiksowa).

Powyzsze notacje sa rownowazne; notacja infiksowa nie jest stosowana w
przypadku relacji n-argumentowych. Powyzsze notacje sa rownowazne.

Poniewaz przy definiowaniu relacji R zbiory Xi, Xs,... X, nie za-
wsze musza by¢ zadane jawnie, mozna zdefiniowaé¢ dziedzine relacji n-
argumentowej ze wzgledu na -ty argument, ¢ = 1,2,... n.

Definicja 32 Zbior
DZ(R> = {ZCZ : 35131,&72, ey L1y Tjg 1y ey Ty (331, xo, ... ,ZEn) < R}
nazywany jest dziedzing relacyi R ze wzgledu na i-ty jej argument.

Dla dowolnej relacji n-argumentowej R zachodzi wtasnos¢ R C Di(R) X
Dy(R) x ... x Dy(R) oraz D;(R) C X;, i = 1,2,...,n. Jezeli zbiory
X1, Xo,... X, nie sg zadane jawnie, mozna przyjaé, ze uniwersum relacji
R stanowi zbior Di(R) X Do(R) X ... x D,(R). Ma to istotne znaczenie
praktyczne, np. dla zapewnienia mozliwosci konstruktywnego wyznaczenia
dopeienia relacji; jest ono wowczas okreslone jako R, gdzie:

Ez{(ml,:@,...,xn) ED XDyx...xD,: ($1,x2,...,xn)€R}.

Intensjonalnie, jezeli relacja R jest okreslona w pewnym uniwersum za po-
moca warunku logicznego, to dopelnienie tej relacji (w tym uniwersum)
mozna, okresli¢ poprzez negacje tego warunku.
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Reprezentacja relacji n-argumentowych

Reprezentacja tablicowa

Rozwazmy n-argumentows relacje R postaci:

R = { (dl,h dLQ, e dl,j? ... dl,n)
(dg,l, d272’ e dg)j, . d27n>
(dz’,h di,g, e di,j, ... dz,n)

(dmts dmay <o djy o i)
}

Reprezentacja tablicowa tej relacji ma postac:

A T A [ TA T4,
d11 dLQ dl,j dln
d21 d2,2 dg)j dgn

(11)

dz’2 di,j dzn

J

dm’l dm’2 o o o dm’j o o o dm’n

W tablicy wprowadzono nazwy kolumn w postaci atrybutow Aq, Ao, ..., A,.
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Tablicowy zapis relacji: przyklady praktyczne

Pracownicy
ID prac | Nazwisko Imie Data ur | Stanowisko | Dzial | Stawka
MT101 | Abacki Adam 61-01-01 | robotnik P10 550,00 zt
MT102 | Abakowski | Alojzy 61-01-02 | robotnik P10 | 574, 00 zt
MT103 | Adamski | Antoni 61-01-03 | robotnik P20 | 1275,00 zt
KT101 | Aron Antonina | 61-01-03 | robotnik P10 575,00 zt
MU101 | Batman Bogustaw | 67-02-13 | kierownik | P30 | 1224,00 zt
KU101 | Celinska Mirostawa | 69-03-08 | analityk F'10 975,00 zt
MV101 | Dioniziak | Dariusz 71-10-17 | v-prezes \Y 3000,00 zt
Dzialy
ID dziatu Nazwa Lokalizacja Opis
P10 Produkecyjny 10 | LB101 produkcja kasztanow
P20 Prodykcyjny 20 | LB202 produkcja opakowan
P30 Produkecyjny 30 | ZA303 produkcja sznurka
P40 Produkcyjny 40 | ZB404 produkcja tajna
F10 Finansowy 10 | LA101 prowadzenie finanséw
K10 Kadry 10 LA102 sprawy kadrowe
\Y VIP-y LAO007 kierownictwo
Ptlace
ID prac | Miesiac | Dni przepracowane | Wynagrodzenie
MT101 | styczen 13 7150,00 zt
MT101 | luty 7 3850,00 zt
MV101 | styczen 33 Aok
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Grafy 1 drzewa

Grafy

Definicja 33 Niech N oznacza zbior weztow, a R bedzie relacjg dwuargu-
mentowqg w N, tzn. R C N x N. Grafem nazywamy pare postaci

G = (N,R).

Jezeli relacja R jest symetryczna to graf G jest grafem nieskierowanym.
Jezeli relacja R jest asymetryczna to graf G jest grafem skierowanym.

Definicja 34 Niech N oznacza zbior weztow, a L zbior tukow oraz niech
bedg dane dwie funkcje o : L — N, B : L — N. Grafem nazywamy
czworke postaci

G=(N,La,p).
Funkcje o 1 B definiujq poczatki i konce tukow.

Drzewa

Definicja 35 Niech N oznacza zbior weztow. Drzewem T nazywamy graf
(skierowany) spetniajacy nastepujace warunki:

o istnieje doktadnie jeden wezet n € N nie bedgcy nastepnikiem zadnego
wezta,

o kazdy inny wezet m € N jest nastepnikiem dla doktadnie jednego wezta,

o Lazdy wezet m € N ma 0, 1 lub wiecej nastepnikow.

Wezet n nazywany jest korzeniem drzewa (ang. root). Wezty nie posiadajace
nastepnikdw nazywane sa lisciami (ang. leaf nodes.
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