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zne 2
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 3
ZbioryPoj�
ie zbioruPoj�
ie zbioru jest powsze
hnie stosowane w matematy
e i w j�zyku 
odzien-nym. Przyjmuje si�, »e poj�
ia zbioru nie de�niuje si� (poj�
ie pierwotne).Intui
yjnie, ozna
za ono zestaw lub kolek
j� pewny
h elementów. Zwykleprzyjmuje si�, »e s¡ to elementy podobne, jednakowego typu. Jednak znanes¡ próby de�ni
ji tego poj�
ia, np.De�ni
ja 1 Przez zbiór rozumiemy zª¡
zenie M okre±lony
h rozró»nial-ny
h obiektów naszego do±wiad
zenia pogl¡dowego lub naszej wyobra¹ni wjedn¡ 
aªo±¢ (Georg Cantor, 1845-1918).Te rozró»nialne obiekty nazywamy wªa±nie elementami zbioru M . Stoso-wana jest nast�puj¡
a nota
ja:� m 2M : obiekt (element) m nale»y do zbioru M ,� m 62M : obiekt (element) m nie nale»y do zbioru M ,� M = fm1;m2; : : : ;mkg: zbiór M skªada si� (tylko i wyª¡
znie) z ele-mentów m1;m2; : : : ;mk,� M = fm 2 U : �(m)g: zbiór M skªada si� (tylko i wyª¡
znie z ty
helementów zbioru U (universum), które speªniaj¡ warunek (logi
zny)zde�niowany formuª¡ �(m).Kolejno±¢ elementów w zbiorze nie jest istotna. Ka»dy element zbioru mo»ewyst¡pi¢ w nim tylko raz. Zbiory mog¡ by¢ sko«
zone (k-elementowe, k � 0)lub niesko«
zone.Li
zb� elementów zbioru M ozna
zamy przez jjM jj, 
ard(M), lub #M .

Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 4ZbioryDe�niowanie zbiorówZbiory mog¡ by¢ de�niowane w nast�puj¡
y sposób:� ekstensjonalnie, tzn. poprzez wyli
zenie wszystki
h elementów,np. fpon:; wt:; ±r.; 
zw:; pt:; so:; niedz:g, f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9g, lubfa; b; 
; : : : ; x; y; zg, f1; 2; 3; : : :g, f1; 3; 5; 7; 11; 13; 17; : : :g,� intensjonalnie, tzn. poprzez zde�niowanie wªasno±
i elementów, naj-
z�±
iej z pewnego uniwersum (tzn. zadanie dziedziny i warunku), np.fn 2 N : 2jng,� rekuren
yjnie, tzn. poprzez zde�niowanie pewnego elementu (elemen-tów) bazowego i reguªy produk
ji, np. x1 = 1, x2 = 1, xi = xi�1 + xi�2dla i � 3,� za pomo
¡ opera
ji algebry zbiorów (zadawanie wtórne),� za pomo
¡ opera
ji logi
zny
h (zadawanie wtórne),� domy±lnie.Opera
je algebry zbiorówDwa zbiory X i Y s¡ równe X = Y , wtw. gdy ka»dy element X nale»y doY i na odwrót. Zbiór X jest podzbiorem (wªa±
iwym) zbioru Y wtw. ka»dyelement X nale»y do zbioru Y , 
o notujemy X � Y (X � Y gdy X 6= Y ).Suma zbiorów: X [ Y = fx : x 2 X _ x 2 Y g,Ilo
zyn (prze
i�
ie zbiorów: X \ Y = fx : x 2 X ^ x 2 Y g,Ró»ni
a zbiorów: X n Y = fx : x 2 X ^ :x 2 Y g,Dopeªnienie zbioru X (do uniwersum U): X = U nX.Zbiór pusty ozna
zamy przez ;. Zbiór wszystki
h podzbiorów U przez 2U .
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 5Rela
jePoj�
ie rela
jiPoj�
ie reala
ji jest stosowane zarówno w j�zyku poto
znym jak i w nauka
h±
isªy
h. Intui
yjnie, rela
ja ozna
za pewien zwi¡zek za
hodz¡
y pomi�dzydwoma lub wi�
ej elementami, ina
zej � pewn¡ wªasno±¢ speªnian¡ przezte elementy. Przykªadami tak rozumianej rela
ji mog¡ by¢ szeroko pojmo-wane zwi¡zki rodzinne (rela
je rodzinne, rela
je pokrewie«stwa), zale»no±
isªu»bowe (rela
je przeªo»ony � podwªadny), stosunki pomi�dzy pa«stwami(rela
je mi�dzypa«stwowe), itp. Rela
je takie okre±lane s¡ poprzez nazw�kryj¡
¡ pewne zna
zenie, okre±laj¡
¡ rodzaj zwi¡zku, a odnoszon¡ do ele-mentów speªniaj¡
y
h t¡ rela
j� (naj
z�±
iej dwó
h).Przykªady rela
ji rozumianej jako zwi¡zek lub wªasno±¢ zawarte s¡ np. wnast�puj¡
y
h stwierdzenia
h:Jest pi�knie.Adam ma brata.Jan jest bratem Adama.Jan jest ±rednim bratem Adama i Karola.Powy»sze wªasno±
i stanowi¡ przykªady rela
ji zero-, jedno-, dwu- oraztrzyargumentowy
h; nazw� reala
ji wyró»niono kursyw¡, imiona bra
i sta-nowi¡ argumenty rela
ji. Tak rozumiane rela
je mo»na de�niowa¢ na dwapodstawowe sposoby: ekstensjonalnie, tzn. poprzez wyli
zenie wszystki
hkrotek (k-elementowy
h 
i¡gów) tworz¡
y
h t¡ rela
j� oraz intensjonalnie,tzn. poprzez podanie warunku który musz¡ speªnia¢ elementy rela
ji, za-zwy
zaj podaj¡
 równo
ze±nie uniwersum.W isto
ie, rela
ja mo»e mie¢ dowoln¡ 
aªkowit¡, nieujemn¡ li
zb� argu-mentów. Rela
jami naj
z�±
iej rozwa»anymi w matematy
e s¡ rela
je dwuar-gumentowe (dwu
zªonowe) stanowi¡
e klas� rela
ji dla który
h zedi�niowanoszereg istotny
h wªasno±
i i znajduj¡
y
h szerokie zastosowanie.
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 6Rela
je dwuargumentoweIlo
zyn kartezja«ski dwó
h zbiorówDe�ni
ja 2 Ilo
zynem kartezja«skim X � Y (dowolony
h) zbiorów X orazY nazywamy zbiór wszystki
h par posta
i (x; y), taki
h, »e x 2 X i y 2 Y ;formalnie X � Y = f(x; y) : x 2 X ^ y 2 Y g: (1)Li
zba elementów ilo
zynu kartezja«skiego wynosi jjXjj � jjY jj.PrzykªadNie
h X = fx1; x2; x3; x4g a Y = fy1; y2; y3g. Ilo
zyn kartezja«ski X � Y =f(x1; y1); (x1; y2); (x1; y3); (x2; y1); (x2; y2); (x2; y3); (x3; y1); (x3; y2); (x3; y3);(x4; y1); (x4; y2); (x4; y3)g ma 12 elementów.Prakty
zne zna
zenie ilo
zynu kartezja±kiego: zawiera on wszystkie mo»-liwe poª¡
zenia elemntów pierwszego zbioru z elementami drugiego zbioru.De�ni
ja rela
ji dwuargumentowejPoni»ej przedstawiono de�ni
j� poj�
ia rela
ji dwuargumentowej. Rela
jataka nazywana jest równie» rela
j¡ binarn¡ lub rela
j¡ dwu
zªonow¡.De�ni
ja 3 Nie
h X oraz Y b�d¡ dowolnymi zbiorami. Rela
j¡ binarn¡nazywamy ka»dy zbiór R b�d¡
y podzbiorem ilo
zynu kartezja«skiego ty
hzbiorów R � X � Y: (2)Sko«
zone rela
je binarne wygodnie jest przedstawia¢ w posta
i tabli
 dwu-wymiarowy
h (ma
ierzy), grafów lub tabli
 dwukolumnowy
h.De�ni
ja 4 Rela
j¡ odwrotn¡ do rela
ji R � X � Y nazywamy rela
j�R�1 � Y �X, R�1 = f(y; x) : (x; y) 2 Rg.
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 7Rela
je dwuargumentoweStruktura, de�niowanie, nota
jaRela
ja dwuargumentowa jest zbiorem par elementów, taki
h, »e pierwszyelement nale»y do zbioru X a drugi do zbioru Y . Elementy rela
ji posiadaj¡zatem pewn¡ struktur� � w przypadku rela
ji binarnej s¡ 
i¡gami o dªugo±
i2. Powy»sza de�ni
ja ma 
harakter ekstensjonalny. Ilo
zyn kartezja«skiX � Y tworzy pewne uniwersum. Rela
j� R mo»na te» zada¢ intensjonalnie(w tym uniwersum) poprzez zde�niowanie funk
ji 
harakterysty
znej rela
jilub formuªy logi
znej de�niuj¡
ej wªasno±¢ elementów rela
ji. Stosowananota
ja:� (x; y) 2 R (para (x; y) nale»y do rela
ji R),� xRy (x speªnia rela
j� R z y; tzw. nota
ja in�ksowa),� R(x; y) (za
hodzi rela
ja R od x, y; tzw. nota
ja pre�ksowa).Dziedzina i prze
iwdziedzina rela
jiDe�ni
ja 5 Zbiór D(R) = fx : 9y (x; y) 2 Rgnazywany jest dziedzin¡ rela
ji R, a zbiórD0(R) = fy : 9x (x; y) 2 Rgnazywany jest prze
iwdziedzin¡ rela
ji R.Dla dowolnej rela
ji R � X �Y za
hodzi wªasno±¢ R � D(R)�D0(R) orazD(R) � X i D0(R) � Y . Je»eli zatem zbiory X oraz Y nie s¡ zadane jawnie,to mo»na przyj¡¢, »e uniwersum dla rela
ji R (zadawanej intensjonalnie)stanowi zbiór D(R) � D0(R). Ma to istotne zna
zenie prakty
zne, np. dlazapewnienia mo»liwo±
i konstruktywnego wyzna
zenia dopeªnienia rela
ji.
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 8Projek
ja i rozszerzenie 
ylindry
zneZe wzgl�du na struktur� elementów (w posta
i par) dla rela
ji de�niuje si�pewne spe
y�
zne opera
je wykra
zaj¡
e poza klasy
zn¡ algebr� zbiorów.De�ni
ja 6 Nie
h R � X � Y b�dzie dowoln¡ rela
j¡. Rzutem (projek
j¡)rela
ji �X(R) na zbiór X (analogi
znie �Y (R) na zbiór Y ) nazywamy zbiór�X(R) = fx : 9y (x; y) 2 Rgoraz analogi
znie �Y (R) = fy : 9x (x; y) 2 Rg:�atwo zauwa»y¢, »e w przypadku rela
ji dwuargumentowej �X(R) = D(R),a �Y (R) = D0(R). Zamiast �X(R) mo»na te» pisa¢ �1(R) (rzut na pierwsz¡skªadow¡), a zamiast �Y (R) mo»na pisa¢ �2(R) (rzut na drug¡ skªadow¡).Opera
ja projek
ji na wybran¡ skªadow¡ pozwala uzyska¢ spe
y�ka
j� zbioruelementów w
hodz¡
y
h w rela
j� zwi¡zany
h z t¡ skªadow¡; powoduje onautrat� informa
ji o powi¡zania
h z elementami drugiego zbioru; nie jest zatemopera
j¡ odwra
aln¡. Mo»na jednak zde�niowa¢ pewn¡ opera
j� pozwalaj¡
¡uzyska¢ pokry
ie wszystki
hmo»liwy
h rela
ji, które mogªyby po projek
ji nadan¡ skªadow¡ da¢ wynik identy
zny z otrzymanym.De�ni
ja 7 Nie
h R � X � Y b�dzie dowoln¡ rela
j¡, �X(R) jej rzutem(projek
j¡) na zbiór X, a �Y (R) rzutem na zbiór Y . Rozszerzeniem 
y-lindry
znym rzutu �X(R) (odpowiednio rzutu �Y (R)) rela
ji R nazywamyrela
j� �(�X(R)) (odpowiednio �(�Y (R))) okre±lon¡ jako�(�X(R)) = f(x; y) 2 X � Y : x 2 �X(R)goraz odpowiednio�(�Y (R)) = f(x; y) 2 X � Y : y 2 �Y (R)gtzn. rozszerzenie 
ylindry
zne jest najwi�ksz¡ rela
j¡ zde�niowan¡ w X�Y ,która w wyniku projek
ji na pierwsz¡ skªadow¡ daje �X(R) (odpowiednio, nadrug¡ skªadow¡ daje �Y (R)).Mo»na zauwa»y¢, »e �(�X(R)) = �X(R)� Y oraz �(�Y (R)) = X � �Y (R).
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 9Ob
i�
ie, dopeªnienie i domkni�
ieDe�ni
ja 8 Nie
h R b�dzie dowoln¡ rela
j¡ a U oraz V pewnymi zbiorami.Lewostronnym ob
i�
iem rela
ji R do zbioru U nazywamy zbiórU jR = f(x; y) : (x; y) 2 R ^ x 2 Ug:Prawostronnym ob
i�
iem rela
ji R do zbioru V nazywamy zbiórRjV = f(x; y) : (x; y) 2 R ^ y 2 V g:Obustronnym ob
i�
iem rela
ji R do pary zbiorów U oraz V nazywamy zbiórU jRjV = f(x; y) : (x; y) 2 R ^ x 2 U ^ y 2 V g:Opera
je ob
i�
ia peªni¡ rol� ��ltrów� � poprzez odpowiedni dobór zbiorówU oraz V z rela
ji R mo»na otrzyma¢ pewien interesuj¡
y nas podzbiór.De�ni
ja 9 Nie
h R � X�Y b�dzie dowoln¡ rela
j¡. Dopeªnieniem rela
jiR nazywamy rela
j� R = (X � Y ) nR.Dopeªnienie rela
ji stanowi jej uzupeªnienie do peªnego ilo
zynu kartezja«-skiego. Je»eli X, Y nie s¡ zadane jawnie, to dpeªnienie mo»na zde�niowa¢jako R = (D(R)�D0(R)) nR.Cz�sto 
elowe jest uzupeªnienie zadanej rea
ji o pewne elementy, tak abyuzyska¢ po»¡dane jej wªasno±
i, takie jak symetri� lub prze
hodnio±¢.De�ni
ja 10 Nie
h R � X �X b�dzie dowoln¡ rela
j¡. Domkni�
iem sy-metry
znym rela
ji R nazywamy rela
j� RS = R [ f(y; x) : (x; y) 2 Rg.De�ni
ja 11 Nie
h R � X �X b�dzie rela
j¡. Domkni�
iem prze
hodnimrela
ji R nazywamy rela
j� R� b�d¡
¡ najmniejszym zbiorem takim, »e:� R � R�,� je»eli (x; y) 2 R� oraz (y; z) 2 R�) to tak»e (x; z) 2 R�.Powy»sza de�ni
ja ma 
harakter rekuren
yjny. Domkni�
ie tranzytywne re-la
ji otrzymuje si� jako punkt staªy opera
ji doª¡
zania) par speªniaj¡
y
hwarunki de�n
ji.
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 10Obraz zbioru i zªo»enie rela
jiRela
ja dwuargumentowa mo»e by¢ traktowana jako pewnego rodzaju przy-porz¡dkowanie � elementom dziedziny przypisane s¡ elementy prze
iwdzie-dziny; zatem rela
ja mo»e posªu»y¢ do konstruk
ji zbioru elementów przypi-sany
h pewnemu podzbiorowi jej dziedziny.De�ni
ja 12 Nie
h R b�dzie dowoln¡ rela
j¡, a U pewnym zbiorem. Obra-zem zbioru U poprzez rela
j� R nazywamy zbiórR � U = fy : 9x 2 U (x; y) 2 Rg:Zamiast R � U stosowany równie» bywa zapis R(U). Obrazem dziedzinyrela
ji poprzez t¡ rela
j� jest jej prze
iwdziedzina. Analogi
znie de�niuje si�prze
iwobraz zbioru V poprzez rela
j� R.Poniewa» rela
je mog¡ by¢ interpretowane jako odwzorowania, mo»na zde-�niowa¢ zªo»enie rela
ji które odpowiada poj�
iu zªo»enia odwzorowa«.De�ni
ja 13 Nie
h R � X�Y oraz S � U�V b�d¡ dowolnymi rela
jami.Zªo»eniem rela
ji R oraz S nazywamy rela
j�S ÆR = f(x; v) : 9y 2 Y \ U (x; y) 2 R ^ (y; v) 2 Sg:Pot�ga rela
ji: R1 = R, Rn+1 = RnÆR. Zªo»enie rela
ji zawsze istnieje; mo»eono by¢ zbiorem pustym (je»eli Y \ U = ;). Zªo»enie rela
ji jest ª¡
zne, alenie jest przemienne. Opera
ja skªadania rela
ji pozwala ª¡
zy¢ informa
j� za-wart¡ w dwó
h rela
ja
h poprzez utworzenie (wy
hwy
enie) zwi¡zku pomi�-dzy elementami skrajnymi rela
ji R i S przez wspólny element wewn�trzny y.Zªo»enie rela
ji sko«
zony
h mo»na otrzyma¢ poprzez zestawienie elementówrela
ji R i S, ka»dy z ka»dym, przy 
zym dla ka»dej pary elementów ty
hrela
ji maj¡
y
h zgodny element ª¡
z¡
y y tworzony jest element rela
ji wy-nikowej; pary elementów rela
ji nie daj¡
e si� poª¡
zy¢ nale»y pomin¡¢.Przykªad Rozwa»my rela
j� R = f(a; b); (a; 
); (b; a); (b; d); (
; d)g oraz re-la
j� S = f(b; a); (b; e); (
; f)g. Zªo»eniem rela
ji R oraz S jest rela
jaS ÆR = f(a; a); (a; e); (a; f); g.
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 11Wªasno±
i rela
ji dwuargumentowy
hRela
je dwuargumentowe mog¡ posiada¢ szereg interesuj¡
y
h wªasno±
i na-daj¡
y
h im pewnego rodzaju regularno±¢. B�dziemy rozwa»a¢ rela
je okre-±lone w pewnym zbiorze X (typu R � X �X).De�ni
ja 14 Rela
j� R � X � X nazywamy zwrotn¡ je»eli speªnia onanast�puj¡
y warunek 8x 2 X (x; x) 2 R (3)De�ni
ja 15 Rela
j� R � X �X nazywamy prze
iwzwrotn¡ je»eli speªniaona nast�puj¡
y warunek 8x 2 X (x; x) 62 R (4)De�ni
ja 16 Rela
j� R � X�X nazywamy symetry
zn¡ je»eli speªnia onanast�puj¡
y warunek8x; y 2 X (x; y) 2 R) (y; x) 2 R (5)De�ni
ja 17 Rela
j� R � X � X nazywamy asymetry
zn¡ lub prze
iwsy-metry
zn¡ je»eli speªnia ona nast�puj¡
y warunek8x; y 2 X (x; y) 2 R) (y; x) 62 R (6)De�ni
ja 18 Rela
j� R � X�X nazywamy antysymetry
zn¡ je»eli speªniaona nast�puj¡
y warunek8x; y 2 X (x; y) 2 R ^ (y; x) 2 R) x = y (7)De�ni
ja 19 Rela
j� R � X � X nazywamy prze
hodni¡ lub tranzytywn¡je»eli speªnia ona nast�puj¡
y warunek8x; y; z 2 X (x; y) 2 R ^ (y; z) 2 R) (x; z) 2 R (8)De�ni
ja 20 Rela
j� R � X �X nazywamy spójn¡ je»eli speªnia ona na-st�puj¡
y warunek 8x; y 2 X (x; y) 2 R _ (y; x) 2 R (9)
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 12Rela
je równowa»no±
i i klasy równowa»no±
iDe�ni
ja 21 Rela
j�, która jest zwrotna, symetry
zna i prze
hodnia nazy-wamy rela
j¡ równowa»no±
iow¡ lub równowa»no±
i¡.De�ni
ja 22 Nie
h R b�dzie dowoln¡ rela
j¡ równowa»no±
iow¡ okre±lon¡w zbiorze X. Klas¡ abstrak
ji (klas¡ równowa»no±
i) elementu x wzgl�demrela
ji R nazywamy zbiór [x℄R = fy : (x; y) 2 Rg.Rela
ja równowa»no±
iowa dzieli zbiór w którym jest okre±lona na tzw. klasyabstrak
ji lub klasy równowa»no±¢i elementów tego zbioru wzgl�dem tej re-la
ji.De�ni
ja 23 Nie
h R b�dzie dowoln¡ rela
j¡ równowa»no±
iow¡ okre±lon¡w zbiorze X. Klas¡ abstrak
ji (klas¡ równowa»no±
i) elementu x wzgl�demrela
ji R nazywamy zbiór [x℄R = fy : (x; y) 2 Rg.Twierdzenie 1 Nie
h R b�dzie dowoln¡ rela
j¡ równowa»no±
iow¡ okre-±lon¡ w niepustym zbiorze X. Rela
ja R dzieli zbiór X na klasy równo-wa»no±
i (wyzna
za te klasy), przy 
zym speªnione s¡ nast�puj¡
e warunki:� 8x 2 X [x℄R 6= ; (klasy równowa»no±
i s¡ niepustymi podzbiorami X),� 8x; y 2 X x 6= y ) [x℄R \ [y℄R = ; (klasy równowa»no±
i s¡ rozª¡
z-nymi podzbiorami X),� Sx2X [x℄R = X (suma wszystki
h klas równowa»no±
i daje 
aªy zbiórX).Mówimy wów
zas, »e rela
ja R wyzna
za podziaª (rozkªad) zbioru X na klasyrównowa»no±
i [x℄R.Ustanowienie rela
ji równowa»no±
i prowadzi do abstrak
ji poprzez uto»-samienie pewny
h elementów; korzy±
i¡ takiej abstrak
ji jest ograni
zenieli
zby rozpatrywany
h elementów (reduk
ja rozmiarów zbioru).
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 13
Rela
je 
z�±
iowego porz¡dkuDe�ni
ja 24 Rela
j� R okre±lon¡ w zbiorze X, która jest zwrotna, anty-symetry
zna i prze
hodnia nazywamy rela
j¡ 
z�±
iowego porz¡dku w tymzbiorze.Rela
ja 
z�±
iowego porz¡dku pozwala porównywa¢ elementy zbioru i szere-gowa¢ je wedªug pewnego kryterium; nie wszystkie elementy zbioru musz¡by¢ porównywalne.Przykªadami rela
ji 
z�±
iowego porz¡dku s¡ rela
je zawierania si� zbio-rów, wynikania logi
znego (logi
znej konsekwen
ji) w±ród formuª, itp. Rela-
j� 
z�±
iowego porz¡dku ozna
za si� 
z�sto symbolem ���.Je»eli w zbiorze X okre±lono rela
j� 
z�±
iowego porz¡dku R, to par�(X;R) nazywamy zbiorem 
z�±
iowo uporz¡dkowanym (pisze si� (X;�)).Je»eli para (x; y) 2 R to powiemy, »e x poprzedza y (x � y).Element x 2 X nazywamy minimalnym, gdy nie jest on poprzedzanyprzez »aden inny element zbioru X. Element x 2 X nazywamy maksymal-nym, gdy nie poprzedza on »adengo inego elementu zbioru X. Zauwa»my,»e w danym zbiorze 
z�±
iowo uporz¡dkowanym mo»e by¢ wiele elementówminimalny
h (nieporównywalny
h ze sob¡) oraz wiele elementów maksymal-ny
h (tak»e nieporównywalny
h ze sob¡).Je»eli pewien element poprzedza ka»dy element rozwa»anego zbioru, tojest on nazywany elementem najmniejszym. Je»eli ka»dy element rozwa-»anego zbioru poprzedza pewien wybrany element tego zbioru, to jest onnazywany elementem najwi�szym. W zbiorze 
z�±
iowo uporz¡dkowanym(sko«
zonym) element najmniejszy i najwi�kszy mog¡ nie istnie¢ (np. gdyjest wiele elementów minimalny
h b¡d¹ maksymalny
h).Przykªady rela
ji �: zawieranie si� zbiorów (�), konsekwen
ja logi
zna(j=), uporz¡dkowanie hierar
hi
zne (drzewo), uporz¡dkowanie 
i¡gów, wek-torów, krotek.
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 14Rela
ja porz¡dkuDe�ni
ja 25 Rela
j� R okre±lon¡ w zbiorze X, która jest rela
j¡ 
z�±
io-wego porz¡dku (jest zwrotna, antysymetry
zna i prze
hodnia) oraz dodatkowojest spójna nazywamy rela
j¡ porz¡dku w tym zbiorze.Rela
j� 
z�±
iowego porz¡dku nazywa si� tak»e rela
j¡ porz¡dku; wów
zasrela
ja porz¡dku okre±lana jest jako porz¡dek liniowy.Rela
ja porz¡dku w danym zbiorze pozwala na porównywanie dowolny
helementów tego zbioru i ustalenie który z ni
h poprzedza drugi element. Wsko«
zonym zbiorze uporz¡dkowanym istnieje zawsze element najmniejszyoraz element najwi�kszy.De�ni
ja 26 Nie
h (X;�) b�dzie zbiorem 
z�±
iowo uporz¡dkowanym,X � U . Element u 2 U nazywany jest ograni
zeniem dolnym zbioru X,je»eli dla ka»dego x 2 X za
hodzi u � x. Element u 2 U nazywany jestograni
zeniem górnym zbioru X, je»eli dla ka»dego x 2 X za
hodzi x � u.W danym zbiorze mo»e nie istnie¢ »aden element minimalny lub maksymalny.Poj�
ia ograni
zenia dolnego i ograni
zenia górnego pozwalaj¡ �sza
owa¢� oddoªu i od góry elementy tego zbioru. W±ród wszystki
h ograni
ze« dolny
h(górny
h) 
elowe jest wyodr�bnienie tego najwi�kszego (najmniejszego), o ileo
zywi±
ie, ono istnieje.De�ni
ja 27 Nie
h (X;�) b�dzie zbiorem 
z�±
iowo uporz¡dkowanym,X � U . Najwi�ksze ograni
zenie dolne i 2 U nazywane jest kresem dol-nym zbioru X (in�mum). Najmniejsze ograni
zenie górne s 2 U nazywanejest kresem górnym zbioru X (supremum).Je»eli w danym zbiorze X istnieje element najmniejszy (najwi�kszy), to jeston tak»e ograni
zeniem dolnym (górnym) tego zbioru. Je»eli kres dolny(górny) istnieje, to jest on okre±lony jednozna
znie. Kres dolny zbioru Xozna
za si� poprzez infX, a kres górny � poprzez supX.
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 15Elementy teorii kratPoj�
ie kraty stanowi rowini�
ie poj�
ia zbioru 
z�±
iowo uporz¡dkowanego(X;�). W krata
h istnieje nie tylko mo»liwo±¢ porównywania niektóry
helementów i ew. i
h szeregowania, a tak»e wyszukiwania elementów mini-malny
h i maksymalny
h, ale tak»e prowadzenia pewny
h opera
ji na ele-menta
h, w sz
zególno±
i opera
ji sumy i ilo
zynu.De�ni
ja 28 Nie
h (X;�) b�dzie zbiorem 
z�±
iowo uporz¡dkowanym. Je-»eli dla dowolny
h dwó
h elementów x; y 2 X istnieje kres dolny oraz kresgórny, to taki zbiór nazywamy krat¡. W zbiorze X de�niuje si� dziaªaniasumy jako x _ y = supfx; yg oraz ilo
zynu jako x ^ y = inffx; yg.Przykªady krat: zbiór wszystki
h podzbiorów pewnego zbioru X wraz z rela-
j¡ (sªabego) zawierania si� zbiorów (z dziaªaniami sumu i ilo
zynu zbiorów),algebra Bool'a, zbiór krotek zopera
jami min oraz max, typy, itp. Ka»dyzbiór (liniowo) uporz¡dkowany jest krat¡ (z dziaªaniami maksimum i mini-mum). Nie wszystkie elementy kraty mo»na bezpo±rednio porówna¢; zawszejednak mo»na dla ni
h okre±li¢ kres górny i kres dolny.Kraty mo»na przedstawia¢ za pomo
¡ grafu skierowanego. W�zªy odpo-wiadaj¡ elementom zbioru, a ªuki rela
ji 
z�±
iowego porz¡dku. Dla ka»dy
hdwó
h w�zªów istniej¡ ±
ie»ki zgodne ze skierowaniem grafu i ª¡
z¡
e si� wdokªadnie jednym w�¹le, oraz ±
ie»ki prze
iwne do skierowania grafu i ª¡
z¡
esi� w dokªadnie jednym w�¹le.Krat� nazywamy zupeªn¡, je»eli ka»dy podzbiór X 0 � X ma kres dolny ikres górny. W dowolnej kra
ie ka»dy niepusty i sko«
zony podzbiór ma kresgórny i kres dolny. Ka»da krata sko«
zona jest zupeªna. Krata zupeªna makres górny i kres dolny. Kres górny przyj�to ozna
za¢ jako > a kres dolnyjako ?. Je»eli krata jest sko«
zona, to elementy> oraz ? nale»¡ do tej kraty.Struktura kraty stawia sªabsze wymagania ni» struktura zbioru (liniowo)uporz¡dkowanego, a jedno
ze±nie pozwala w sposób konstruktywny reali-zowa¢ opera
je supremum (sumy, alternatywy, max) lub in�mum (ilo
zynu,koniunk
ji, min). Przykªadem opera
ji sumy jest alternatywa logi
zna. Przy-kªadem opera
ji ilo
zynu jest koniunk
ja logi
zna.
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 16Rela
je wieloargumentoweDe�ni
ja 29 Ilo
zynem kartezja«skim (n zbiorów) X1�X2� : : :�Xn zbio-rów X1; X2; : : :Xn nazywamy zbiór wszystki
h n-elementowy
h 
i¡gów po-sta
i (x1; x2; : : : ; xn), taki
h »e x1 2 X1, x2 2 X2, : : : xn 2 Xn; formalnieX1 �X2 � : : :�Xn = f(x1; x2; : : : ; xn) : x1 2 X1; x2 2 X2; : : : ; xn 2 Xng:Ilo
zyn kartezja«ski posta
i X�X� : : :�X (n razy) nazywany jest n-t¡ po-t�g¡ kartezja«sk¡ zbioru X i ozna
zany jako Xn. Je»eli zbiory X1; X2; : : :Xns¡ sko«
zone, li
zba elementów zbioru Xi jest równa mi, i = 1; 2; : : : ; n, toli
zba elementów ilo
zynu kartezja«skiegoX1�X2�: : :�Xn wynosi Qni=1mi.De�ni
ja 30 Nie
h X1; X2; : : :Xn b�d¡ dowolnymi zbiorami. Ka»dy zbiórR b�d¡
y podzbiorem ilo
zynu kartezja«skiego ty
h zbiorów, tj. taki, »eR � X1 �X2 � : : :�Xn (10)nazywamy rela
j¡ n-argumentow¡.Rela
ja n-argumentowa jest zbiorem 
i¡gów n-elementowy
h. I
h strukturajest ustalona dla danej rela
ji � wszystkie 
i¡gi b�d¡
e jej elementami mu-sz¡ mie¢ t¡ sam¡ dªugo±¢. Ci¡gi te nazywane s¡ krotkami lub n-krotkami.Na rela
ja
h n-argumentowy
h mo»na wykonywa¢ dziaªania takie jak sumazbiorów, prze
i�
ie (ilo
zyn zwykªy), ró»ni
a zbiorów, dopeªnienie, itp. Dlarela
ji obowi¡zuj¡ równie» poj�
ia równo±
i, zawierania, itp. Odpowiedniorozszerza si� te» de�ni
je projek
ji, rozszerzenia 
ylindry
znego, ob
i�
ia, do-peªnienia, obrazu zbioru i zªo»enia.Ilo
zyn kartezja«ski U = X1 �X2 � : : :�Xn tworzy pewne uniwersum.Rela
j� R okre±lon¡ w tym uniwersum mo»na zada¢ ekstensjonalnie lub in-tensjonalnie, poprzez okre±lenie pewnego warunku, który speªniaj¡ elementynale»¡
y
h do niej par. Warunek taki, maj¡
y zazwy
zaj posta¢ logi
zn¡,stanowi funk
j� 
harakterysty
zn¡ rela
ji. Tak wi�
 rela
ja mo»e by¢ dopewnego stopnia uto»samiana z pewn¡ funk
j¡ logi
zn¡ � predykatem; tymrazem b�dzie to predykat o n argumenta
h.
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 17Rela
je n-argumentoweDla zapisania faktu, »e pewne elementy x1 2 X1, x2 2 X2 oraz xn 2 Xn two-rz¡ 
i¡g nale»¡
y do rela
ji R (jej krotk�), stosowane mog¡ by¢ nast�puj¡
ezapisy:� (x1; x2; : : : ; xn) 2 R (
i¡g x1; x2; : : : ; xn) nale»y do rela
ji R),� R(x1; x2; : : : ; xn) (za
hodzi rela
ja R od x1; x2; : : : ; xn; tzw. nota
japre�ksowa).Powy»sze nota
je s¡ równowa»ne; nota
ja in�ksowa nie jest stosowana wprzypadku rela
ji n-argumentowy
h. Powy»sze nota
je s¡ równowa»ne.Poniewa» przy de�niowaniu rela
ji R zbioryX1; X2; : : :Xn nie zawsze mu-sz¡ by¢ zadane jawnie, mo»na zde�niowa¢ dziedzin� rela
ji n-argumentowejze wzgl�du na i-ty argument, i = 1; 2; : : : ; n.De�ni
ja 31 ZbiórDi(R) = fxi : 9x1; x2; : : : ; xi�1; xi+1; : : : ; xn (x1; x2; : : : ; xn) 2 Rgnazywany jest dziedzin¡ rela
ji R ze wzgl�du na i-ty jej argument.Dla dowolnej rela
ji n-argumentowej R za
hodzi wªasno±¢ R � D1(R) �D2(R) � : : : � Dn(R) oraz Di(R) � Xi, i = 1; 2; : : : ; n. Je»eli zbioryX1; X2; : : :Xn nie s¡ zadane jawnie, mo»na przyj¡¢, »e uniwersum rela
jiR stanowi zbiór D1(R) � D2(R) � : : : � Dn(R). Ma to istotne zna
zenieprakty
zne, np. dla zapewnienia mo»liwo±
i konstruktywnego wyzna
zeniadopeªnienia rela
ji; jest ono wów
zas okre±lone jako R, gdzie:R = f(x1; x2; : : : ; xn) 2 D1 �D2 � : : :�Dn : (x1; x2; : : : ; xn) 62 Rg:Intensjonalnie, je»eli rela
ja R jest okre±lona w pewnym uniwersum za po-mo
¡ warunku logi
znego, to dopeªnienie tej rela
ji (w tym uniwersum)mozna okre±li¢ poprzez nega
j� tego warunku.
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Elementy logiki: Podstawy matematy
zne 18Zbiory z powtórzeniamiZbiory z powtórzeniami to zbiory w który
h identy
zne elementy mog¡ wy-st�powa¢ wielokrotnie; inne stosowane nazwy to multizbiory lub wielozbiory.De�ni
ja 32 Zbiorem z powtórzeniami M okre±lonym nad pewnym zbioremU nazywamy dowolny zbiór par f(rM(u); u) : u 2 U; rM(u) 2 N[f0gg, gdzierM jest funk
j¡ typu rM : U �! N [ f0g.Wielozbiory zapisywane s¡ w posta
i M = P rM(u) � u lub jako zbiory parposta
i M = f(rM(u1); u1); (rM(u2); u2); : : : ; (rM(uk); uk)g (dla rM(u) 6=0). Li
zb� rM(u) nazywa si� krotno±
i¡ elementu u w wielozbiorze M lubwspóª
zynnikiem repety
ji.Suma zbiorów (teoriomnogo±
iowa):M1 [M2 = Xu2Umax(rM1(u); rM2(u)) � uPrze
i�
ie (ilo
zyn teoriomnogo±
iowy):M1 \M2 = Xu2U min(rM1(u); rM2(u)) � uRó»ni
a zbiorów:M1 nM2 = Xu2Umax((rM1(u)� rM2(u)); 0) � uDodawanie (suma arytmety
zna):M1 +M2 = Xu2U(rM1(u) + rM2(u)) � uMno»enie skalarne: k �M = Xu2U(k � rM(u)) � uZawieranie: M1 �M2 wtw: 8u 2 U rM1(u) � rM2(u)Równo±¢: M1 = M2 wtw: 8u 2 U rM1(u) = rM2(u):
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