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Wprowadzenie do logiki

Przedmiot logiki

Przedmiotem logiki matematycznej sa nastepujace zagadnienia:

e formalna, symboliczna reprezentacja wiedzy; wiedza wyrazana w jezyku
naturalnym jest zapisywana w postaci formut logicznych,

e przetwarzanie wiedzy za pomoca regut stanowigcych schematy wniosko-
wania; w tym celu formutowane sa reguty wnioskowania,

e badanie wtasnosci generowanych wnioskow i systemow logicznych; wia-
snosci te obejmuja m. in. poprawnosé i zupetnosé.

Klasyczna logika formalna bada mechanizmy rozumowan niezawodnych, w
ktorych otrzymywane wnioski sg zawsze prawdziwe, o ile wychodzi sie z praw-
dziwych przestanek, a wiec wnioskowania dedukcyjnego. Czasem dopuszcza
sie rowniez inne schematy wnioskowania, prowadzace do uzytecznych, chociaz
nie zawsze prawdziwych wnioskow (np. abdukcja oraz indukcja).

Alfabet rachunku zdan tworzg symbole formul zdaniowych, taczacych je
spojnikow (funkcji) logicznych oraz stosowane dla uporzadkowania notacji
nawiasy. Formuty zdaniowe symbolizuja konkretne zdania; zdania te moga
by¢ dobrze okreslone 1 wowcezas mozna im przypisaé ocene prawdy albo fatszu
lub tez symbolizowaé pewne nieskonkretyzowane w danej chwili wypowiedzi.

W pierszym przypadku, takie skoriczone wypowiedzi, ktorym mozna, jed-
noznacznie przypisa¢ ocene prawdy albo fatszu, nazywane beda zdaniami.
Moga one byé zapisywane jawnie, np. “Snieg jest bialy”, “W nocy jest
ciemno”, “Pada deszcz”, itp. lub tez przy uzyciu pewnych symboli, np. p
czy q. W drugim przypadku, formuta zdaniowa symbolizuje pewna blizej
nie sprecyzowang wypowiedz, jednakze taka, ktérej wartosé logiczna moze
przyja¢ wartos¢ prawdy albo fatszu. W taki przpadku formuta zdaniowa

nazywana jest zmienng zdaniowq.
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Wprowadzenie do logiki

Istota wnioskowania logicznego

Chcac przpisa¢ konkretne znaczenie pewnej zmiennej zdaniowej mozna za-
stosowac notacje postaci

def , . . ’
p = “W nocy jest ciemno”,

co oznacza, ze p staje sie skrotowym zapisem podanego zdania. Ponadto,
bardzo czesto rozwaza sie symbole formut zdaniowych nie przypisujac im kon-
kretnego znaczenia, a jedynie wartos¢ prawdy lub fatszu. Takie przypisanie
nosi nazwe okreslenia lub nadania interpretacji formule zdaniowej (zmienne;
zdaniowej).

Aby moéc prowadzi¢ wnioskowanie logiczne potrzebny jest zbior formut
definiujacych pewna wiedze oraz reguty dla ich przetwarzania. Reguty prze-
twarzania wiedzy zazwyczaj formutowane sa w postaci schematu:

przestanki reguty

konkluzje

Przyktadem reguty wnioskowania jest popularna reguta modus ponens o na-

stepujacym schemacie:
o, = f3

p
Na przyktad, dysponujac przestankami o = pada deszcz oraz 3 = jezeli pada
deszcz to ulice sq mokre (logicznie: pada deszcz = ulice sa mokre) mozemy
skorzystac z reguty modeus ponens wnioskujac wg schematu:

pada deszcz, pada deszcz = ulice sg mokre

ulice sg mokre

Otrzymujemy zatem konkluzje, ze ulice sa mokre, ktéra stanowi nowo wyde-
dukowany fakt.
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Wprowadzenie do logiki

Spojniki 1 formuly logiczne

Z formul atomowych bardziej ztozone formuly budowane sa przy pomocy
odpowiednich spajnikow logicznych. Najczescie] stosowane sa nastepujace
spojniki logiczne:

e — — negacja,
e A — koninkcja,

e \ — alternatywa,

= — implikacja (moze by¢ rowniez postaci <),

e & — rownowazno$é (implikacja dwustronna).

Przy wykorzystaniu powyzszych spojnikéw logicznych i symboli formut
zdaniowych (formut atomowych) buduje sie bardziej ztozone formuty logiczne

rachunku zdan. Nie wszystkie jednak mozliwe do utworzenia napisy beda
formutami. Ponizej podano definicje poprawnie skonstruowaych formut.

Definicja 1 Formuly rachunku zdan Niech P bedzie zbiorem symboli for-
mut atomicznych. Zbior poprawych formut rachunku zdar (krétko: formut)
FORjest zdefintowane rekurencyjnie jak nastepuje:

1. Jezelip € P to p € FOR,
2. Jezeli € FOR to (—¢) € FOR,

3. Jeieli ¢, € FOR. to (4 A ¢) € FOR, (¢V ¢) € FOR, (¢ = ) €
FOR oraz (¢ < ¢) € FOR,

4. Wszystkie formuty muszq byé gemerowane zgodnie z powyzszymi requ-
tama.
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Wprowadzenie do logiki

Semantyka rachunku zdan

Formutom atomicznym i ztozonym przypisywana jest ocena prawdy lub fal-
szu. Aktualna ocena formuly zalezy od przypisania wartosci logicznych wy-
stepujacym w niej formutom atomowym oraz od konstrukcji samej formuty.
Ponizej wprowadzono wazne pojecie interpretacji formut atomowych w ra-
chunku zdan.

Definicja 2 Niech P bedzie zbiorem rozwazanych symboli formut atomowych
a T wyrdznionym zbiorem wartosci logicznych, tj. T = {true, false}. In-
terpretacja symboli zbioru P nazywa sie kazdg funkcje postaci:

I:P—T

przyporzgdkowujgeq kazdemu symbolowr formuty atomowej wartosé lo-
giczng prawdy albo fatszu.

Interpretacja okresla zatem czy dana formuta atomowa jest uznawana za,
prawdziwa czy tez falszywa. Przy danej interpretacji formuta moze by¢ praw-
dziwa lub falszywa; w przypadku gdy interpretacja nie przypisywataby jed-
noznacznie wartosci logicznej prawdy albo fatszu wszystkim symbolom roz-
wazanego zbioru, interpretacje taka okresla sie jako niepetna lub czesciowa.

Definicja 3 Dwie formuty ¢ oraz 1) majgce identyczng wartosé logiczng przy
kazdej interpretacyi I (I(¢) = I(v)) nazywamy logicznie rownowaznymi.

Pojecie interpretacji nalezy rozszerzyé na zbior wszystkich formut FOR.
Odpowiednia definicja ma charakter rekurencyjny.
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Wprowadzenie do logiki

Semantyka — okreslanie warto$ci logicznej formut

Definicja 4 Niech P oznacza zbior rozwazanych symboli formut atomowych,
T - dwuelementowy zbior wartosci logicznych, a I — interpretacje. Interpre-
tacja I przypisuje wartosci logiczne wszystkim formu@lom ¢, 1 ze zbioru

FOR, tzn.:

I: FOR — T,

utworzonym wytgcznie w oparciu o symbole wystepujgce w P zgodnie z
nastepujgcymi zasadami:

= true wtw. gdy I(¢) = false oraz I(—¢) = false wtw. gdy
true,

1. 1(~9)
1(¢) =

2. I(¢p Np) = true wtw. gdy 1(¢) = true oraz 1(x)) = true; w pozostatych
przypadkach I(p N1) = false,

3. I(p V) = true wtw. gdy 1(¢) = true lub I(y) = true; w pozosta@lym
przypadku I(p V) = false,

4. (¢ = ) = true wtw gdy 1(¢) = false lub I(¢p) = true oraz jednocze-
$nie 1(1)) = true; w pozostatym przypadku I(p N\ ) = false,

5. I(p & ) = true wtw. gdy 1(¢) = 1(¥); w pozostatych przypadkach
I(¢ < ) = false.

Powyzsza definicja pozwala rekurencyjnie ustali¢ wartosé logiczna dowol-
nie skonstruowanej i dowolnie zlozonej poprawnej formuty rachunku zdan o
ile tylko znane sa wartosci logiczne wszystkich wystepujacych w niej formut
atomowych.
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Wprowadzenie do logiki

Tabele wartosci logicznych

Zamiast symboli prawdy i fatszu czesto stosujemy zapis uproszczony: 1 za-
miast prawdy i 0 zamiast falszu. Tablica prawdy dla negacji przybiera postaé:

LLP
0] 1
1|0

Tablica prawdy dla koninukcji przybiera postac:

P q4{p/g
0 0| O
0 1| 0
1 0] O
1 1 1
Tablica prawdy dla dysjunkcji przybiera postac:
P q|pVyq
0 0| O
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Tablica prawdy dla implikacji przybiera postac:

P 4|P=4g
0 0 1
0 1 1
10 0
11 1
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Wprowadzenie do logiki

Sematyka rachunku zdan

Czesto podana powyzej definicja przedstawiana jest w formie jest tabeli ilu-

strujacej podane zaleznosci logiczne (patrz ponizej).

¢ | Y | 2P oAV | oV | 9= |9
true | true | false | true | true true true
true | false | false | false | true true true
false | true | true | false | true true false
false | false | true | false | false | true true

Semantyke wybranych funkcji mozna definiowaé¢ za pomoca sprowadzenia
jej do rownowaznej formuly zawierajacej symbole koniunkeji, dysjunkcji i

negacjl.

* )= =9V,
¢ 0= Y= (0=Y) N (P =),

o 0|t = (¢ A1) — funkeja (kreska) Sheffera, jest to tzw. funkcja NAND;

inna notacja ¢ A 1,

e ¢ | v =—(¢pV) - funkcja (strzatka) Pierce’a, jest to tzw. funkcja

NOR; inna notacja ¢ V 1,

e VP Y= (—pAY)V(p A1) - funkeja alternatywy wykluczajacej, jest

to tzw. funkcja EX-OR,

e =9 VY oraz ¢ V —p — funkcje zakazu lub réznice niesymetryczne.

Ogolnie dla n argumentéw wejsciowych mozna skonstruowaé 22" réznych

funkcji, a wiec dla n = 2 jest 16 réznych funkcji.
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Wprowadzenie do logiki

Wazniejsze prawa logiczne

e ——p = p — prawo podwdjnego przeczenia,

e p/Aq=q/Ap— prawo przemiennosci koninke;ji,

e pVq=qVp— prawo przemiennosci alternatywy,

e (pANq) AT =pA(qgAT)—prawo tacznosci koninkeji,
e (pVq)Vr=pV(qVr)-prawo tacznosci koninkcji,

e (pVqg)Ar = (pAr)V (gAr)— prawo rozdzielnosci koninkcji wzgledem
alternatywy,

e (pAq)Vr=(pVr)A(qVr)— prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem
koninkcji,

e p A p = p — prawo idempotentnosci dla koninkeji,

e pV p = p — prawo idempotentnosci dla alternatywy,
e pAN0=0,pA1l=p-— prawo identycznosci,

e pV0=p, pV1=1-prawo identycznosci,

e pV —p =1 - prawo wylaczonego srodka,

e p A\ —p =0 — prawo sprzecznosci,

e <(pAq) =-(p)V —(q) — prawo De Morgana,

e ~(pVq) =-(p) A—(q) — prawo De Morgana,

e p = q = —q = —p — prawo kontrapozycji,

e p = g = —pV q — okreslenie implikacji za pomoca alternatywy.
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Postacie specjalne formut logicznych

Normalna posta¢ koninktywna

Kazda formuta logiczna rachunku zdarii moze byé sprowadzona do postaci
rownowaznej, w ktorej formuly atomiczne i ich negacje beda potaczone sym-
bolem alternatywy, a tak utworzone formuty — symbolem koniunkcji; jest to
tzw. normalna postaé koniuntywna, CNF i przybiera nastepujaca forme:

(M VpaV.ooo) A V@V . ..q)N...(s1VS$2V...5,).

Normalna postaé¢ dysjunktywna

Kazda formuta logiczna rachunku zdarii moze byé¢ sprowadzona do postaci
rownowaznej, w ktorej formuly atomiczne i ich negacje beda potaczone sym-
bolem koninkcji, a tak utworzone formuty — symbolem alternatywy:; jest to
tzw. normalna postaé dysjunktywna, DNF i przybiera nastepujaca forme:

(L AP2A o) V(G A@ENA . ..q)V ... (ST AS2NA ... Sp).

Normalna postaé¢ prawdy/jedynki oraz falszu/zera

Formuta zawsze prawdziwa zawierajaca n zmiennych zdaniowych moze zostac
przedstawiona w postaci DNF w jednoznaczny sposob 1 sklada sie ona z 2"
roznych koniunkeji, kazda o n sktadowych, np.:

1 = pgr V pqr V pgr N pgr N pgr NV pgr NV pgr NV pgr - (DNF)
Formuta zawsze falszywa zawierajaca n zmiennych zdaniowych moze zostaé

przedstawiona w postaci CNF w jednoznaczny sposob i sktada sie ona 7z 2"
roznych dysjunkeji, kazda o n sktadowych, np.:

0 = pqr N\ pgr N\ pgr N pgr A\ pgr A\ pgr A\ pqr N\ pqr (CNF)
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11

Zwiazki pomiedzy zdaniami logicznymi

Zdanie proste

Zdanie odwrotne

Zdanie przeciwne

Zdanie przeciwstawne

Kwadrat logiczny:

P=4q

P=4q

q=Dp

—Ip:>—|q

—lq:>—|p

q=D

P = q

Rownowaznosé logiczna
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Metoda zerojedynkowa

Zastosowania metody zero-jedynkowej

Metoda zerojedynkowa polega na budowie i analizie matrycy logicznej
formuty; moze by¢ stosowana do:

e weryfikacji tautologii (dla kazdej interpretacji wartos¢ logiczna formuty
jest true,

e weryfikacji niespelnialnosci (dla kazdej interpretacji wartosé logiczna
formuty jest false,

e badania réownowaznosci formut (dla kazdej interpretacji wartosci lo-
giczne sa takie same),

e weryfikacji logicznej konsekwencji (dla kazdej interpretacji prawdziwosé
formulty musi pociagaé¢ prawdziwosc jej konsekwenc;ji),

e wyznaczania interpretacji przy ktorych formuta jest prawdziwa lub fal-
sZywa.

Przyktad. sprawdzimy, ze formuta & jest tautologia.
C=(p=r)Alg=r1)) = ((pVe) =r)

p q rip=riqg=r|p=rANG=r)|(pVey=7r|
0 0 O 1 1 1 1 1
0 01 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 00 0 1 0 0 1
1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1
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Wprowadzenie do logiki
Przyklad zastosowania metody zero-jedynkowej
Zbadamy prawdziwos¢ implikacji logicznej postaci:
P=q) N (r=s)
(pVr)=(qVs)

p qr sip=qlr=s|pp=¢ANr=3s)|pVr|iqVs|(pVr)=(qVs)
00 0 0 1 1 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0 1 1
00 10 1 0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
01 0 0 1 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 1 0 1 1
01 10 1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 0 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 1 0 1 1 1
1 010 0 0 0 1 0 0
1 01 1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 0 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Z analizy kolumn 7 1 10 wynika, ze implikacja jest prawdziwa. Poza wierszami

7, 10, 12 i 15 zachodzi ponadto réwnowaznosc.
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Wprowadzenie do logiki

Wazniejsze reguly wnioskowania
o« 2 reguta wprowadzania alternatywy,
pVq

b, q
PAq

A . . ..
° ]% — reguta opuszczania koniunkc;ji,

— reguta wprowadzania koninkcji,

=
o P4 reguta modus ponens (modus ponendo ponens),
=q, T
o ]%]79(] — reguta modus tollens (modus tollendo tollens),
V@, —
AL reguta ponendo tollens,
° ]@qq,p — reguta ponendo tollens,
° % — reguta przechodniosci (reguta sylogizmu hipotetycznego),
pVr, =rVq ..
e —/— — regula rezolucji
AT, T/ .. . . .
° % — odwrotna reguta rezolucji (konkluzja logiczna jest odwro-
cona,),
p=q, r=5 :
° — prawo dylematy konstrukcyjnego,
(pVr)=(gvs) ~ PR YA YR
p=q, r=5

° A= (qhs) prawo dylematy konstrukcyjnego.
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Sprowadzanie dowolnych formul do postaci
normalnych

Sprowadzanie do CNF /DNF

.oV =(P=V)A (V= ®) - eliminacja symboli réwnowaznosci,
2. ® = V¥ = —-P VY - eliminacja symboli implikacji,
3. =(—=®P) = ® — eliminacja zagniezdzonych negacji,

4. =(dVV¥) = =P AV - zastosowanie prawa De Morgana do sprowadzania,
symbolu negacji bezposrednio przed formute atomowa,

5. 2(PAY) = =PV -V — zastosowanie prawa De Morgana do sprowadzania,
symbolu negacji bezposrednio przed formute atomowa,

6. PV (WAY)=(PVY)A(PVTY) - zastosowanie prawa rozdzielnosci
alternatywy przy sprowadzaniu do CNF,

T.ON(TVY)=(PAY)V(PAT) - zastosowanie prawa rozdzielnosci
koninkcji przy sprowadzaniu do DNF.

Przyktad:

eANp=4q)=q=-(NPp=q9)Vq=
—(pA=(pVq)Vg=(pV--(pVq)Vqg-=
(pV(Vq@))Vag=(-pVpVpVaqVgq=
(-pVpVg=1vqg=1.

Sprowadzenie do postaci normalnej formuly zawsze prawdziwej (zawsze
fatszywej) pozwala okresli¢ jej wartosé logiczna.
(©Antoni Ligeza
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Podstawowe definicje, okreslenia i twierdzenia

Definicja 5 Formuta jest nazywana:
e tautologia wtw. gdy jest prawdziwa przy kazdej interpretacyi;
e formuta falsyfikowalna gdy nie jest tautologiq,

e formuty spetnialng wtw. gdy istnieje taka interpretacja, przy ktorej for-
muta ta jest prawdziwa;

e formula niespetnialng, formulg niespéjna lub formuta sprzeczna wtw.
gdy przy kazdej interpretacyi fromuta ta jest fatszywa;

o fomuta U jest logiczng konsekwencja formuty ®, co notujemy & = W
wtw. gdy dla kazdej interpretacyi przy ktore; ® jest prawdziwa rowniez
U jest prawdziwa;

e formuta VU jest wyprowadzalna z formuty ®, co notujemy ® - ¥ wtw.
gdy istnieje ciqg requt dowodzenia pozwalajacy uzyskac ¥ z ®.

Konsekwencje tych definicji:

e formuta jest tautologia wtw. gdy jej negacja jest niespetnialna
(sprzeczna),

e formuta jest niespelnialna wtw. gdy jej negacja jest tautologia,

e formuta nie jest tautologia wtw. dla przynajmniej jednej inteerpretacji
jest falszywa,

e formuta jest niesprzeczna wtw. gdy dla przynajmniej jednej interpretacji
jest prawdziwa,

e tautologia jest zawsze formula spelnialna (ale nie odwrotnie),

e formuta niespelnialna jest formula falsyfikowalng (ale nie odwrotnie).
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Zasady dowodzenia

Twierdzenia o dedukcji

Twierdzenie 1 Jezeli A1, Ay, ... A, sq formutami logicznymi (nazywanymi
aksjomatami), formuta Q0 (nazywana hipotezq lub konkluzjg) jest ich logiczng
konsekwencjg wtw. gdy formuta Ay N Do A ... A, = Q jest tautologiqg.

Twierdzenie 2 Jezeli Ay, Ao, ... A, sq formutami logicznymi (nazywanymi
aksjomatami), formuta ) (nazywana hipotezq lub konkluzjq) jest ich logiczng
konsekwencjg wtw. gdy formuta Ay N Do A ... A, A =S jest sprzeczna.

Problem dowodzenia twierdzenn ma posta¢: majac dane aksjomaty
Ay, Ag, ... A, uznane za prawdziwe wykazaé¢ prawdziwosé hipotezy 2. Tak
wiec nalezy wykazac, ze:

A ANAALA, EQ

Stosowane sa nastepujace metody:

e sprawdzanie wszystkich mozliwych interpretacji (wada: duza ztozonosé
obliczeniowa),

e dowaod wprost — korzystajac z aksjomatow i regut dowodzenia generujemy
nowe formuly az do uzyskania formuty €2,

e dowodzenie tautologii — korzystajac z Tw.1 dowodzimy, ze formuta
A1 ANAs A LA, = Q jest tautologia,

e dowadd nie wprost — to dowod twierdzenia przeciwstawnego, rownowaz-
nego danemu. Polega na dowodzeniu twierdzenia postaci

—|Q|:—|(A1/\A2/\...An).

e dowod przez sprowadzenie do sprzeczno$ci; korzystaja z Tw.2, polega
na wykazaniu sprzecznosci formuty:

A ANAg AL A, A
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