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Elementy logiki: Algebra Boole'a i ukªady logi
zne 2Algebra Boole'aAlgebra Boole'a jest struktur¡ matematy
zn¡ posta
i:
({0, 1},∨,∧,¬, 0, 1),gdzie dany jest zbiór dwuelementowy, dziaªania alternatywy (sumy), ko-niunk
ji (ilo
zynu) oraz nega
ji (dopeªnienia), a tak»e element neutralnysumy i ilo
zynu. Dla uprosz
zenia zapisu koniunk
j� p∧q zapisujemy jako p·qlub pq, a nega
j� ¬p jako p̄. Dziaªania alegbry Boole'a speªniaj¡ nast�puj¡
eprawa:

• element neutralny: p ∨ 0 = p, p · 1 = p,
• identy
zno±¢: p ∨ 1 = 1, p · 0 = 0,
• idempotentno±¢: p ∨ p = p, p · p = p,
• dopeªnianie: p ∨ p̄ = 1, p · p̄ = 0,
• przemienno±¢: p ∨ q = q ∨ p, p ∧ q = q ∧ p,
• ª¡
zno±¢: (p ∨ q) ∨ r = p ∨ (q ∨ r), (p ∧ q) ∧ r = p ∧ (q ∧ r),
• rozdzielno±¢: p∨ (q∧r) = (p∨q)∧ (p∨r), p∧ (q∨r) = (p∧q)∨ (p∧r),
• po
hªanianie: (p ∧ q) ∨ p = p, (p ∨ q) ∧ p = p,
• prawa De Morgana: p ∨ q = p̄ ∧ q̄, p ∧ q = p̄ ∨ q̄.Przykªadami algebr Boole'a s¡:
• Algebra zerojedynkowa: ({0, 1},∨,∧,¬, 0, 1),
• Zbiory: (2S,∩,∪, X̄, ∅, S),
• Ci¡gi zerojedynkowe o dªugo±
i n:

({ppp . . . p : p ∈ {0, 1}},∨,∧,¬, 000 . . .0, 111 . . .1).
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Elementy logiki: Algebra Boole'a i ukªady logi
zne 3Funk
je BooleowskieNie
h B = {0, 1}. Funk
j¡ booleowsk¡ n-argumentow¡ nazywamy dowoln¡funk
j� typu:
f : B

n −→ B.W ogólnym przypadku istnieje 22n ró»ny
h funk
ji booleowski
h. Dla n = 1mamy 
ztery funk
je, dla n = 2 jest i
h 16 a dla n = 3 a» 256.Przykªad funk
ji 3-argumentowej przedstawiono poni»ej.
p q r f(p, q, r)0 0 0 00 0 1 00 1 0 00 1 1 11 0 0 01 0 1 11 1 0 11 1 1 1Funk
ja ta dla p = 0 realizuje koniunk
j� pozostaªy
h argumentów, a dla

p = 1 � i
h alternatyw�; mo»na wi�
 j¡ zapisa¢ w posta
i:
f(p, q, r) = p̄ · (q · r) ∨ p · (q ∨ r).Inna posta¢ tej funk
ji:

f(p, q, r) = p̄ · q · r ∨ p · q̄ · r ∨ p · q · r̄ ∨ p · q · r.Wyra»enia posta
i x · y · z, lub pro±
iej xyz, gdzie x = p lub x = p̄,
y = q lub y = q̄ oraz z = r lub z = r̄ nazywamy atomami (ilo
zynami) w
B

3. Ró»ny
h taki
h atomów jest 2n. Ka»d¡ funk
j� mo»na przedstawi¢ jakosum� atomów.Posta¢ minimalna:
f(p, q, r) = p · q ∨ p · r ∨ ∨q · r.
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Elementy logiki: Algebra Boole'a i ukªady logi
zne 4Wyra»enia booleowskieWyra»enia booleowskie sªu»¡ do zapisu i de�niowania funk
ji booleowski
h.De�ni
ja 1 Nie
h b�d¡ dane symbole zmienny
h booleowski
h p1, p2, . . . , pn.Wyra»eniem booleowski
m jest:
• symbol 0, 1 oraz ka»dy z symboli p1, p2, . . . , pn,
• je»eli P1 i P2 sa wyra»eniami booleowskimi, to równie» P1 ∨P2, P1 ∧P2oraz P̄1 (P̄2) sa wyra»eniami booleowskimi.Ka»de wyra»enie booleowskie de�niuje pewna funk
je booleowsk¡. Warto±
itej funk
ji dla konkretnego wyra»enia wyzna
zamy stosuj¡
 reguªy algebryBoole'a.Dwa wyra»enia booleowskie nazywamy równowa»nymi gdy de�niuj¡ oneidenty
zne funk
je.Ilo
zynem minimalnym n zmienny
h booleowski
h nazywamy koniunk
j�(atom w B

n) n zmienny
h; »adna zmienna nie mo»e si� powtarza¢.Ka»d¡ funk
j� i ka»de wyra»enie booleowskie mo»na przedstawi¢ w równo-wa»nej posta
i skªadaj¡
ej si� z samy
h ilo
zynów minimalny
h - jest to tzw.posta¢ kanoni
zna (posta¢ normalna alternatywno-koniunk
yjna). Okre±le-nie posta
i kanoni
znej polega na wskazaniu które ilo
zyny minimalne w
ho-dz¡ (+) do de�ni
ji funk
ji, a które nie w
hodza (−).
p q r ilo
zyn f(p, q, r) 
zy w
hodzi0 0 0 p̄q̄r̄ 0 −0 0 1 p̄q̄r 0 −0 1 0 p̄qr̄ 0 −0 1 1 p̄qr 1 +1 0 0 pq̄r̄ 0 −1 0 1 pq̄r 1 +1 1 0 pqr̄ 1 +1 1 1 pqr 1 +
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Bramki logi
zne

NOT

AND

OR

NAND

NOR

Rysunek 1: Symbole bramek logi
zny
h
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Elementy logiki: Algebra Boole'a i ukªady logi
zne 6
Ukªady logi
zneZ bramek logi
zny
h mo»na budowa¢ dowolnie zªo»one ukªady logi
zne.

X1 X2

A2

A1 O1

in2(X1)=0

in1(A2)=1

in1(X1)=1

out(X2)=1

out(O1)=0

Rysunek 2: Przykªad ukªadu logi
znego � sumator.
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Elementy logiki: Algebra Boole'a i ukªady logi
zne 7
Analiza ukªadów logi
zny
hAnaliza ukªadów logi
zny
h polega na rekonstruk
ji funk
ji logi
znej realizo-wanej przez zadany ukªad logi
zny. Mo»na to zrobi¢ posªuguj¡
 si� matry
¡logi
zn¡ ukªadu. Dla ukªadu z Rys. 2 mamy:inp1(X1) inp2(X1) inp(A2) X1 A1 A2 out(X2) out(O1)0 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 1 00 1 0 1 0 0 1 00 1 1 1 0 1 0 11 0 0 1 0 0 1 01 0 1 1 0 1 0 11 1 0 0 1 0 0 11 1 1 0 1 0 1 1Na postawie powy»szej tabeli mo»na odtworzy¢ funk
je w posta
i kanoni
z-nej; dla uprosz
zenia podstawmy inp1(X1) = p, inp2)X1) = q, inp(A2) = c.Mamy:

out(X2) = p̄q̄c ∨ p̄qc̄ ∨ pq̄c̄ ∨ pqc,

out(O1) = p̄qc ∨ pq̄c ∨ pqc̄ ∨ pqc.Mo»na te» okre±li¢ posta
ie minimalne dla ty
h funk
ji:
out(X2) = p̄q̄c ∨ p̄qc̄ ∨ pq̄c̄ ∨ pqc,

out(O1) = pq ∨ pc ∨ qc.Posta¢ minimalna i kanoni
zna funk
ji out(X2) s¡ identy
zne.Funk
je tego ukªadu mo»na te» okre±li¢ bezpo±rednio w opar
iu o s
hemat;jednak jest ona bardziej skomplikowana i trudna do dalszej analizy.
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Elementy logiki: Algebra Boole'a i ukªady logi
zne 8Synteza ukªadów logi
zny
hSynteza ukªadów logi
zny
h polega na zaprojektowaniu struktury sie
i logi
z-nej realizuj¡
ej okre±lon¡ funk
j�. Funk
ja któr¡ nale»y zrealizowa¢ mo»e by¢zadana:
• ekstensjonalnie � w posta
i tabeli wej±
ia-wyj±
ie,
• intensjonalnie � w posta
i wyra»enia logi
znego (booleowskiego).Etapy projektowania obejmuj¡:
• spe
y�ka
j� funk
ji (np. werbaln¡, w posta
i zestawu warunków),
• budow� tabli
y opisuj¡
ej rela
je wej±
ia-wyj±
ia,
• genera
j� funk
ji,
• minimaliza
j� i ew. faktoryza
j� funk
ji,
• implementa
j� z wykorzytaniem zadany
h bramek logi
zny
h.Tabli
a de�niuj¡
a funk
j� budowana jest w opar
iu o werbaln¡ spe
y�ka
j�funk
ji, np.:Zaprojektowa¢ ukªad do gªosowania, o trze
h wej±
ia
h, którydaje na wyj±
iu 1 o ile przynajmniej na dwó
h wej±
ia
h pojawi¡si� jedynki.

p q r f(p, q, r)0 0 0 00 0 1 00 1 0 00 1 1 11 0 0 01 0 1 11 1 0 11 1 1 1
©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Algebra Boole'a i ukªady logi
zne 9
Synteza ukªadów logi
zny
hDla tabeli spe
y�kuj¡
ej dziaªanie funk
ji mo»na ªatwo zbudowa¢ posta¢ ka-noni
zn¡ funk
ji. W tym 
elu nale»y:

• uwzgl�dni¢ jedynie te wiersze tabeli, w który
h na wyj±
iu ukªadu jest
1,

• dla ka»dego takiego wiersza zbudowa¢ ilo
zyn minimalny zawieraj¡
ywszystkie zmienne wej±
iowe,
• je»eli w danym wierszu zmienna wej±
iowa przyjmuje warto±¢ 1 to wilo
zynie minimalnym wyst�puje bez nega
ji,
• je»eli w danym wierszu zmienna wej±
iowa przyjmuje warto±¢ 0 to wilo
zynie minimalnym wyst�puje z nega
j¡,
• wygenerowane ilo
zyny minimalne poª¡
zy¢ symbolem alternatywy.Posta¢ kanoni
zna tej funk
ji:

f(p, q, r) = p̄ · q · r ∨ p · q̄ · r ∨ p · q · r̄ ∨ p · q · r.Posta¢ kanoni
zna jest zwykle zbyt rozbudowana, aby wykorzysta¢ j¡ bez-po±rednio do syntezy ukªadu. Nale»y zatem dokona¢ minimaliza
ji funk
jikorzystaj¡
 z praw algebry Boole'a.Minimaliza
ja mo»e przebiega¢ nast�puj¡
o:
p̄ · q · r ∨ p · q̄ · r ∨ p · q · r̄ ∨ p · q · r =

(p̄ · q · r ∨ p · q · r) ∨ (p · q̄ · r ∨ p · q · r) ∨ (p · q · r̄ ∨ p · q · r) =
q · r ∨ p · r ∨ p · q.Dla realiza
ji tej funk
ji potrzeba 3 bramki AND i 2 bramki OR.Dla realiza
ji funk
ji z wykorzystaniem bramek NAND stosujemy prze-ksztaª
enie: f(p, q, r) = q · r ∨ p · r ∨ p · q = pq · pr · qr. (4 bramki NAND).
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Elementy logiki: Algebra Boole'a i ukªady logi
zne 10Minimaliza
ja i przeksztaª
anie wyra»e«Minimaliza
j� i przeksztaª
anie funk
ji logi
zny
h mo»na prowadzi¢ z wy-korzystaniem reguª algebry Boole'a; pozwalaj¡ one za
howa¢ równowa»no±¢wyra»e« booleowski
h (funk
ji). Przy minimaliza
ji sz
zególnie u»yte
zne s¡nast�puj¡
e reguªy:Reguªa sklejania wyra»e« ilo
zynowy
hNie
h b�d¡ dane dwa ilo
zyny literaªów posta
i x1x2 . . . xi−1pxi+1 . . . xn oraz
x1x2 . . . xi−1p̄xi+1 . . . xn, które s¡ identy
zne poza i-t¡ pozy
j¡ na której wy-st�puj¡ literaªy komplementarne. Ilo
zyny te mo»na zast¡pi¢ jednym ilo
zy-nem wg nast�puj¡
ego s
hematu:

x1x2 . . . xi−1p xi+1 . . . xn, x1x2 . . . xi−1p̄ xi+1 . . . xn

x1x2 . . . xi−1−xi+1 . . . xnSymbol − ozna
za dowoln¡ warto±¢ i mo»e zosta¢ pomini�ty; otrzymamywów
zas skró
ony ilo
zyn posta
i x1x2 . . . xi−1xi+1 . . . xn.Reguªa po
hªaniania wyra»e« ilo
zynowy
hW trak
ie reduk
ji wyra»e« booleowski
h mo»e okaza¢ si�, »e pewne wyra-»enia przestaj¡ by¢ niezb�dne dla zapisu funk
ji � staj¡ si� one nadmiarowei jako takie mog¡ by¢ usuni�te. Nie
h b�d¡ dane dwa ilo
zyny literaªówposta
i x1x2 . . . xn oraz y1y2 . . . yn. Powiemy, »e za
hodzi po
hªanianie:
x1x2 . . . xn ≥ y1y2 . . . ynwtw. gdy dla ka»dego i, xi = yi lub xi = −. Ina
zej, wyra»enie po-
hªaniaj¡
e przyjmuje warto±¢ 1 zawsze gdy wyra»enie po
hªaniane przyj-muje warto±¢ 1. Wyra»enie po
hªaniane y1y2 . . . yn mo»na wyeliminowa¢(bez wpªywu na równowa»no±¢; pami�tajmy, »e x1x2 . . . xi−1xi+1 . . . xn ≡

x1x2 . . . xi−1−xi+1 . . . xn).
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Elementy logiki: Algebra Boole'a i ukªady logi
zne 11Tabli
e KarnaughaTabli
e Karnaugha stanowi¡ wizualne narz�dzie wspomagaj¡
e minimaliza
j�wyra»e« booleowski
h i funk
ji logi
zny
h. Istota tabli
 Karnaugha polega nauwido
znieniu wyra»e«, które mog¡ podlega¢ sklejaniu w posta
i s¡siedni
hpól odpowiednio skonstruowanej tabli
y.
x1

x2x3
00 01 11 10

0

1

x1

x2x3
00 01 11 10

0

1

x1

x2x3
00 01 11 10

0

1
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x2x3
00 01 11 10

0
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x1x2

x3x4
00 01 11 10
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10

x1x2

x3x4
00 01 11 10

00
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x1x2

x3x4
00 01 11 10

00

01

11
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x1x2

x3x4
00 01 11 10

00

01

11

10Rysunek 3: Przykªady tabli
 Karnaugha
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Zasady sklejania w tabli
a
h KarnaughaKonstruk
ja tabli
 Karnaugha jest taka, »e ka»de dwie s¡siednie kratki spe-
y�kuj¡ ilo
zyny logi
zne ró»ni¡
e si� dokªadnie na jednej pozy
ji; pola takiemo»na zatem sklei¢, analogi
znie jak ilo
zyny zmienny
h.Obowi¡zuj¡ nast�puj¡
e zasady sklejania:

• ozna
zenia kratek:� n = 2: 00, 01, 11, 10,� n = 3: 000, 001, 011, 010, 110, 111, 101, 100.
• sklejaniu podlegaj¡ wszystkie pola zawieraj¡
e 1; pola zawieraj¡
e −mog¡, ale nie musz¡ by¢ pokryte (s¡ one uwzgl�dniane w miar� potrzeb),
• sklejane obszary musz¡ mie¢ ksztaªt prostok¡ta; sklejane mog¡ by¢ rów-nie» �prostok¡ty� skonstruowane na zasadzie s¡siedztwa pól rozmiesz-
zony
h symetry
znie na kraw�dzia
h,
• nale»y wykorzysta¢ prostok¡ty pokrywaj¡
e jak najwi�ksz¡ li
zb� jedy-nek,
• ju» pokryte jedynki mo»na wykorzysta¢ do ponownego sklejania, o ilejest taka potrzeba,
• dla danego prostok¡ta budowany jest ilo
zyn zmienny
h, przy 
zym:� je»eli wewn¡trz obszaru dana zmienna przyjmuje stale warto±¢ 1,to jest uwzgl�dniana bez nega
ji,� je»eli wewn¡trz obszaru dana zmienna przyjmuje stale warto±¢ 0,to jest uwzgl�dniana z nega
j¡,� je»eli wewn¡trz obszaru dana zmienna przyjmuje warto±¢ 1 i 0, tojest pomijana.
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Przykªad syntezy: sumator jednobitowySpe
y�ka
ja zadaniaNale»y skonstruowa¢ ukªad logi
zny stanowi¡
y sumator jednobitowy,uwzgl�dniaj¡
y równie» przeniesienie. Na wej±
iu sumatora mamy dwa su-mowane bity (sygnaªy p i q) oraz bit przeniesienia c. Na wyj±
iu sumatoramamy bit wyniku s oraz bit przeniesienia t. Bit wyniku s jest równy 1 wtedyi tylko wtedy gdy suma sygnaªów wej±
iowy
h jest nieparzysta (jedna albotrzy jedynki). Bit przeniesienia t jest równy 1 wtedy i tylko wtedy gdy sumo-wane s¡ 
o najmniej dwie jedynki. Odpowiedni¡ tabli
� spe
y�ka
ji funk
ji

s i t podano poni»ej.
p q c s t0 0 0 0 00 0 1 1 00 1 0 1 00 1 1 0 11 0 0 1 01 0 1 0 11 1 0 0 11 1 1 1 1Posta
ie kanoni
zne funk
ji s i t mog¡ by¢ od
zytane bezpo±rednio z tabeli;na tej podstawie mo»na wypelni¢ odpowiednie tabele Karnaugha. Otrzy-mane posta
ie minimalne funk
ji s i t s¡ nast�puj¡
e:

s = p̄qc ∨ pq̄c̄ ∨ p̄q̄c ∨ pqc,

t = pq ∨ pc ∨ qc.Inna posta¢ z wykorzystaniem EX-OR): s = p ⊕ q ⊕ c, t = pq ∨ (p ⊕ q)c.
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