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dy�fe�8+!$���R#$9½��� �";
g�h7ikj4l4m<n �
�����"�¦¬ iknCo'p�qJh�r/o�stnCl=uwvfm5nxo'p!hyo�h�r	z{vfnVr}|~z>p!n4|�z7p���lGnVmfr�ikjtsG�����3lGh��fs4m5n4v��
v���|��3gD�'sG��i'|��>ikn�o!m<jy�W�tn3qJh{ikj4ltm�z~s4�fm5hy����vwm<n3�fnG��vwm5�7ikn3o!m<j��IqJh7ikjCltm<n�qfm5n4�kr�h{p�v�n7���
��v�p��fmYl)��i'vwm<ny�Ahys4vwz�lGsCz�h�v�h�stn4o'p�z4r �Y�f���{h��<n4�ylkikj�qJnGr�v���l=u�n4�5n4|3n4v�p!��rE� �¡r	�����5n
qf�'sG��i'|��7iknEo!m5jy�w�tn¢o�£�p!h¤nC�<n4|3nCv�p��¥qJh��fhy�wvfny�yikn4�wv�z{�{h�r�nt¦yh�p���qf�§�	¨�n4�wvwz��©s4v�z{vfn
o�£�qf�'�����©�fnG�JvfmYlki'mªp�n4¦�h3qJh{ikj4ltmYzf�wvfq§�

«Æ�­¬½&
��!=e��¯®�° ���"¥/��±�²�³k´ �B���
��¬�£¿�?¥�£­� �� ¼®$����¥����?¥
M

���"�/¥¦¾�¹Ë�������¦�_���
���/¡Fµ������t¹�µ
�����¦�B�%���?¥¦����¡�� �3���/��¥?²+�p�$�"¾��r���%�%���"¥¦�����ª· �/²$¹Ë®%�$���a¥�²��p¹º¬��R�3���/��¥�«��r���%���/�FÂ��>�Ï�
«
¥/���3®³���� ¢�"¾t¶T»7· nthy�'¦¥¸Vz{v�p!hy�G�L¹4º{»�¼C��¹C½�¹4º À$Á
¾¿nV�'hys4�'���4vwmYz��5vfnAh��fm5n4��p��¢v�z7sG��r	z{|À�Ár1Â�z{Ã!vwm<n�n4�5n4|3n4v�p�z{|�m{s4�wm<h��'�

M
�ÅÄ­p�h�o�h�rVz�vwz

ikn4o'pxv�z{o'p!j4qw�>i�£�l4z�vfh{p�z{lki�zfÆ

• m ∈M
ÆÇhy�wm<n4��pÀ��nC�<n4|3nCv�p=�

m
v�z{�5nt�G�©��h3s4�wm<h����

M
�

• m 6∈M
ÆÇhy�wm<n4��pÀ��nC�<n4|3nCv�p=�

m
vwm<nEv�z{�<n4�G�¥�fh3s4�wm<hy���

M
�

• M = {m1,m2, . . . ,mk}
Æas4�fm5�y�

M
o!��Â�z{��z�o!m<jÈ��p����Y�{h�mÇr	�¡Â�£{lGsCvfm5n>��s3nC�<n)�

|3n4v�p!��r
m1,m2, . . . ,mk

�

• M = {m ∈ U : φ(m)}
ÆasC�fm5�y�

M
o!��Â�z{��z�o!m5j���p����5��h^mÉrx�¡ÂÊ£�lGs4vwm<n¤s¤p���l=u

n4�<n4|¤n4v�p!�Cr s4�wm<hy���
U

�I�wvfm<Ëyn4��o!�w|¥�=�	��p!�y�'n�o!qJn{ÂÊvfm�z�i�£Ìr	z��'�wvfn4�Í�I�5h�¦ymYlGs4v����
s4��nt��vwm<h�r	z{v��~Î�hy��|Ï�ªÂ�£

φ(m)
�

Ðxhy�5n'i'vfhyÃ!ÑÒnC�<n4|3nCv�p���rÓrÔs4�wm<h��ks4nÁvwm<n	ikn4o'p�m5o'p!h{p�v�z��VÐ1z7�4���¥nC�<n4|3nCv�pVs4�fm5hy����|3hy�tn
r	��o'p�£­qwm5ÑAr�vwm5|Õp����Y�{hÖ�!z{sy�Ç�ª�fm5hy�k�¢|3h�¦­£�����Ñ�o!�{hy×wlGsth�v�n1�

k
�%n4�<n4|¤n4v�p!hCr�ny�

k ≥ 0
�

�5�w��vwm<n4o!��hy×wlGsthyvfny�
ØWm5lts4�JjÁn4�<n4|¤n4v�p!�CrÓs4�wm<hy���

M
hys4vwz�lGsCz�|¢��qw�'stnts

||M ||
�Jl4z����

(M)
�w�5�w�

#M
�

+
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«Æ�­¬½&
�����Ï��&*���R#$9*���������
�ª�fm5hy�k�Ù|3h�¦­£À����ÑE�fnG��vwm<h�r	z{vfn1rÔvwz�o'p�jCqf�7i�£{l)�©o!qJhyo����WÆ

•
��E�	��
�+&
	:e���&*�¡Ú�&*���¡�Ûp!s4v§� qJhyqw�'stnts r	���5mYlGstn4vwm<nÜr�o�sG��o'p���m5l u n4�<n4|¤n4v�p!�Cra�
vfq§�

{pon., wt.,
¾¦��Á
, czw., pt., so., niedz.}

�
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

���5�w�
{a, b, c, . . . , x, y, z}

�
{1, 2, 3, . . .}

�
{1, 3, 5, 7, 11, 13, 17, . . .}

�

•
��&´���+&
	:e���&
�6Ú�&
���¡�cp�sCvW�©qJh�qf�'stn4s¤s4�fnG��vwm<h�r	z{vwm<n�rÁÂÊz�o!v�h�Ã!ltmÇnC�<n4|3nCv�p���ra��v�z��
i'lGstj4Ã!ltm5n'i�saqJnGr�v�nt¦yh��wvfm<rTnC�'o!�w| �Êp!s4v§�AsCz��wz�vfm5nÁ�fs4m<nC��s4mYv��¥mWr	z{���wvf���¡�=�¡vwqW�
{n ∈ N : 2|n}

�

•
�"��E�;=�"�+&*!�'­e�&*���¡�yp!s4vW�Dq¡hyqw�ks4nts�s4�fnG��vwm<h�r	z{vwm<nVq¡nGr/vfnt¦�hÖn4�<n4|¤n4v�p��¥��n4�<n4|¤n4v��
p���rÖ�T��z7sth�r�nt¦�h�m§�'nt¦y�ªÂ5�Ùqw�kh��w�w��lki'm���vwqW�

x1 = 1
�
x2 = 1

�
xi = xi−1 + xi−2�f��z

i ≥ 3
�

•
s�zÏq¡hy|3h�l4£Ïh�qJn4�!z{lki'mLz��<¦�nC�f�k�~sC�fm5hy�'��r ��s�z{��ztr	z�vfm5nÖrxp�����v�n>�=�

•
s�zÏq¡hy|3h�l4£Ïh�qJn4�!z{lki'm§�5h�¦ymYlGs4v���l uZ��s�z{��ztr	z�vfm5nÖrxp�����v�n>�=�

•
�fhy|À��Ã!�5vwm<n��

Ý �P���"��!�e��ª�¡Ú�4���9
��']#�9½��� �"���
Þxr	z�s4�fm5hy�k�

X
m
Y

o�£~�'�Cr�v�n
X = Y

�Jrxp�rE�Ö¦y���^�7z7�4����n4�5n4|3n4v�p
X

v�z{�5nt�G�^�fh
Y

mªv�zÏh���r��'�{p4�T�ª�wm<���
X

iknCo'pxqJh��fs4�fm5hy�'n4| ��rÁÂÊz�Ã!ltm�rx��|¥�Ås4�wm<hy���
Y

rxp�rE�Å�>z{�4���
n4�<nC|3n4v�p

X
vwz��<nt�G�È��hÙs4�wm<h����

Y
�§lGhÙvfh{p��7ikn4|¢�

X ⊆ Y
�
X ⊂ Y

¦y���
X 6= Y

���
ß ;½����#�9½��� �"����Æ

X ∪ Y = {x : x ∈ X ∨ x ∈ Y }
�

c Ú���!$#$'�& à¼�
�"#$�+!%��8+!%���±#$9*��� �����ÈÆ
X ∩ Y = {x : x ∈ X ∧ x ∈ Y }

�
á§�6â$&*��!%�N#�9½��� �"����Æ

X \ Y = {x : x ∈ X ∧ ¬x ∈ Y }
�

«Æ� ���>��&*���+&*���ª#�9½��� �";
X

à¼�
�6;*&*�¶�Ï���"	F;½� ãåä�Æ
X = U \X

�
�ª�fm5�y�Eqw�fo'p���hys4v�z{lGsCz�|¢��qf�'stn4s

∅
�Ù�ª�wm<�y�1r�o�sG��o'p���m5l uZqJh��fs4�wm<hy�'��r

U
qf�'stn4s

2U
�

�¡r/m�£7s4��m�q¡hy|¤m5j4��st�¥s4�wm<h��!z{|¤m§rx��¦�h��wvfm5n/ikn4o'pÒqw�ks4n4�fo'p�z4r/m�z{ÑEsCz�qJhy|¤h�l4£�p!sGrE�/�wmæ�
z7¦���z�|3��rèçÅn4vwvwzf�

*
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�"��&*��#$9½��� ��'êÚ���!$#$9P���Ï�

• N = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . .} ë s4�wm<�y�x�5mYlGs4�©vwz7p��f�!z{�Yv���l=u§�

• P = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, . . .} ë s4�wm<���V�5mYlGs4�Ùl4z�Â���hCr�m�p���l uÙ�fh��wz7p!vwm5l u§�

• Z = {0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, . . .} ë s4�wm<�y�	�5m5lts4�©l4z�ÂÊ�{h�r/m<p���l uW�

• Q = {m/n : m ∈ Z, n ∈ Z} ë s4�wm<���V�5mYlGs4�¥rx��|¤m<n4��v���l uW�

• R ë s4�wm<���	�Ym5lGs4�~rx��|¤m<n4��v���l uW�

�Wz{l u�h��fs4m�Æ
P ⊂ N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R

2S ë �ª�wm<�y�Vr/o�sG��o'p���mYl=uÙqJh��fs4�wm<h��k��rìs4�wm<h����
S

��s4�wm<�y�xqJh{p!jt¦yh�r	���=�

card(2S) = 2n
¦y�fs4m5n

n = card(S)

d1��#%�+�*#$�����?'

• [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} ë qf�'stnC��s4m�z�ÂLh��f�wo'p��kh�vfvwm<na�fhy|¤��vwm<jtp����

• (a, b) = {x ∈ R : a < x < b} ë qw�'stn4�fs4mYz�ÂLhy�w�fo'p��'hyvwvfm5nEh{p�r	z{�kp��­�

• (a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b} ë qw�'stn4�fs4mYz�ÂÖ�<ntrTh�o'p��kh�vfvwm<nÈh{p:rVz��kp��êm
qf�!z4r�hyo'p��'hyvwvfm5nE�fhy|���vfm5jGp����

• [a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b} ë qf�'stn4�fs4m�z�Â��<nGr�h�o'p!�'h�vfvwm<n¥��h�|¤��vfm5jGp��Ìm
qf�!z4r�hyo'p��'hyvwvfm5nÁh�p�r	z{�kp����

O
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d1�����Ï�6�¡Ú�4´��9
��'X#�9½��� �"���

• X ∪ Y = Y ∪X ë qw�'stn4|¤m5n4vwv�h�Ã!ÑÒo!�f|À���

• X ∩ Y = Y ∩X ë qw�'stn4|¤m5n4vwv�h�Ã!ÑÒm5�5h�lGsG��v��§�

• (X ∪ Y ) ∪ Z = X ∪ (Y ∪ Z) ë Â�£{lGs4vfhyÃ!ÑÁo!�w|¢���

• (X ∩ Y ) ∩ Z = X ∩ (Y ∩ Z) ë Â�£{lGs4vfhyÃ!ÑÁm5�5h�lGsG��v��§�

• X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z) = ë �'h�s4�fs4m5n4�5vfhyÃ!ÑÏo!�f|À��r/st¦y�5j4��nC|
m5�<h�ltsG��v��W�

• X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z) ë �'h�s4�fs4m<nC�5vfhyÃ!Ñ¢mY�<h�lGsG��v��^r/st¦y�5j4��nC|
o!�f|À���

• X ∪X = X
�
X ∩X = X ë mY��nC|¤qJh{p!n4v�p�vfhyÃ!Ñ��

• X ∪ ∅ = X
�
X ∩ U = X ë mY��n4v�p:��lGs4vfhyÃ!Ñ�í�n4�<nC|3n4v�pVv�nC��p��!z{�Yv����

• X ∪ U = U
�
X ∩ ∅ = ∅ ë m5�fn4v�p���lGsCv�h�Ã!Ñ�í�nC�<n4|3nCv�p	qf�'stn4l4m�r/v��­�

• X = X ë qw��z4r�h¤qJh���r��7i'vfnt¦�h~��h�qJn{ÂÊvfm5n4vfm�z��

• X ∪X = U
�
X ∩X = ∅

�

• U = ∅
�
∅ = U

�

• X ∪ Y = X ∩ Y ë qw�!z4rTh¥Þ�nÁ|¤hy�'¦�z�vwz��w�Yz��fhyqJn{ÂÊvwm<n4vwmYz�o!�w|¢���

• X ∩ Y = X ∪ Y
� ë qf�!z4r	z�Þ/n�îÙhy�'¦�z�vwz��w�Yz��fhyqJn�Â�vwm<n4vwmYz�mY�<h�lGsG��v��§�

û
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�ª�fm5hy�k��sÖq¡hCrxp!�y�'stn4vwmYz�|¤m�p!hÏsC�fm5hy�k�3rè��p!���:��l uÙm5�fn4v�p���lts4v�nùnC�<n4|3nCv�p���|¤h�¦�£ar	��ok�
p!j4qJh�r	z{Ñ1r/m5n4�<h����kh�p�vfm5nyí�mYvfvfnEo'p�h�o�h�rVz�v�nav�z7sGrx��p!h £­¬ ¹È��� ���������¦� �Y�f� �r�?¥�¹Ë�
�
�����"�¦� �
«Æ�­¬½&
��!=e��ûúýü �����"��¥¦£ �A· ���P��¡"�/��¥������"£­�

M
�"����¥�¾�¹Ë�"���t£ �´�%�¿·>¥��r���t£ ���������/¥�£

U
�´�
�����7�"£­�N�$���7��¹ ����������¡�� · ���

{(rM(u), u) : u ∈ U, rM(u) ∈ N ∪ {0}}
¨

²��
���?¥
rM

«
¥����wþ�¬��>�$��«F®T���¦·�¬
rM : U −→ N ∪ {0}

Á
ÿÓm5n4�<hys4�fm5hy�k�~s�z{qwm5o'��r	z{vfnÁo�£ÏrÔq¡hyo'p�z{ltm

M =
∑

rM(u) ∗ u
�5�w�Ïi�z{��h�sC�fm5hy�k�©q�z{�

qJhyo'p�z�ltm
M = {(rM(u1), u1), (rM(u2), u2), . . . , (rM(uk), uk)}

�I�w�Yz
rM(u) 6=

0
����ØWmYlGs4�Jj

rM(u)
vwz{sG��r	z^o!m5j ���/�t���3��¾F����® n4�5n4|3n4v�p��

u
r r/m5n4�<hys4�fm5hy�'stn

M
�5�w�

�s��·>¡
 ¼�����t�����Ç���?¥�£ �/¥¢·>¥�������«¦� � ß ;*���6#$9½��� �"��� àD�
�+�������3��&
��4´���F!%����� �§ä��
M1 ∪M2 =

∑

u∈U

max(rM1
(u), rM2

(u)) ∗ u

d1�"#%�+!$��8+!%����à¼�IÚ���!$#$'�&B�
�+� �"���´��&*��4����
!$�����b'ôä��
M1 ∩M2 =

∑

u∈U

min(rM1
(u), rM2

(u)) ∗ u

áT�¡â%&
��!$�6#$9*��� �������
M1 \M2 =

∑

u∈U

max((rM1
(u) − rM2

(u)), 0) ∗ u

« ���
���Ï��&*���Sà�	F;½��� ���
'(�����%�¦'G!%#%&
�§ä��
M1 +M2 =

∑

u∈U

(rM1
(u) + rM2

(u)) ∗ u

îÆ&
�¡â%�+&*���R	�E>�¡Ú�� �"&
�¡Æ
k ·M =

∑

u∈U

(k · rM(u)) ∗ u

�C���������"��&
�����
M1 ⊆M2 wtw. ∀u ∈ U rM1

(u) ≤ rM2
(u)

áT����&*�����	�
M1 = M2 wtw. ∀u ∈ U rM1

(u) = rM2
(u).
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g�h7ikj4l4m<nù�'nCz{��z{lki'm{ikn4o'pTo'p�h�o�h�rVz�v�nùs�z{�'��r/vfhar ikjtsG������qJh{p!h�lGs4v���|ìi�z���mJrývwz��f�7z�l=u
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X × Y
»��$���7��¹º�>�+�¦�FÀ ����������¡��

X
�����
�

Y
�3�
���t�7��£­�§�
����¡"�¿�s�/�������¶�"���¦�b· ���y·>�����?�%���

(x, y)
¨j���"�������Æµ"¥

x ∈ X
�
y ∈ Y #þ��"�¦£§�t¹º���?¥

X × Y = {(x, y) : x ∈ X ∧ y ∈ Y }

ØWm5lts4�wzÏn4�5n4|3n4v�p!��rÓo!��hy×wlGsth�v�nt¦yh3m5�<h�ltsG��v��©�>z��kp�n4s'i�z{×wo!��m<nt¦yhÀrx��v�h�o!m
||X|| · ||Y ||

�
d1��#$'GE*���´�
$xm<n4l u

X = {x1, x2, x3, x4}
z
Y = {y1, y2, y3}

�A���5h�lGsG��v~�>z��kp�n4s'i�z{×wo!��m
X × Y =

{(x1, y1), (x1, y2), (x1, y3), (x2, y1), (x2, y2), (x2, y3), (x3, y1), (x3, y2), (x3, y3),

(x4, y1), (x4, y2), (x4, y3)}
|�z
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n4�5n4|3n4v�p!��rE�

gD�!z{��p:��lGs4vfn1s4v�z{ltstn4vwm<nÖmY�<h�lGsG��v��©�7z{�kp!nts'i�z�×f��m5nt¦�h�ÆôsCz4r/m5n4�!z¢h�v �s�������������?¥ |3h��C�5m�r�n
qJh�Â�£{ltstn4vwmYzÏn4�<nC|3n4v�p!��rÓqwm<n4�kr/o�s4nt¦�h�s4�wm<h��'�©sEn4�5n4|3n4v�p�z�|¤m¡�w�'�f¦ym5nt¦�h�s4�wm<h����W�

«Æ�­¬½&
��!=e����"��Ú���!=e��é�
��;
� �"4�;½���+&3�
���Ï�)e
g�hyvwm<�tn'i3qf�'stn4�wo'p�z4r/m<h�v�hÛ�fnG�JvfmYlkikj^qJh{ikj4ltm�z �/¥�¹Ë�$��«¦�¿���r¬�����²�¬�£T¥¦�����"�a¥�« �%�Vn4�Yz�lki�z
p�z{�7z�vwz{sG��r	z{v�zÒikn4o'px�'��r/vwm<nt� �/¥�¹Ë�$��«F®2���¶�3�����3® �Y�f� �/¥�¹ �%��«F®³�"�r¬ ���¦ ¢���´��� £��

«Æ�­¬½&
��!=e��'&)( �?¥/���
X

�����
�
Y

�¦°/�%®p�%���7�t¹º���t£­�1������������£­��Á *¸¥�¹Ë�%��«F®X���¶�3�"�¦�3®
�3�F���t�7��£¿� �$�Fµ��"�6�
����¡"�

R
��¥/�%®%���±· �
�F���������/¥�£ ��¹Ë�F�������>¬B�$�"����¥���«F�"!>���"�?¥?²+�p���+�¦�

�
�����"�/¡"�aÁ

R ⊂ X × Y

Ä���hy×wlGsth�v�nÜ�'n4�Yz�lkikn �wm5v�z{��vfn r	��¦�h��wvwm<n}ikn4o'pýqw�'stn4�wo'p�z4r�mYz{ÑÕr qJh�o'p�z{ltmÈp�z{�w�5mYl
��r���r	��|¤m�z{�'h�r	��l uÌ�I|�z{ltm5n4�'sG���=��¦���z7Î���rÔ�5�w�©p�z{�w�5m5lÁ��r/�w�{hy�Y�f|�v�h�r	��l u§�
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*é¥�¹Ë�$��«F�]�"�r¬ �"�?²t¬�£T¥����?���7� ikn4o'p �
�������/¥�£ q�z{��n4�<n4|¤n4v�p!�Cra�Ap�z{��mYl=u§�V�4nÈqwm<n4�kr�o�sG�
n4�<nC|3n4v�pAv�z{�5nt�G�¤�fhÀs4�wm<h��'�

X
zÀ�f���f¦ym6�fhÀsC�fm5hy���

Y
�.-É�<n4|3nCv�p��¤�knC�Yz{l'i'mJqJhyo!m�z{��z�i�£

sCz>p!n4| qJntr/v�£¢o'p����f��p��w�kj ë rýqw�'sG��qwz��f���©�'n4��z{lki'mJ�wm5v�z{��vfn'i�o�£ ����®F²+�"£­� hÏ�6ÂÊ��¦yhyÃ!ltm
2
� g�h�r	���Co�sCzÛ�fnG��vwm5l'i�zÛ|�zÛl uwz��!z{��p!n4� ¥¦�
����¥��>�Ç«F���3�t¹º��� � ���5h�lGsG��v}�7z��:p!nts�i�z{×wo!��m
X × Y

p�r�hy�'sG�~q¡nGr/vfn1�wvfm<r�n4��o!�f|��/��nC�Yz{l'ikj
R

|3h��4v�zEp!nt�1sCz{��z{Ñ �¶� �D¥�� �¶«F�"�3��¹º�>�?¥
��rÕp���| �fvwm�r�n4��o!�w|¥�	qJhyqw�'stnts¢s4�fnG�Jvfm5h�rVz�vfm5n þ�¬��>����«¦�<��� �"�/���t��¥��¦�������������(¥¶« �knC�Yz{l'i'm
�5�w� þ�����£­¬� ?�]¹Ë��²��������(¥¶« �fnG�JvfmY�>i�£�lGn'i�rÁÂÊz�o!v�h�Ã!Ñån4�<nC|3n4v�p!��r �knC�Yz{l'i'm � Ä­p�h�o�h�rVz�vwz
v�h�p�z{lki�zfÆ

• (x, y) ∈ R
�Iq�z{�!z

(x, y)
v�z{�5nt�G�¥�fh¤�'n4�Yz�lki'm

R
���

• xRy
�
x

o!qJn�Â�vwmYz��'n4�Yz�lkikj
R

s
y
ífp!sGrE�Åv�h�p�z�lki�z�m5v�����o�h�r	z��=�

• R(x, y)
��sCz{l u�h��fs4m§�'n4�Yz�lki�z

R
h��

x
�
y
ífp!sGrE�Åv�h�p�z�lki�z�qf�'nG�J��o�h�r	z��=�

«Æ#%���+�
#%��&*�N�a�*��#%�+!%�¶���
#%���+�*#$��&
�¯����Ú��´!�e��

«Æ�­¬½&
��!=e��10ýü ����¡"�
D(R) = {x : ∃y (x, y) ∈ R}�3�F���t�7���>�A«
¥¦���a�F���?¥/�
���¶�3®¤�/¥�¹Ë�$��«¦�2*¸¨<�¿�
����¡"�

D′(R) = {y : ∃x (x, y) ∈ R}

�3�F���t�7���>�A«
¥¦���G· �/��¥����¶�7�
���?¥��F���¶�3®¤�/¥�¹ �%��«¦�2*^Á
Þ���za��h�r�hy�Yv�n�iÅ�'n4��z{lki'm

R ⊆ X ×Y
sCz{l ufh���s4mwrÁÂÊz�o!v�h�Ã!Ñ

R ⊆ D(R)×D′(R)
hy�!z7s

D(R) ⊆ X
m
D′(R) ⊆ Y

�É¨{nt�4n4�5m�s�z>p!n4|Üs4�wm<h��:�
X

hy�!z7s
Y

vfm5n	o�£ùsCz��wz�v�nôi�z4r�vfm5ny�
p!h�|3hy�4v�zÛqf�'sG��i�£�Ñ����tnÌ�fvwm�r�n4��o!�w| �f��z �'n4��z{lki'm

R
��sCz��wz4r	z{vfn'i¥mYv�p�nCvfoIikh�vwz��5vwm<n>�

o'p�z{vfhCr�mDs4�wm<�y�
D(R) × D′(R)

��î�z~p!h�mYo'p�h�p�v�n�s4v�z{lGs4n4vfm5nÏqw�!z{��p���lGsCv�ny�§vwq§�À�w�Yz
sCz{q¡nGr/vwm<n4vwmYz�|3hy�4�5m<r�hyÃ!ltm¡��hyvwo'p��'�w��p���r�v�nt¦yh3r	��sCvwz�lGstn4vwmYzÏ��h�qJn{ÂÊvfm5n4vwmYz��'n4�Yz�lki'm �
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�6n�rxst¦��<j4�w�åvwz�o'p!���w��p��f�'j3n4�5n4|3n4v�p!��r ��r q¡hyo'p�z{ltmÉq�z{���Ò�f��z©�'n4�Yz�lki'mD��nG�Jvwm5�7ikn�o!m5j
qJnGr�v�nao!qJn4lG����lGsCv�nÁhyqJnC��z�lkiknÒrx�����!z{lGsCz>i�£{ltnÁqJhysCz����Yz�o'��lGs4v�£Ïz��<¦yn4�f�'jÁs4�wm<hy�'��rE�
«Æ�­¬½&
��!=e���:;( �?¥/���

R ⊆ X × Y
�¦°/�
���?¥­�%�"�7��¹º�3®T�/¥�¹Ë�$��«F®%Á4*é��¬ �D¥¦£ » · �/�D«
¥¦�$��«F®�À

�/¥�¹Ë�$��«¦�
πX(R)

�3�­������¡��
X

»¼���3�t¹Ë�/²t���������?¥
πY (R)

�3�­�
����¡"�
Y
À­�3�
���t�7��£­�­������¡��

πX(R) = {x : ∃y (x, y) ∈ R}
�"�/�F�b���3�t¹Ë��²����������?¥

πY (R) = {y : ∃x (x, y) ∈ R}.
<§z>p:rTh�sCz{��r	z7�t��Ñ��f�tnÁrÕqf�'sG��q�z{�w���È�knC�Yz{l'i'mW��r/��z{�'¦��f|3nCv�p�h�r�n'i

πX(R) = D(R)
�

z
πY (R) = D′(R)

�A�Wz{|¤m�z{o'p
πX(R)

|3h��4v�zEp!nt�ÁqfmYo�z{Ñ
π1(R)

���'s4��p/v�zÏqfm5n4�kr/o�sC£
o!��ÂÊz���h�r	£��=�DzÙs�z{|¤m�z{o'p

πY (R)
|3h��CvwzÙqwm5o�z�Ñ

π2(R)
�I�'s4��pÀvwz��f���f¦�£^o!��ÂÊz���h�r	£��=�

= qJn4�!z{lki�z�qw�'h7iknC��lki'm�v�z/r	���w�!z{v�£ùo!��Â�z{�fhCr	£ùq¡h�sGr	z{��z���st��o!�>z�ÑTo!qJn4l)���J�7z{lkikjAs4�wm<hy���
n4�<nC|3n4v�p!��rìrVl=ufh���s�£{l)��l u�r �'n4��z{lkikjasGr�mY£{sCz{v���l u�sÀp�£~o!��Â�z{�fh�r	£�íWqJh�r�h��f�7iknÏh�vwz
��p��!z>p!jAm5v�Î�hy��|�z{l'i'm>h/qJh�r�mY£7s�z{vwmYz{l uÒsÅn4�<n4|¤n4v�p�z{|¤m>�w�'�f¦ym5nt¦�hxs4�wm<hy���§í7vwm<nWikn4o'p�s�z>p!n4|
hyqJnC��z�lki�£	h���r���z�l4z{�Yvw£f�ÉîÙhy�4vwzÉikn4�wv�z{�ÒsC��nG�Jvwm<h�r	z{ÑÇqJntr/v�£	h�qJn4�!z{l'ikj�qJhysGr	z{�Yz>i�£{lC£
��st��o!�>z�ÑTqJhy���k��ltm5n �s����������������� |3hy�4�5m<r	��l uE�knC�Yz{l'i'm �7��p!�y�'nV|3hy¦�ÂY�����Eq¡h1qw�kh{ikn4�ylki'm�vwz
�wz�vw£�o!��Â�z{�fh�r	£��wz�ÑÖrx��vfmY�~mY��nCv�p���lGs4v��¥s1h�p!�'sG��|~z{v���|��
«Æ�­¬½&
��!=e��?>@( �?¥/���

R ⊆ X × Y
�¦°/�
���?¥ �$���7��¹ �3®g��¥�¹Ë�%��«F®�¨

πX(R)
«
¥�«¤�/��¬>��¥�£

»Ì·����¢«
¥��$��«F®�À �3� �
����¡��
X
¨ �

πY (R)
�/��¬ �D¥¦£ �3� ������¡��

Y
Á �Vh�s4o�stnC�ks4n4vfm5n4|

l)���5mYvf�w�k��lGs4v���| ����¬ ��¬
πX(R)

»��F��· ���r�?¥/�������¤����¬ ��¬
πY (R)

ÀÏ��¥�¹Ë�%��«¦�
R

�´�
�����7�"£­�
�/¥�¹Ë�$��«
°

ρ(πX(R))
»¼�
��·>�"�C�?¥/���>���

ρ(πY (R))
À¤�"�"�/¥¦¾�¹Ë�"�3®j«F�"���

ρ(πX(R)) = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ πX(R)}
�"�/�F�b�
��·>�"�r�?¥��"�����

ρ(πY (R)) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ πY (R)}
�©���3Áé���
�¦���"¥¦�/��¥����?¥:���%¹ �¶�3�����+�����3¥3«
¥¦��� vwz>i:r/m5j4��o�sC£ �/¥�¹Ë�$��«F®y���%¥BAC�>�����7���3®1�

X×Y
¨

����¡����Ï�¯�C�t���Ç��¬�· �/�D«
¥¦�$��«¦�n�3�:·��?¥¦�¦�s�/�
®����
 ¢�%�%�"�7®b�%�¢«
¥
πX(R)

»¼�
��·>�"�C�?¥/���>����¨C�3�
�"�¦¬$²+®����
 ¢�%�$���7®³�%�D«
¥

πY (R)
À$Á

îÙh��4v�z�sCz{��r	z{�G��Ñ����tn
ρ(πX(R)) = πX(R) × Y

hy�!z{s
ρ(πY (R)) = X × πY (R)

�

d�d
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«Æ�­¬½&
��!=e���M;( �?¥/���
R

�¦°/�
���?¥ �%�"�a�t¹º�3®��/¥�¹ �%��«F®§�
U

�"�/�F�
V

·�¥¦�r���t£­�=�
����������£¿��Á
N ¥��7�������/�"�����t£ �%�����?°/���?¥¦£ ��¥�¹Ë�%��«¦�

R
�$�­����������¬

U
�´�
�����7�"£­�¿������¡��

U |R = {(x, y) : (x, y) ∈ R ∧ x ∈ U}.
° �/�"�a�������/�"�����t£ �%�����?°/���?¥¦£ ��¥�¹Ë�%��«¦�

R
�$�­����������¬

V
�3�F���t�7��£¿�b�
����¡"�

R|V = {(x, y) : (x, y) ∈ R ∧ y ∈ V }.
O ��¬+�����/�"�����t£ �%�����?°/���?¥¦£ ��¥�¹Ë�%��«¦�

R
�$�y· �������
�����"�/¡"�

U
�"�/�F�

V
�3�
���t�7��£­�1������¡��

U |R|V = {(x, y) : (x, y) ∈ R ∧ x ∈ U ∧ y ∈ V }.

= qJn4�!z{lkiknÀhy�¡ltm5j4ltm�z3qJn{ÂÊvfm�£¥�kh��<jQP��J��p��'�CrSR ë qJh�qf�'stn4sÀh��wqJh�r/m<nC�fvwmc�fhy�¡�y�ùs4�wm<h��'�Cr
U

hy�!z7s
V

sE�'n4�Yz�lki'm
R

|3hy�4v�zÀh�p��kst��|�z{Ñ1qJnGr/m5n4vÙm5v�p!n4�'n4o!�7i�£{lG�¥v�z{o/qJh���sC�fm5�y�G�
«Æ�­¬½&
��!=e���T;( �?¥/���

R ⊆ X×Y
��°/�
���?¥^�%�"�7��¹º�3®Ï�/¥�¹ �%��«F®$ÁVUÏ��·�¥� ?�>�?¥����?¥¦£ ��¥�¹Ë�%��«¦�

R
�3�F���t�7��£­�¤�/¥�¹Ë�$��«
°

R = (X × Y ) \R
Á

Þ/h�qJn{ÂÊvfm5n4vfm5n¯�'n4�Yz�lki'm3o'p�z{vfhCr�mÁikn'iÌ�fs4�wqJn{ÂÊvfm5n4vfm5n}�fhÕqJn{ÂÊvfnt¦�h m5�<h�ltsG��v�� �7z{�kp!nts)�
i�z{×wo!��m<nt¦yhw�©¨�nt�tn4�Ym

X
�
Y

vfm5n�o�£ÙsCz��wz�v�nEi�ztr�vfm5ny��p�hÈ��h�qJn{ÂÊvfm5n4vwm<n�|3hy�4v�z©s4�fnG��v��
m<h�r	z{Ñ�i�z{��h

R = (D(R) ×D′(R)) \R
�

¸AstjCo'p�h lGn4�5h�rTn�ikn4o'p~�fs4�fq¡n{Â�vwm<nCvfm5n�sCz��wz�v�n'i3�kn�z{lki'm	h q¡nGr/vfn^nC�<n4|3nCv�p����Åp�z{�ûz����
��st��o!�>z�Ñ1q¡h��C£��wz�v�n	ikn'iTr1Â�z{o!vfhyÃ!ltm���p�z{��m5n	i�z{� �¦�t£T¥����¦�?° �Y�f� ·����"¥/�����
�"�����"¾t¶ �
«Æ�­¬½&
��!=e��¯®XW;( �?¥��¦�

R ⊆ X × X
��°/�
���?¥N�$���7��¹ �3®V�/¥�¹Ë�$��«F®%Á U���£¿�����?°����?¥�£

���t£T¥����¦���������t£ �/¥�¹ �%��«¦�
R

�3�
���t�7��£­���/¥�¹Ë�$��«
°
RS = R ∪ {(y, x) : (x, y) ∈ R}

Á
«Æ�­¬½&
��!=e��¯®¡®K( �?¥��¦�

R ⊆ X ×X
�¦°/�
���?¥ �/¥�¹Ë�$��«F®%Á�U���£ �"���?°/���?¥¦£ ·����"¥/�����
�"���¶£

�/¥�¹Ë�$��«¦�
R

�3�
���t�a�"£­����¥�¹Ë�%��«
°
R∗ �¦°/�%®$��®¤�3�D«¦£­���?¥¶«��/���t£ ���������/¥�£ �?�"���¶£ ¨sµ"¥FÄ

• R ⊆ R∗ ¨
•
«
¥�µ�¥�¹º�

(x, y) ∈ R∗ �����
�
(y, z) ∈ R∗)

�?�T�����Fµ�¥
(x, z) ∈ R∗ Á

g�hCrx���4o�sCz �fnG�JvfmYlki�z |�z¯l=u�z{�!z{��p!n4�È�'n4���w�knCvfl)��i'v��­� Þ�hy|¤��vwm<j4l4m<n�p��!z{vfsG��p���r�v�n
�'n4�Yz�lki'm¡h�p!�'sG��|��7iknÖo!m<jAi�z��{h · ¬�� �t�C�����
  ��h�qJn4�!z{l'i'mª�fh�Â�£{lGs�z{vwmYz���q�z{�	o!qJn{ÂÊvfm�z�i�£�l)��l=u
r	z{���fvw��mL�fnG��vwlki'm��

d ü
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�Vn4�Yz�lki�z ��r��wz��k¦��f|¤n4v�p!hCr	z |3hy�tn ����Ñ p��!z{��p!h�r	z{v�z i�z{��h qJnGr�v�nt¦yh �'h���sCz>i'�
qf�'sG��q¡hy�'sC£{�w�{h�r	z{vwm<n ë n4�<n4|¤n4v�p!hy| �fs4m5n4��sCm5v���qw�'sG��qwm5o�z{vfn�o�£ n4�5n4|3n4v�p:��qw�ks4n4ltmæ�
r/�fs4m<nC��s4mYv��ªíTsCz7p�nC| �'n4��z{lki�zå|¤h��tn©qJhyo)ÂÊ�f�G��ÑÙ��h��{h�vfo'p����f�ylki'm�s4�wm<h����Sn4�5n4|3n4v�p!��r
qf�'sG��qwm5o�z�v���l=u�qJnGr/vfn4|��©qJh���sC�fm5hy�'h�r/m�ikn'iV��s4m5n4�fs4m5v����
«Æ�­¬½&
��!=e��¯®fú ( �?¥��¦�

R
�¦°/�
���?¥ �%�"�7��¹º�3® ��¥�¹Ë�%��«F®�¨ �

U
·�¥¦�r���t£ ���������/¥�£§Á

O �����
��¥�£ �
�����"�¦¬
U

·>��·����"¥/�Ï��¥�¹Ë�%��«
°
R

�3�
���t�7��£­�¿�
����¡��
R ∗ U = {y : ∃x ∈ U (x, y) ∈ R}.

�Wz{|¤m�z{o'p
R ∗ U

o'p!hyo�h�r	z{v�� �'�Cr�vfm5nt������rVz�s�z{qwm5o
R(U)

� = �w�!z7stn4| ��sCm<n4�fs4m5v��
�'n4�Yz�lki'm6qJh�qf�'stn4sùp�£Ï�'n4��z{lkikj�iknCo'pôikn'iAqf�'stnCltm�r���s4m5n4�fs4m5v�z�� � v�z{�<hy¦ymYlGs4vwm<nÒ�fnG��vwm5�7ikn1o!m5j
qf�'stnCltm�r�hy�w�!z7sÁs4�wm<hy���

V
qJhyqw�'stntsE�knC�Yz{l'ikj

R
�

g�hyvwm<nGr	z7�V�'n4��z{lkiknT|3hy¦�£�����ÑVmYv�p�nC�'qw�'nGp!h�rVz�v�nci�z��{hÒh���rxs4hy�'h�rVz�vfm�z���|3h��4v�z/s4�fnG�Jv��
m<h�r	z{Ñ1s{Â�h��tn4vwm<nÁ�'n4�Yz�lki'mª��p!���knEh��wqJh�r/m�z{��z�qJh7ikjCltm5�©s{Â�h��4n4vfm�zÏh���r/sthy�'h�r	z{×§�
«Æ�­¬½&
��!=e��¯®X�;( �?¥��¦�

R ⊆ X×Y
�����
�

S ⊆ U×V
��°��$®­�%�"�a�t¹º���t£­�=��¥�¹Ë�%��«F��£­��Á

ü  ¢�
µ�¥����?¥¦£ �/¥�¹Ë�$��«¦�
R

�"�/�F�
S
�3�F���t�7��£¿�¤�/¥�¹ �%��«
°

S ◦ R = {(x, v) : ∃y ∈ Y ∩ U ∧ (x, y) ∈ R ∧ (y, v) ∈ S}.

g�h{p!jt¦�z��'n4��z{lki'm�Æ
R1 = R

�
Rn+1 = Rn ◦ R

� �¿Â�h��4n4vfm5n~�'n4��z{lki'm�sCz4r/o�stn©m5o'p�vwm<n'ikn�í
|3h��4nÈh�v�h�����Ñås4�wm<h��knC| qw�wo'p���| � iknt�tn4�Ym

Y ∩ U = ∅
��� �¿Â�h��tn4vwm<n��'n4��z{lki'mÅiknCo'p

ÂÊ£�lGs4vfny�Éz{�5n¥vwm<naikn4o'pÏqw�'stn4|¤m5n4vfvfny� = qJn4�!z{lki�z^o!��Â�z{��z{vwmYzÈ�'n4�Yz�lki'mÅqJhysGr	z{��zZÂ�£{ltsG��Ñ
m5v�Î�hy��|�z�lkikj�sCz4r	z{�kp�£ r ��r���l uì�'n4�Yz�lki�z{l uèqJhyqw�'stnts ��p�r�h��ks4n4vfm5n¯��rx��l=u�rx��lGn4vwm<n>�
sGr/m�£7s4���êqJh�|¤m<jC��sG�SnC�<n4|3nCv�p�z�|¤m�o!���!z�i'v���|�m	�'n4�Yz�lki'm

R
m
S

qw�'stnts�r/o!qJ���5v��ûnC�<n)�
|3n4v�pÒr�nGr�v�jtp!�'s4v��

y
���¿Â�h��4n4vfm5n��'n4��z{lki'môo!�{h�×fltsthyv���l u�|3h��4v�z~h{p��'sG��|�z�ÑÀqJh�qf�'stnts

��¥¦�����"�C�?¥¦���?¥ n4�5n4|3n4v�p!��rÔ�'n4�Yz�lki'm
R

m
S
�6�>z{�4����sÀ�7z7�4����|��Jqw�'sG��lGsG��| �w�Yz��>z{�4�fn'i

qwz��k�Sn4�<n4|¤n4v�p!�Cr p���l u��knC�Yz{l'i'mA|~z�i�£�l)��l=uSst¦�h��wv��Ûn4�<n4|¤n4v�p�Â�£{lGsC£�l)�
y

p�r�hy�'sth�v��
ikn4o'pÇn4�5n4|3n4v�pD�knC�Yz{l'i'm�r	��vwm5��h�rTn�i)íyq�z{�k�ÀnC�<n4|3nCv�p���rû�'n4��z{lki'm�vfm5nx��z�i�£�lGn	o!m<jxqJh�Â�£{lGst��Ñ
vwz��<nt�t�¥qJh�|¤m5v�£{Ñ��
d1��#$'GE*���´� �Vh�sGr	z7�C|¢�Ü�knC�Yz{l'ikj

R = {(a, b), (a, c), (b, a), (b, d), (c, d)}
h���z{s

�'n4�Yz�lkikj
S = {(b, a), (b, e), (c, f)}

�ý�¿Â�h��4n4vfm5n4| �'n4��z{lki'm
R

h���z{s
S

ikn4o'p~�'n4��z{lki�z
S ◦R = {(a, a), (a, e), (a, f), }

�

d +
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�Vn4�Yz�lkikn¯��r��wz��'¦y�w|3n4v�p!h�rTný|3h�¦­£ÍqJhyo!m�z{��z{Ñ¯o�s4n4�'nt¦ÕmYv�p�nC�knCo!�>i�£�l)��l=u r1Â�z{o!vfhyÃ!ltm
vwz��wz>i�£{lG��l=uÍmY| qJnGr�v�n4¦�h �'h���sCz>i'� ��¥?²�¬ ¹Ë�"�¦�3��¾4¶ � `�j4�fs4m5n4|¢�}�'hysGr	z7�Cz�Ñ��'n4�Yz�lkikn
hy���'n4Ã!�5hyvfnÖrÔqJntr/v���| s4�fm5hy�'stn

X
�Êp:��qf�

R ⊆ X ×X
�=�

«Æ�­¬½&
��!=e��¯®a& *¸¥�¹Ë�%��«
°
R ⊆ X × X

�´�
�����7�"£­� ���r�������´®T«
¥�µ�¥�¹º�1��·�¥� ?�>���p���´�
�3������°¢· ¬¦«F®$���§�a�"�¦¬��(¥��

∀x ∈ X (x, x) ∈ R
�k¹��

«Æ�­¬½&
��!=e��¯®b0 *¸¥�¹Ë�%��«
°
R ⊆ X ×X

�´�
�����7�"£­��· �/��¥����¶�½���r�/�t���3®y«
¥�µ�¥�¹º�r��·�¥� ?�����
�"�3�¤�3�"���D°D·�¬�«F®%���T�7����¬��(¥¦�

∀x ∈ X (x, x) 6∈ R
�dc��

«Æ�­¬½&
��!=e��¯®X: *¸¥�¹Ë�%��«
°
R ⊆ X×X

�3�
���t�a�"£­� �¦�t£T¥������+�����´®s«
¥/µ"¥�¹º�(��·�¥� ?�>���¿���´�
�3������°¢· ¬¦«F®$���§�a�"�¦¬��(¥��

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ R ⇒ (y, x) ∈ R
�fe��

«Æ�­¬½&
��!=e��¯®	> *¸¥�¹Ë�%��«
°
R ⊆ X × X

�3�
���t�a�"£­� ���¦�t£T¥������+�����´® ¹º¬��±· �/��¥�����µ
�s����£§¥������������3®é«
¥/µ"¥�¹º�½�D·>¥� ������2�"�3�¤�3������°¢·�¬�«F®$���T�7�"�¦¬��(¥¦�

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ R ⇒ (y, x) 6∈ R
��»��

«Æ�­¬½&
��!=e��¯®XM *¸¥�¹Ë�%��«
°
R ⊆ X×X

�3�
���t�a�"£­�¿��� �����¦�t£T¥������+�����´®r«
¥/µ"¥�¹º�(��·�¥� ?�����
�"�3�¤�3�"���D°D·�¬�«F®%���T�7����¬��(¥¦�

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ R ∧ (y, x) ∈ R ⇒ x = y
��¼��

«Æ�­¬½&
��!=e��¯®XT *¸¥�¹Ë�%��«
°
R ⊆ X × X

�3�F���t�7��£­�¿· �/��¥��¦� �F������®ª¹º¬��§���/�"�����$�����r�3®
«
¥/µ"¥�¹º�½�D·>¥� ������³�"�3�¤�3�"���D°D·�¬�«F®%���T�7����¬��(¥¦�

∀x, y, z ∈ X (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ R ⇒ (x, z) ∈ R
�Bg­�

«Æ�­¬½&
��!=e��ûúhW *¸¥�¹Ë�%��«
°
R ⊆ X × X

�3�
���t�a�"£­�V�D· ¡¢«¦�3®R«
¥�µ�¥�¹ ����·>¥� ������_���´�
�3������°¢· ¬¦«F®$���§�a�"�¦¬��(¥��

∀x, y ∈ X (x, y) ∈ R ∨ (y, x) ∈ R
�diy�
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«Æ�­¬½&
��!=e��ûú§® *¸¥�¹Ë�%��«
°�¨é�t�?¡�����«
¥¦�������r�/�t���3�
¨:���t£T¥����¦�������3�T�
·��/��¥/��� �F���>�����´�
����µ
�7��£¿�§�/¥�¹Ë�$��«F®���¡��r�3�"�7�
µ��3�"¾������"�a®Æ¹º¬�����¡��r�3���7�Fµ��3��¾F����®%Á
«Æ�­¬½&
��!=e��ûú¡ú ( �?¥��¦�

R
��°/�
���?¥¤�$���7��¹º�´®Æ��¥�¹Ë�%��«F®Æ��¡��r�3���7�Fµ��3��¾F�������7®R�"����¥�¾�¹ ���3®

� �
���������"¥
X
ÁlkÏ¹Ë���F®ª�$���������"����«¦�^»��t¹Ë���F®2�/¡"�C�´���7�
µ��3�"¾����ºÀR¥�¹Ì¥¦£T¥�����¬

x
�½�/²%¹Ë°��%¥�£

�/¥�¹Ë�$��«¦�
R

�3�
���t�a�"£­�¿������¡��
[x]R = {y : (x, y) ∈ R}

Á
�Vn4�Yz�lki�zÓ�k��r�v�h�r	z7�4vfhyÃ!l4m<h�r	zè��s4m5n4�5m�s4�wm<����r ��p����k��| ikn4o'pÌh����knCÃ!�<hyv�zÍv�zÓp!sGrE�
��¹Ë�"���N�$���������"����«¦� �5�w� ����z{o'� �/¡"�C�´���7�
µ��3�"¾t¶�� n4�<nC|3n4v�p!��r p!nt¦yhås4�wm<hy���Srxst¦��<j4�fn4|
p!n'iV�'n4��z{lki'm��

m �������"�
#%�+&
��� ®?( �?¥/���
R

��°/�
���?¥ �$���7��¹ �3® �/¥�¹Ë�$��«F® ��¡��r�3�"�7�
µ��3�"¾������"�a®
���"�/¥¦¾�¹Ë���3® � ���?¥¢· ¬������t£ �����������"¥

X
Á *é¥�¹Ë�$��«F�

R
�
���?¥�¹º�Æ������¡��

X
�´� �t¹ �"���

��¡��r�3�"�a�Fµ��´�"¾�����»��r�����´�%���
� �D¥¯�t¹Ë���¦�¦À
¨2·��/��� �����t£ ��·>¥� ��������(¥ �F®_�3�"���D°D·�¬�«F®%��¥
�7����¬��>�"��Ä
n Á

∀x ∈ X [x]R 6= ∅
»?��¹Ë�"��� ��¡��r�3�"�7�
µ��3�"¾����*��®����?¥D·�¬+�����t£­��·>�F�
�
�����"�/�"£­�

X
À
¨

o Á
∀x1, x2 ∈ X x1Rx2 ⇔ [x1]R = [x2]R

¨
p Á

∀x1, x2 ∈ X [x1]R 6= [x2]R ⇒ [x1]R ∩ [x2]R = ∅
»��t¹Ë���¦�³��¡��r�3�"�a�Fµ��´�"¾����

��®����
�� ¼®$�������t£­�(·>�F�
�
�����"�/�"£­�
X
À
¨

q Á ⋃

x∈X [x]R = X
»?��¬�£§�g�s�/�������¶�"����� �t¹Ë���³�/¡"�r�3���7�
µ��3��¾F��� �%�D«
¥±���� ��ª������¡��

X
À$Á

r ¡��r�¶£­�1�7¡��7��������¨Gµ�¥<��¥�¹Ë�%��«F�
R

�C�����3�%�����a· �
�F�����
 é»?���
�¦�
 ¢�%��Ày�
�����"�¦¬
X

�3�^�t¹ �"���
��¡��r�3�"�a�Fµ��´�"¾����

[x]R
Á

«Æ��� ���/�
d¦Ú
R ë ikn4o'pÁsGr/�'h�p!v�z��LsCz>p!n4|

∀x ∈ X : (x, x) ∈ R
p!s4vW�Ïv�z©|3h�l)�È�fnG�JvfmYlki'm

���Yz{o'�Ùz{�wo'p���z���lki'm
x ∈ [x]R

lt�6�f�§�

d O



ü Ú P
⇒
R
∀y ∈ X : y ∈ [x1]R ⇒ (y, x1) ∈ R

�ÅiknCo'p¥p!nt�
(x1, x2) ∈ R

�
��nC�Yz{l'i�z

R
ikn4o'pùqw�ks4n4l=ufh��wvfm�z�sCz>p!n4|

(x2, y) ∈ R
z3o'p�£{�

y ∈ [x2]R
�/�Wz>p!n4|

[x1]R = [x2]R
lt�¡�w�W�

P
⇐
R�s�p!ntsG�ý¹^h{p��'sG��|��>iknC|¢�

x1 ∈ [x1]R
�)����r�v�h�lGs4n4Ã!vfm5n

[x1]R = [x2]RsCz>p!n4|
x1 ∈ [x2]R ⇒ (x2, x1) ∈ R ⇒ (x1, x2) ∈ R ⇒ x1Rx2

lt�¡�w�§�
+ Úts m5qJh�p�n4sCz�Æ

[x1]R 6= [x2]R
hy�!z7s

[x1]R ∩ [x2]R 6= ∅
�E�Wz7p�nC|

∃x ∈ X : x ∈
[x1]R ∧ x ∈ [x2]R

�u$/z�|3h�l)� ��nt��vwm5lki'm�����z{o'�Sz{�wo'p���z���lki'm
(x1, x) ∈ R ∧

(x, x2) ∈ R ⇒ (x1, x2) ∈ R ⇔ x1Rx2
�v$/z©|3h�l)��p!ntsG�wc3r/vwm<h�o!���>ikn4|À�

[x1]R = [x2]R
�TÄ�qf�'stnClGs4vfhyÃ!Ñ��Dlt�6�f�§�

* Ú P
⇒
R
∀x1 ∈

⋃

x∈X [x]R ⇒ ∃xi ∈ X : [xi]R 3 x1
z{�5n

[xi]R ⊂ X
sCz7p!n4|

x1 ∈ XP
⇐
R
∀x1 ∈ X : x1 ∈ [x1]R

sCz>p!n4|
x1 ∈ ([x1]R ∪

⋃

x∈X [x]R) =
⋃

x∈X [x]R
�

lt�¡�w�W�

xxo'p�z{vfhCr�m<n4vwm<n �'n4��z{lki'm �k��r�v�h�r	z7�4vfhyÃ!l4m qf�'h�r	z{�fs4m �fh z��fo'p��!z{�ylki'm qJh�qf�'stn4s
��p!hy�4o�z{|¤m5n4vwm<n1q¡nGr/v���l u�n4�5n4|3n4v�p!��rEíf�{h��'sG��Ã!ltmY£Àp�z{��m5n'ixz{�wo'p!�!z���lki'm�ikn4o'p/h�¦���z�vfmYlGstn)�
vfm5nÁ�Ym5lGsC���¥�'h�s4q�z>p��k��r	z{v���l uÙn4�5n4|3n4v�p!��r �I�'n4�w�f�ylki�z��'h�s4|¤m�z{�'��rÓsC�fm5hy���J�=�

d�û
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«Æ�­¬½&
��!=e��ûúh� � ¹Ë�F�����t�(¥�£ �$�����D¥/��«F��!>�����¶£ »
n

����������¡��(À
X1 × X2 × . . . × Xn�
�����"�/¡"�

X1, X2, . . .Xn

�3�
���t�7��£­���
����¡"�,�s�����������"���¦�
n
µ�¥�¹Ì¥¦£T¥����?���r�����X����®�²+¡"�

· �"�����$���
(x1, x2, . . . , xn)

¨������"������µ"¥
x1 ∈ X1

¨
x2 ∈ X2

¨
. . . xn ∈ Xn # þ��"�¦£§�t¹º���?¥

X1 ×X2 × . . .×Xn = {(x1, x2, . . . , xn) : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . , xn ∈ Xn}.

���<h�ltsG��v �7z{�kp!nts'i�z�×fo!��m�qJh�o'p�z�ltm
X × X × . . . × X

�
n

�!z7st���åv�z7sG��r	z�v��¯ikn4o'p
��µ¼�?®V· ����°�²�® �$�"���D¥/��«F��!>���$® s4�wm<hy���

X
m�h�s4v�z{ltsCz{v��ýi�z{��h

Xn
� ¨{nt�4n4�5m3sC�fm5hy�k�

X1, X2, . . .Xn

o�£¤o!�{h�×fltsthyvfny�J�Ym5lGs4��z�n4�5n4|3n4v�p!��rìs4�wm<hy���
Xi

ikn4o'pù�k��r�vwz
mi

�
i =

1, 2, . . . , n
�­p!hÀ�Ym5lGsC�wzÁn4�5n4|3n4v�p!��r¯m5�5h�lGsG��v����7z��:p!nts�i�z{×wo!��m<nt¦yh

X1 ×X2 × . . .×Xnr	��vfhyo!m ∏n
i=1mi

�
«Æ�­¬½&
��!=e��ûú	&)( �?¥��¦�

X1, X2, . . .Xn

�¦°/�%®g�%�"�a�t¹º���t£­�j�
����������£¿��Á|k¿�Fµ��"�,������¡��
R

��°��$®%���1· �
�F���������/¥�£ ��¹Ë�F�������>¬ ��������¥���«F�"!>���"�?¥?²+�¤�������§�
�����"�/¡"�½¨<�ý«FÁS�����"�©¨sµ�¥
R ⊆ X1 ×X2 × . . .×Xn

�Iº­�
�3�F���t�7��£¿�§�/¥�¹Ë�$��«F®

n
µù����²�¬�£T¥¦�����"�7®%Á

*é¥�¹Ë�$��«F�_��µù����²�¬�£T¥�� �����7� ikn4o'p �
�����"��¥¦£ ltm�£�¦���r
n
��n4�5n4|3n4v�p!h�r	��l u§� ��l u o'p��'�w�y�

p��f�!zÀikn4o'pE�fo'p�z��<hyv�z©�w�Yz©��z{vfn'iÒ�'n4��z{lki'm ë r�o�sG��o'p���m<n3ltmY£�¦�mD�Jj4��£{lGnÒikn'iÒn4�<n4|¤n4v�p�z{|¤m
|Ï�wo�sC£1|¤m<nCÑAp�£Eo�z�|�£Ò�ªÂÊ��¦yhyÃ!Ñ���¸�mY£�¦�m�p!n�vwz{sG��r	z{vfn/o�£ �"�����¶�$�"£­� �Y�f�

n
� ���/�t���$�"£­� �

$/z��'n4��z{lki�z�l=u
n
��z��'¦y�w|3n4v�p!h�r	��l u�|3hy�4vwz3r	����hyv���r	z{Ñ¢�fs4m�z�Â�z{vwmYz�p�z���m<n/i�z���o!�f|~z

s4�wm<hy�'��rE�Wqw�'stn4ltm5j4ltm<n¥�ImY�<h�lGsG��vÈsGrx����Â5���=�§�'���CvfmYl4z¤sC�fm5hy�'��rE�W��h�qJn{ÂÊvfm5n4vwm<ny�Wm�p�q§�¢Þ��Yz
�'n4�Yz�lki'mÇh��Jh�r/mY£{s4�7i�£��'��r/vwm<nt�¥qJh{ikj4ltmYz^�'��r/vfhyÃ!ltm��ôsCz4r/m<nC��z�vfm�z��ôm�p�q§� = �wqJh�r/m5n4�fvwm<h
�'h�s4o�stnC�ks�zSo!m<j�p�n4�Z��nt��vwm5lkiknÌqf�'h{ikn4��lki'm��ù�'h�s4o�s4n4�'stn4vwmYzÛl)���Ym5vw�f�k��lGsCv�nt¦yhw��h��¡ltm5j4ltmYzf�
��h�qJn{ÂÊvfm5n4vwmYz��fh��f�!z7sC�Ùs4�wm<hy����mWs{Â�h��4n4vfm�z��
���<h�ltsG��vû�7z��:p!nts�i�z{×wo!��m

U = X1 × X2 × . . . × Xn

p�r�hy�'sG��qJnGr/vfn^�wvwm�r�n4��o!�f|^�
�Vn4�Yz�lkikj

R
h����knCÃ!�<hyv�£�rÜp���| �fvwm�r�n4��o!�w| |3hy�4vwz3sCz{��z{ÑÀn4��o'p!n4vfoIikh�vwz��5vwm<nÀ�Y�f��mYv��

p!n4vfoIikh�vwz��5vwm<ny��qJhyqw�'stntsÒh����knCÃ!�<n4vwm<nùqJnGr�v�n4¦�h¢r	z��'�wvw���W�f��p!�y�k��o!qJn{ÂÊvfm�z�i�£¢n4�<nC|3n4v�p��
vwz��<nt��£{l)��l uÛ��h�vwm<n�i¢q�z{�G�ZÿÛz����fvfn4�Zp�z���m ��|�z>i�£{l)��sCz7sGrx��lGsCz>iEqJh�o'p�z�ÑÙ�<hy¦ym5lts4vw£f�
o'p�z{vfhCr�mùÎI�wvf�ylkikjZl uwz��!z{��p!n4�k��o'p���lGs4v�£S�'n4��z{lki'm�� ¾Dz{��r�m<j4lZ�knC�Yz{l'i�zÛ|3h��4n�����ÑÌ��h
qJnGr�v�nt¦yhÏo'p!hyqwvwmYzÏ��p!h��Co�z{|¤m�z{v�zÁs1qJnGr�vw£aÎI�fvw��l'i�£¢�<hy¦ymYlGs4v�£ ë qw�'n4�����7z7p�nC|~}�í�p���|
�!z7stn4| �Jj4�fs4m<n1p!h¤qf�'n4�����7z>p/h

n
z��k¦��f|¤n4v�p�z{l uW�

d 
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Þ���zÈsCz{qwm5o�z�vfm�zÙÎ z���p!�§�Å�tn¥q¡nGr/vfn©n4�<n4|¤n4v�p��
x1 ∈ X1

�
x2 ∈ X2

hy�!z7s
xn ∈ Xnp�r�hy�'sC£�ltm�£�¦�v�z{�5nt�C£�l)�~�fh¤�knC�Yz{l'i'm

R
��ikn�i����'h{p��{j7���wo'p!hyo�h�r	z{vfnE|3h�¦­£À����ÑÁvwz�o'p!j4qf���

i�£{lGnÁsCz�qfmYo'�ªÆ

• (x1, x2, . . . , xn) ∈ R
�Iltm�£�¦

x1, x2, . . . , xn)
v�z{�5nt�G�¥�fh¤�'n4�Yz�lki'm

R
���

• R(x1, x2, . . . , xn)
��sCz�l=ufh���sCm/�'n4��z{lki�z

R
h��

x1, x2, . . . , xn

íÒp!sGrE�Õvfh{p�z{lki�z
qf�'nG�J��o�h�rVz­�=�

g�hCrx���4o�stn�vfh{p�z{l'iknZo�£S�'��r/vfh�rVz{�4vfnyíEv�h�p�z{lki�zÛmYv��J��o�h�r	zSvwm<n¥ikn4o'p�o'p!hyo�h�r	z{v�z�r
qf�'sG��q�z{�w�����'n4��z{lki'm

n
�:z{�'¦y�w|3n4v�p!h�r	��l uW�AgLh�rx���4o�stn1vfh{p�z�lkiknÁo�£��'��r/vfh�r	z7�4vfny�

g�hyvwm<nGr	z7��qw�kst�3�fnG�Jvfm5h�rVz�vfmY�3�'n4�Yz�lki'm
R

s4�wm<h��k�
X1, X2, . . .Xn

vwm<n�sCz4r�o�stnx|��fo�s�£
����Ñ©sCz{��z{vfnÏi�z4r/vwm<ny��|3hy�4vwz^s4�fnG�Jvfm5h�rVz�Ñ �
���?¥��F���¶�3° �'n4��z{lki'm

n
�:z{�'¦y�w|3n4v�p!h�r�n'i¢stn

rxst¦��<j4�w�Ùv�z
i
��p���z{�'¦��f|3nCv�pt�

i = 1, 2, . . . , n
�

«Æ�­¬½&
��!=e��ûú�0ýü ����¡"�

Di(R) = {xi : ∃x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn (x1, x2, . . . , xn) ∈ R}

�3�F���t�7���>�A«
¥¦���a�F���?¥/�
���¶�3®¤�/¥�¹Ë�$��«¦�2* ��¥1�*��²$¹Ì°/��¬ �3�
i
µ¼���¸«
¥�« ����²�¬�£T¥¦����Á

Þ���zÌ�fh�r�hy�5vfn'i¤�knC�Yz{l'i'm
n
�:z{�'¦y�w|3n4v�p!h�r�n'i

R
s�z{l u�h��fs4m	r1Â�z{o!vfhyÃ!Ñ

R ⊆ D1(R) ×
D2(R) × . . . × Dn(R)

hy�!z7s
Di(R) ⊆ Xi

�
i = 1, 2, . . . , n

� ¨{n4�tn4�5m1s4�wm<h��:�
X1, X2, . . .Xn

vwm<nåo�£ s�z{��z{vfn~i�ztr�vfm5ny�x|3h��4v�z qw�kst��i�£{Ñ��x�tnå�wvfm<rTnC�'o!�w| �knC�Yz{l'i'm
R

o'p�z�v�h�r/mTsC�fm5�y�
D1(R) × D2(R) × . . . × Dn(R)

��î�zÈp!h�mYo'p�h�p�v�n©s4v�z{lGs4n4vfm5n
qf�!z���p���lGs4vfny�ôvfq§�Ù�w�Yz�sCz{qJntr/vwm<n4vwmYz�|3h��4�Ym�r�hyÃ!l4mô��hyvwo'p��'�w��p���r�v�nt¦yh�rx��s4v�z{lGstnCvfm�z
��h�qJn{ÂÊvfm5n4vwmYz��'n4�Yz�lki'm í>ikn4o'pxh�v�h�r���rVlGsCz{o	hy���'n4Ã!�5hyvfn�i�z��{h

R
�w¦y�fs4m<n�Æ

R = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ D1 ×D2 × . . .×Dn : (x1, x2, . . . , xn) 6∈ R}.

��v�p!n4vwoIikhyv�z{�5vwm<n��fiknt�tnC�5mÉ�'n4�Yz�lki�z
R

ikn4o'pEhy���'n4Ã!�5hyv�z¥r qJntr/v���| �wvfm<rTnC�'o!�w| sCzÙq¡h7�
|3h�l4£�r	z��'�wvw��� �<h�¦�m5lGsCv�nt¦yhw�1p!hè��h�qJn{ÂÊvfm5n4vfm5nÛp!n'iÈ�'n4�Yz�lki'm¥��r p���| �wvfm<rTnC�'o!�w|¥�
|3h�sCvwzÏhy���'n4Ã!�Ym5Ñ1qJhyqw�'stntsEv�nt¦­z{lkikj1p!nt¦�h�r	z{���wvf���§�

d�ú
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dy�fe�8+!$���R-�;*&
E�!�e��
�f�fvw��l'i�£

f : X −→ Y
�Jj4�fs4m<n4|À�åvwz{sG��r	z{Ñ¤qw�'sG��qJhy�'sC£��f��h�rVz�vfm5n��7z7�4�fn4|���n4�5n)�

|3n4v�p!h�r/mªs4�wm<hy���9� �fhy��Â�z{�wvfm5nViknC�fvfnt¦�h�n4�5n4|3n4v�p��¥s4�wm<h��'�8���
��hy��|�z��5vwm<nx�'stnClGs/�wm<h��!£{l�|3h��Cvwz1s4�fnG�Jvfm5hCr	z�ÑVÎI�wvf�ylkikjÇi�z{�{h¢�'n4��z{lkikjxr}v�z{o'p!j4qw�>i�£�l)�
o!qJhyo����WÆ
«Æ�­¬½&
��!=e��ûúh: *¸¥�¹Ë�%��«F�

f
«
¥¦���P�3�
���t�7���3��þ�¬��>����«F®��P�D¥/���¿²+�"��Ä

∀x, y, z : {(x, y) ∈ f ∧ (x, z) ∈ f } ⇒ y = z

îÙ�Cr�m5|À���É�4n~ÎI�wvw��lki�z
f

iknCo'pÏhy���'n4Ã!�5hyv�zåv�z�s4�wm<hy�'stn�� m�qw�'sG��i'|Ï�7ikn¥r	z{�kp!hyÃ!ltmAr
s4�wm<hy�'stn6���t�wz{��p

(x, y) ∈ f
sCz{qwm5o!�7ikn4|À�

f(x) = y
���ª�fm5�y�1p!n4v�ikn4o'p¢vwz{sG��r	z{v��

��sCm<n4�fs4m5v�£�ÎI�fvw��l'i'mÉmÉh�s4v�z{ltsCz{v��
D(f)

�
Dom(f)

�§r/st¦y�5j4�wvfm5n
Df

�
Domf

���ª�fm5�y�
r/o�sG��o'p���mYl=u�r	z{�kp!hyÃ!ltm6ÎI�fvw��l'i'm

f
��h��f�!z7s1s4�wm<hy���8�ÕqJh�qf�'stn4sÖh���rxsth��kh�r	z{vwm<n

f
�§ikn4o'p

vwz{sG��r	z{v��}qw�'stn4ltm<r/�fs4m<n4�fs4mYvw£ mÖh�s4v�z{lGs�z{v��
Im(f)

r/st¦y�5j4�wvfm5n
D′(f)

�
D−1(f)

�
D−1

f

�
coDom(f)

�

Im(f) = {f(x) : x ∈ Dom(f)}

Ð1z7�4��zÛÎI�wvw��lki�z�ikn4o'p�ikn4�wv�hys4v�z{lGs4vwm<nåh����'n4Ã!�<h�vwzûqJhyqw�'stnts�o'rTh{i�£û��s4m5n4�fs4m5vfj�hy�!z{s
o!qJhyo�����qw�kst��qJhy�'sC£��f��hCr	z�vfm�z�n4�<n4|¤n4v�p!hy| s4�wm<h��'�~� n4�5n4|3n4v�p!��rýsC�fm5hy�������
«Æ�­¬½&
��!=e��ûú�>�� ¬�� �$��«F�

f : X → Y
«
¥¦���ª�3�
���t�a�"�3�1���������������Z�ý«FÁ �����a�������

�d��� ������� � � �¢¡F�F���������P�D¥/��� ²+�"��Ä
∀x1, x2 ∈ X ∧ f : X → Y : x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2)

gD�'sG����Â�z{�^m5vwm<n4�ylki'm Æ

d�ø
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«Æ�­¬½&
��!=e��ûúhM£� ¬�� �$��«F�

f : X → Y
«
¥¦���A�´�
�����7�"�3��¤¢� � �����������T� «FÁz�����a�������D¥����	¦

�P�D¥/���¿²+�"��Ä

∀y ∈ Y ∧ f : X → Y ∃x ∈ X : f(x) = y

gD�'sG����Â�z{�^o!�f��m<nC��lki'm�Æ

«Æ�­¬½&
��!=e��ûúhT£� ¬�� �$��«F�
f : X → Y

«
¥¦���j�3�F���t�7���3�8§�� �����������T� «FÁÏþ�¬�� �$��«F®,�*�
�7µ
«
¥¦£­���?¥r«
¥/���´�
���3®Æ�P�D¥/��� ²+�"��Ä

∀x ∈ X ∃!y ∈ Y : (x, y) ∈ f ∧ ∀y ∈ Y ∃!x ∈ X : (x, y) ∈ f

gD�'sG����Â�z{�^�fm ikn4��lki'm�Æ

ü (
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m �������"�
#%�+&
����ú�� ¬��>����«F�
f : X → Y

«
¥����<�/¡"�r�3�
���"¥�¾¦�>�?¥��¶���?¥¦����«F®³�a��¬��¦�?¥¦����«F®
�P�D¥/���¤�P���$¹ �����P�D¥/��� ²+�"�:«
¥����7��� «
¥¦����«F®$Á
«Æ��� ���?¨

⇒©¸TuwlGna��h�r�m<n4Ã!Ñ�Æ
� z��

∀x ∈ X ∃!y ∈ Y : (x, y) ∈ f�I�¡�
∀y ∈ Y ∃!x ∈ X : (x, y) ∈ fà¼�§äcikn4o'pxqw�!z4r/��£�vwz�|3h�lG�¥�fnG��vwm5l'i'm6ÎI�wvw��lki'm�í

à¢9�ä/uwm5qJh�p�n4sCz�Æ
∃y ∈ Y ∧ x1, x2 ∈ X : (x1, y) ∈ f ∧ (x2, y) ∈ f ∧ x1 6= x2

�
m5vwv���|¤mwo)ÂYh�r	�

y = f(x1) = f(x2)∧x1 6= x2
���Ùm5vwm<n4��p���r�v�h�Ã!ltm�ÎI�fvw��lki'm

f
|�z{|À���

�tnÁs
x1 6= x2

rx��vfmY�>z
f(x1) 6= f(x2)

lGh3�wz>iknao!qf�'stnClGs4vfhyÃ!Ñ��
«Æ��� ���?¨

⇐©¸TuwlGna��h�r�m<n4Ã!Ñ�Æ
�Il���o!�f��m<nC��p���r/vfhyÃ!ltmªp i)�5Æ

∀y ∈ Y ∃x ∈ X : f(x) = y�I�¡�Tm5vwm<nC��p���r/vfhyÃ!ltmªp i)�5Æ
∀x1, x2 ∈ X : x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2)

ÎI�fvw��lki'mªÎk�
à¼!�ä
$/z¤|3h�l)�~�fnG�JvfmYlki'm§�fm ikn4��lki'm­ikn4o'p	r�o�s4lGstn4¦��y�Yv�h�Ã!ltm6qw�!z4r/��£��
�tn

∀y ∈ Y ∃!x ∈ X : (x, y) ∈ f
z{�5nÖp!h�p���| ��z{����sCm<n'i

∀y ∈ Y ∃x ∈ X : (x, y) ∈ f
pIi)�

∀y ∈ Y ∃x ∈ X : f(x) = y
lt�6�f�§�

à¼�Åä	ufmYqJh{p!ntsCzfÆ
f

vwm<n	ikn4o'p/ÎI�wvf�ylki�£��'���4vfh�rVz��kp�h�Ã!ltm<h�r	£Àp!s4vW�
∃x1, x2 ∈ X, : x1 6=

x2 ∧ f(x1) = f(x2)
� = sCvwz�lGs4|À�

y = f(x1) = f(x2)
�ì�Wz>p!n4|

∃y ∈ Y ∧
x1, x2 ∈ X : (x1, y) ∈ f ∧ (x2, y) ∈ f ∧ x1 6= x2

lGhÙqf�'stn4ltsG��o'p:r/m<nC�'�fstn4vwm5�
∀y ∈ Y ∃!x ∈ X : (x, y) ∈ f

lt�6�f�§�

«Æ�­¬½&
��!=e�����W£� ¬�� �$��«F�
f : X → Y

«
¥¦���y�´�
�����7�"�3��þ�¬��>�$��«F®������
 ¼®ª�P�D¥/��� ²+�"�
∀x ∈ X ∃!y ∈ Y : f(x) = y

Á

ü d



���^ö956���§õ
«Æ�­¬½&
��!=e�����®?� ¬�� �$��«F�

χA : X → {0, 1}
«
¥����b�3�
���t�7���3�Èþ�¬��>����«F®B��� �"�/���>µ

��¥��¦�������������3®T�
�����"�¦¬«ª �P�D¥/���2²+���±� ¹Ë�g¥�¹Ë¥�£T¥¦����¡"� �
�����"�¦¬«ª ·������¼«¦£­¬�«
¥��7�������"¾t¶
1
¨<�2��¹Ë�1·>�F�������?�� ������

0
Á

χA(x) =

{

1
� ¹Ë�

x ∈ A
0

� ¹Ë�
x /∈ A

«Æ�­¬½&
��!=e����ªú@� ¬�� �$��«F�
f : X → X

«
¥¦���y�3�F���t�7���´�R����¥¦�����������3��¾F�������7®R�P��¥��"�
²����

∀x ∈ X : f(x) = x
Á � ¬��>�$��«
°¿���%¥������������3�"¾������"�a®,�¦°/�
���?¥�£¿� �
���3�$���
��¶

1X

¨
IdX

¹º¬��
IX

Á
«Æ�­¬½&
��!=e������£� ¬�� �$��«F®

g : Y → X
«
¥¦���­þ�¬��>����«F®­�F���r�������´®§�$�Aþ�¬��>�$��«¦�

f : X →
Y

�P�D¥/���±²����
g ◦ f = 1X ∧ f ◦ g = 1Y

Á � ¬��>�$��«
°R�
�"�C�������3®]�$��þ�¬��>����«¦�
f��°��F���?¥¦£­�2�
���3�%�����y¶P«F�"���

f−1 Á
�f�fvw��l'i�zÍ�Jj4�fs4m<n v�z7sG��r	z�vwzu¬X­¯®L°B±�²�±´³¶µ�·�r	p!n4��� ¦y��� �Jj4�fs4m<n¯mYo'p!vwmYz�ÂÊzì�f��zÍvfm5n'i
ÎI�fvw��l'i�zÀh���r/�'h�p!v�z��

m �������"�
#%�+&
���¸� � ¬��>����«F�
f : X → Y

«
¥����½�
�"�C���%����¹ �3�­�P��¥��"� �
���$¹ ��� �P�D¥/����²+�"�
f
«
¥¦���a��� «
¥¦�$��«F®%Á

»¼�%�"�a¡F�2���r�?¥����
��¥��>���¤£§�
µ��3�¿���3��¹Ë¥�ÂC¶��K¹»º½¼^�/�F���F�����
  n Á q Á�·��������
 ¢�%� o À
«Æ��� ���?¨

⇒©�¦� ��°a· �"���
�
��¶�¨rµ�¥
f
«
¥¦���é»���À¿�¶���?¥¦����«F®¿�é»��¢ÀÏ�¦¬����?¥¦�$��«F®�¨7���¿�3�­£¤�
���^·>��·��/��¥/�����?¥?²+�

���C�?¥¦�/�F�"¥¦�����³�%�"�7�
�F���<��� «
¥¦�����t�r�3�"¾����
f� z��Vm5vwm<n4��p���r�v�h�Ã!Ñ

fufmYqJh{p!nts�z�Æ
f

vwm<nÈiknCo'pZ�k�y�4vfhCr	z��:p!h�Ã!ltm<h�r	zêp!s4v§�5Æ
∃x1, x2 ∈ X : x1 6= x2 ∧

f(x1) = f(x2)
�Ü�Óh���r/�!z{l4z��5vfhyÃ!ltm

f
m5o'p�vwm<n'ikn

f−1 : f−1(f(x)) = x
sCz>p!n4|

x1 = f−1(f(x1)) = f−1(f(x2)) = x2
p!s4v§�5Æ

x1 = x2
o!qf�'stn4lts4v�h�Ã!Ñ�íflt�¡�w�W�

�I�J�Vo!�f��m5n4��p���r/vfhyÃ!Ñ
f���fnG��vwm5l'i'mDÎI�fvw��l'i'mÇh���r/�'h{p�vfn'i

f ◦ f−1 = 1Y

p!s4v§�
∀y ∈ Y : f(f−1(y)) = yqf�'sG��i'|�m i'|À�

x = f−1(y)
sCz7p!n4|

∀y ∈ Y ∃x ∈ X : f(x) = y
lt�¡�w�W�

ü�ü



���^ö956���§õ
«Æ��� ���?¨

⇐©�¦� ��°¿���$��� �����¦¬����7��¶�þ�¬��>����«
¥
g : Y → X

��·>¥� ������¢«F®$��® �7����¬��>�"�1»��¢À
g ◦ f = 1X�"�/�F�2»���À

f ◦ g = 1Y

Á
g�hyvwm<nGr	z7�

f ë �wm ikn4�ylki�z¤p�hÙv�z©|3h�l)�^�fnG�JvfmYlki'm
∀y ∈ Y ∃!x : f(x) = y

�Ï�Wz>p!n4|
�f��z�ÎI�fvw��lki'm

g : Y → X
qw�'sG��i'|¤m<nC|¢���¿m<�~r	z{�kp!hyÃ!ltm�£

g(y)
�Jj4�fs4m<j~��rÔiknC����v��

xo!qJn{ÂÊvfm�z�i�£�l)�^�'��r/vfhyÃ!Ñ
f(x) = y

�Á�Wz>p!n4| qf�'stn4qwm5oùv�z¤ÎI�fvw��lkikj¾P%qw�'nGp!n4vf�w�7i�£{l4£�R¢�fh
����ltmYzÀÎI�wvf�ylki�£Ïh���r��'h{p�vw£1ikn4o'p/v�z{o'p!j4qw�>i�£�l)�ªÆ

g(y) = x
¦y�fs4m<n

f(x) = y
�

�Il��
∀x : x = g(y) = g(f(x))

lGh�h�sCvwz�lGsCz
g ◦ f = 1X

l4�¡�f�§�
�I�¡�

∀y : y = f(x) = f(g(y))
lth3h�s4v�z{lGs�z

f ◦ g = 1Y

lt�6�f�§�

ü +



¿Û]¢�Tïxö�_�\,À ïV\�]G_¢`ôó�ñ

Ð1z7�4�fn4|���s4�wm<h��kh�r�mÇqf�'sG��q¡hy�'sC£{�w�{h�r��>ikn4|À�ZqJnGr�m<n4vÌhy�wm<nC��pEstrVz�v�� ¹ �����
��® �$�"�/�"�{µ
�3�t¹º�3® � ØWm5lts4���Ó�7z{������vwz��5vfnÌhysCz{ltsCz{|À�¯sGr	�����5n��Ym�p!n4�!z{|�m1z{�<Î z{�Jntp!�ÜÂ�z{l4m5×wo!��m<nt¦yh
qfmYo�z{v���|¤m1¦�h�p�����m<nC|��ù�5�w�ì�Ym�p!n4�!z{|¤mÁz{�<Î z{�JnGp��Íufn4�w��z>i'o!��m<n4¦�hw� ¨�n4Ã!�5mÁs4�wm<h��'hCr�m

Xqf�'sG��q¡hy�'sC£{�w�{h�r	z{v�zÒikn4o'px�Ym5lGsC�wzÂÁ¿�fp!h¤qwm5o�stn4|À�
card(X) =

Ác�

«Æ�­¬½&
��!=e����Ã&Íü �����"�¦�
X

�
Y

�3�
���t�a�"£­�±�/¡"�r�3��¹º�������>��£¿�S�P��¥��"�g�^���%¹ �$�R�P��¥��"�
²����¤�Ç�������?¥�«
¥Ï��� «
¥¦����«F�

f : X → Y
Á

�wz{��pÜ�k��r�v�h��5m5lts4v�h�Ã!ltmÌs4�fm5hy�'��r h�s4v�z{lGs�z{Ñ �¡j4��sCm<n4|À�
card(X) = card(Y )

�
�ª�fm5hy�'hy| �'�Cr�v�h��5mYlGs4v���| qw�'sG��qJh��ks�£{�w�{h�r/�7ikn4|À�¤p!jEo�z�|�£Ï�5m5lts4�JnE�>z�������v�z{�Yvw£f�

«Æ�­¬½&
��!=e����Ä0ýü ����¡"�
X

�´�
�����7�"£­� ���������/¥�£ Å �ÇÆ ��È¶��� Æ �¯È¶��ÉaÊ �P�D¥/��� ²���� «
¥¦���
��¡��r�3�t¹º������������¥^�
�����"��¥¦£ ¹º�����
� �´����¬�����¹º�>�+�¦�R�ý«FÁ¶Ä

card(X) = card(N)

ØWm5lts4v�h�Ã!Ñ��I|3h�l��As4�fm5hy����qw�'stn4�5mYlGsCz��5vfnt¦�hÏh�s4v�z{lGs�z{|À��o'��|Ï�Jh��<n4|
ℵ0

� z{�5nGÎ ë stnC�kh��=�

«Æ�­¬½&
��!=e�����:èü ����¡"�
X

�3�F���t�7��£¿�­�
�����"��¥¦£Ë¤F�¢�´Ìa� Æ ����ÉaÊ �P�D¥/���¿²+�"�+Ä

∃n ∈ N : card(X) = n

«Æ�­¬½&
��!=e����Í>}ü ����¡"�
X

�3�
���t�a�"£­� ���������/¥�£ �F�'���Î����É � ���9Å �ÏÆ �FÈ¶�Ð� Æ �¯È¶��ÉXÊ �P�D¥/���
²����

X
«
¥����s�
�����"��¥¦£ ���$�"!´���
�����t£ �t¹Ë���

X
«
¥¦���½�
�����"��¥¦£ ·����"¥�¹º�����
��¹º�>��£¤Á

d1����9ôÚ���� # �P�feF�����Ï��&*����� #�9½��� �"��� &*���+	FE����
!%#%��&('G!")

•
vwm<nCo!�{hy×wlGsth�v�h�Ã!ÑÖqJh�p!n4vfl'i�z{�5v�z

•
vwm<nCo!�{hy×wlGsth�v�h�Ã!Ñ1z���p!��z{�Yvwz

dy� �"���*� E�	zÑ,�IÚ¶9P���
�
�,� Ò�ÓdÔÖÕØ×ÚÙÎÛÓdÜ�Ý�Þ�Ý
ß ÞàÜ¶Ùá×ÚÜ¶âdãß ã�äÖÝÇ×ÚÙåãçæ
è¶é ×ÚÜÐ×Úâdã�êÎëÕØ×ÚìØífî

gcz{�!z{�fhy��oÓp!n4v s4vwz�v�� ikn4o'p}p!nt� qJh�� vwz{sGr	£ q�z{�!z{�fhy��o!� · ��z�vf� s h{p!n4�Y� �Y�f�
qwz��!z{�fhy��o!��ufh{p!n4�Y� s m5�Y�Jn4�kp�z��/��ÞÒztË�mY� s m5�Y�Jn4�kpE¹Cº�g�c ë ¹C½7»�e��=�

ü=*



ÿÌ��hy�w�!z"ï4|À� o�hy�wm<ny���tn�ikn4o'p!n4Ã!|À� qJh��:p�m5n4�'n4| r · �!z{vw� s h{p!n4�Y�W��r ��p!���:��| ikn4o'p
vfm5n4o!�{h�×fltsthyv�zÁ�5m5lts4�wz1qJh��{hym��ôÿÛo�sG��o'p���m<nxq¡hy�{h{iknùo�£Vi'����sCz>ikjGp!n/¦y����qw�'sG��l=ufh��fs4mJ��h
vwz�o1��hy�5n'i'v��È���Ym<n4v�p1l uwl4£{l)�^r	��v�z�i�£�Ñ�qJhy���7i)�¢ÿÌ����z4r	z�Â�hy���åo!m<jy�ª�tn3o'��p��wz�lki�zaikn4o'p
�JntsÏr	��i'Ã!ltm�z�mD|��fo!mY|¢�����Ym<n4v�p�z~h��fqw�!z4r/m5ÑÏsÏ��r�m�p���m<nC|���$/z~o�sClGstj4Ã!ltm5n¢vwz�o�s�ufh{p!n4�
|�z�vwm<nCo!�{hy×wlGsth�vw£��5m5lts4�Jj¤qJh��{hymÅr/m5j4l¤|3hy�tn4|À��rx���{hyv�z{Ñ~o!qf�k��p�v��Zp���m5�¡Æ3ÐÖ�5m5n4v�p�z
s¥q¡hy�{h{i'� v��w|3n4�¤¹©qw�'stn4��r	z>p!n4���7ikn4|À�Ì��h�q¡hy�{h{i'�Svw�G�Dc��Ép!nt¦�h�s©qJhy��h7i'�ûvf�G�Dc
��h qJh��{h{i'��vw�G�^e�m<p!�§� = ¦����5vwm<n�|3hy�4vwz�qJh�r/m<nC��s4m5n4Ñ©�tn��fhy��hyv��7ikn4|¢�Sqw�'stn4��r	z��
p!n4�'hCr	z�vfm�zå���5m5n4v�p!�Cr s�qJhy��h7ik��r vû��h�qJhy��h7ik��r vÃðÏ¹��Ûÿ p!n4v�o!qJhyo����Ûr/o�st��o!l)�
vwz�o!mªr�ltstn4Ã!vwm<n'i'o!m¡���Ym<n4vwltmª|�z�i�£À¦y�fs4m5n1|¤m5n4o�s4�7z{Ñ���zÀ|À�~|�z�|¢�3r�hy�Yv��¥qJh��{�{i�vw�G�	¹��
��hÏ��p����'nt¦�h¢|3hy�tn4|À�¢sCz{��r	z7p�nC�kh�r	z{Ñ/v�z{o�stnt¦yhav�h�r�nt¦�ha¦yhyÃ!ltm�z��ô¾Dz{�Àr/m<jClx|¤mY|3hÁ�tn
u�h�p!n4�L���¡Â¿qJn{Â�n4v§�fs4vwz��Yz{s{ÂYh3o!m5jÁ|¤m5n'i'o!lGnÖ�w�Yz�vfh�rTn4¦�h¤���5m5n4v�p�z��Y�5�
`�j4��£{lTqJh��:p�m5n4�'n4|Õr�v�z{o�sG��|Üvwm<n4o!��hy×wlGsthyv���|Õu�h�p!n4�5��|�z{|À�1v�z4rTntp6iknCo�s4lGstnÅr/m<jClGn'i
|3h��C�5m�r�h�Ã!ltm �v$/ztr�nGp	ikn4Ã!�Ymôqw�'sG��ikn4�fs4m<n��fh�vwz�oEvfm5n4o!�{h�×flGs4hyv�z~�Ym5lGsC�wzÙz���p!hy�w�wo��Cr s
vfm5n4o!�{h�×fltsthyv�£��5mYlGs4��£����5m<nCv�p���rÍrÜ�>z{�4����| s¢vwm5l u©p!h~v�z{��z{�¿|3h��tnC|¢�~mYl=u�r/o�sG��o'p'�
��m5l u©sCz{��r	z7p�nC�kh�r	z{Ñ1��h��{h�v��>i�£�l1��hy�<n�i'v�nt¦yhw��vfm5n4lGh3�wz�����s4m5n'iAs{Â�h��4hyvfnt¦�hÏp��'mY���ÙsÁsCz��
|¤mYz�vwz�|¤m�qJhy��h7ik��rEÆt$/z>i'qfm5n4�kr p��'stn4��z�hyqw�'���4vwm5ÑTqJh��{h{iknVu�h�p�nC�<h�r�n�sTvwm<nCqwz��kst��o'p���|
v��f|¤n4�'n4| qJh�qf�'stn4s©l u�r/mY�<h�r�n¥�w|¤m5n4o�s4lGstnCvfm5n�m5l uÛ¦�h�Ã!ltm�r vwqWÆ©z{��p!hy�w�fo!m5nÙvf�G� ¹��
ÐÖ�5m<nCv�p���r s z{��p�h��f�wo!� vw�G� ¹ê�w|¤m5n4o�s4lGsCz�|¢�Ór |¤m5j4��st��lGsCz{o!m5n r qJhy��h7i�z�l=u s
v��f|¤n4�!z{|¤m

3n
�Ï¦y�fs4m<n�vÔp!hÍvwqWÆÜv��w|3n4�k�Ô|¤m5n'i'o!l�r z{��p�h��f�wo!m<nì��r/o�sG��o'p���m<n p!n

qJhy��h7ikn��Jj4��£¤h�ltsG��r/mYÃ!ltm<navwm<n4q�z{�'sG��o'p!ny�ªlGsG���Ymfi'���¢r�ltstn4Ã!vwm<n'i	hyqw�'���4vwm<h�v�n7���ÁgLh�p!n4|
�f|�m<n4o�s4ltsCz{|À�����5m<nCv�p���r sÙz{��p�h��f�wo!�Kc�r q¡hy�{h{i�z{l uÛhåv��w|3n4�!z{l u

5n
�ñ$/z{o'p!j4qwv��

z{��p!hy�w�fo^qJ�7i'�fs4m5nZ��hêqJh��{h{ik�Cr
7n

� = ¦��y�Yvfm5ny�ù�JjC��s4m5n4|À� �w|¤m5n4o�s4lGsCz��5m����5m5n4v�p!��r
�{h��<n'i'v���l u¯z{��p!hy�w�fo���r r qJhy��h7i�z�l=u

mn
i

¦���sCm<n
mi

p�hû�{hy�5n'i'vfnÈ�Ym5lGs4���êqfm5n4�kr/o�stn��
g�h{p!jt¦ym§�Ym5lGs4�©qwm<n4�kr�o�sG��l=u~r�m<j4��o�sG��l u~h��çcÀo�£Ïvwm<nCqwz��kst��o'p�n��fzÏ�tn1s4�fm5hy�k�¥��hy�5n'i'v���l=u
qJh{p!jt¦~�5m5lts4�Ùqfm5n4�kr/o�sG��l uÙo�£�q�z{�!z{|¤mL�'hys{ÂÊ£�lGs4vfny��r/m5j4l1vwm<na|�z��k��sG���7z��w�4nEq¡hyÃ!�<nC|¢�
v�h�rx��l=u����5m5n4v�p!��r��fh�i'�f�	sCz>ikjGp���l u�qJhy��h7ik��rE�cÿÛ�'n4o�s4ltm5n����5m<nCv�p���ra�{rVlGs4n4Ã!vfm5n'iLr	���y�
r	z>p!n4�'h�rVz�v���l=u�s�qJh��{h{ik��r vfm5n4qwz��'sG��o'p���l uW�ªrx��o'�¡ÂÊz�|¢����h�qJh��{h{ik��r h�v��f|3nC��z�l=u
mn

i+1

mWr/o�sG��o!l)�©o�£Òi'���Eo�s4lGs4j4Ã!�5m<r/m �Y�5�
d1��#$'GE*���´�='V#$9*��� ����� ���6â$&*�)e�����!�'2�
�ª�fm5hy�k�Ùo!�{hy×wlGsth�v�n�Æ

• card({1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}) = 10

ü)O



• card({czerwony, zielony, niebieski}) = 3

•
sC�fm5�y�ùr�o�sG��o'p���m5l uW��vfm5n4qf�wo'p���l u�o)Â��Cr

Σ
v�z{�

m
n4�<n4|¤n4v�p!hCrx��| z{�<Î z{�Jntp�nC| h

�6ÂÊ��¦yhyÃ!ltm�vwm<nAr�m<j4��o�stn�iLvwm<�
k
�
card(Σ) = m+m2+m3+...+mk = mk+1−m

m−1

�

�ª�fm5hy�k�Ùqf�'stn4�Ym5lGs�z{�5vfnyÆ

•
�fh�r�hy�5v�� vfm5n4o!�{h�×fltsthyv�� qJh��fs4�wm<��� s4�wm<hy��� �Ym5lGs4� v�z>p��f�!z��5v���l u vfq§�5Æ
{1, 3, 5, 7, ...}

�
{1, 2, 4, 8, 16, 32, ...}

m�p��§�

•
sC�fm5�y�D�5mYlGs4��l4z�ÂÊ�{h�r/m<p���l u

Z
��r	��|¤m5n4��v���l=u

Q
��mY�<h�lGsG��v��7z{�kp!nts'i�z�×fo!��m��Ym5lGsC�Àv�z>p'�

�f�!z{�Yv���l=u
N × N

�

�V�Cr�v�h��5mYlGs4vfhyÃ!Ñ1s4�fm5hy�'��rÔh�sCvwz�lGsCz�o!m<jÁp!nt�¢o'��|��Jhy�5n4| P
∼
R��/�Wz�|¤mYz�o'pxqfmYo�z{ÑEsCz7p!n4|

card(X) = card(Y )
|3h��CvwzÏsCz�qfmYo�z{Ñ

X ∼ Y
�

m �������"�
#%�+&
���«& U��"�a�t¹º���³������¡���ª «
¥����*·��/��¥�¹ �����
��¹º���"¨j�P�D¥/��� �é���$¹ �$�³����¥��"�§²+���
«
¥?²+�³¥�¹Ì¥�£§¥������b£§�
µ��3�¤¬+���?���r��¶�� ����®�²+Á
m �������"�
#%�+&
���D0Dò	ó |��s}õô��F|1ö|÷T~��t�½�t}/~�³��C|]ø
U1¹Ë�³�$���7��¹º�>�+�¦��¹º�����
�1���������t�3��¹ ������� Á �Ãù���®�·������7�
���¶�a¥��3�"���D°D·�¬�«F®%��¥����C��®F������Ä
úFû Á

6
Á

ü¢û Á
6
ù
∧
ù

6 ý ⇒ Á 6 ý
þ�û Á

6
ù
∧
ù

6
Á
⇒
Á

=
ù

Ý 9*	
���
�Ï�´!�e��
¨{nCÃ!�5mwqJhy|¤m5j4�fsG�À��r�h�|�zÒsC�fm5hy�!z{|¤m

X
m
Y

m5o'p�vwm<n'ikn/m5vwm<n4�ylki�z
f : X → Y

p�hÁrxp�nC���
card(X) 6 card(Y )

�
�wz{��pôp!n4vW�7rûqJhfÂÊ£�lGstn4vwm5�asAp�r�m<n4���fstn4vwm<n4| ¸�z�v�p�h��!z��½`�n4��vfo'p!n4mYvwz��fhyo'p�z��'ltsCzÁÂÊz7p�r�nt¦�h
o!qJhyo�h��f���fh�rTh��fstn4vwmYz��'�Cr�v�h��5mYlGs4vfhyÃ!ltm§s4�wm<h��'�Cra�Ö�Wz{|¤m�z{o'pù�Jh�r/m5n4| lGstj4o'p!h¤�C|Ï�w���
v�n4¦�hì�{h�vfo'p����fhCr	z�vfm�zèh���r/sthy�'h�r	z{vwmYzýr/sCz�iknC|¤vfm5nÈikn4�wv�hys4v�z{lGs4vfnt¦yhw�Ïr	��o'p�z��'ltsG�
r/o!�7z7s�z{Ñ�h��wqJh�r/m<nC�fvwm6ltm�£�¦ÏmYvfm5n4��lki'm¡zÀvwz�o'p!j4qfvwm<n1o!�{hy�'sG��o'p�z�ÑùsÒhyo'p�z7p!vwm<n4¦�hÀqw�fvw��p��
p!ntsG��p:r/m<nC�'�fstn4vwmYzf�

ü û



Ý 9*	
���
�Ï�´!�e��
= �fltmYv�nC�^h��f�wo'p��'hyvwvfm5n¤h{p�r	z��:p:�

(0, 1)
iknCo'pa�'��r/vfhy�Ym5lGsCv��Ès�lCz�ÂY��| s4�fm5hy�'n4|

R
p i)�

(0, 1) ∼ R
� = �fq¡hCr�m<n4�wvwmY£��fm ikn4��l'ikj1o'p�z{vfh�r/mªÎI�fvw��l'i�z

f(x) = tan(π(x− 1
2))

�
Ý 9*	
���
�Ï�´!�e��
Ð1z7�4��£V�Ym5lGs4�¡jD�'stnClGsG��r/mYo'p�£�|3h��CvwzAsCz�qfmYo�z{ÑôrÛqJhyo'p�z�ltm�vwm<n4o!��hy×wlGsth�v�nt¦yhV�'h�sGr�m5vwm<j4ltm�z
��sCm<n4o!m5jGp�v�nt¦yhw�

m �������"�
#%�+&
���¸:'ò�ÿ ��±�~t����}��ô³ ô�� ~hø ó | �s} ô �F|
ü ����¡��Ï¹º�������1�/��¥������t�r�Ç���������§���?¥C«
¥¦���G· �/��¥�¹º�������t¹º���
Þ/h�r������Ivfm5nGr/qw�'hyo'p �
ÿÌ��o'p�z��'ltsG��q¡hy�7z7sCz�Ñ��§�tn�h��wltm5vfn4�

(0, 1)
vwm<nÖikn4o'pEqf�'stnC�5m5ltsCz{�Yv�����gÉ�kst��qf�wÃ!Ñt|À�ÈsCz>�

p!n4|����tn1s�ztr�m<n4�!zÏhyv�qf�'stn4�Ym5lGs�z{�5v�£Ïm5�<h�Ã!ÑÖqw�fvw��p!��r
ω1, ω2, ω3, ω4, ...

qJhyo'p�z{l4m Æ

ω1 = 0, 5142254657...
ω2 = 0, 2536574783...
ω3 = 0, 3464526546...
ω4 = 0, 4765354253...
.................................

Ðxhy�5n'i'vfhyÃ!ÑV�Ym5lGs4�
ω1, ω2, ω3, ω4, ...

vfm5nx|�zÒs4vwz�lGstn4vwmYzf�DÄ��{h�vfo'p����w�>i'|À���Ym5lGs4�¡j
σ =

0.σ1σ2σ3...
p�z��>£f�w�tnyÆ

σi =

{

5
ikn4Ã!�5m1vwz�mæ��p!n'i©qJhysG��lki'm

ωi

vwm<n qJh�o!mYz{��zûl)��ÎI�k��¼
4

ikn4Ã!�5m1vwz�m���p!n'i©q¡h�sG��lki'm
ωi

qJhyo!m�z{��zûlG��ÎI�kjÀ¼

ÿÓmY�wz�Ñ��y�tn
σ
iknCo'pÅ�k�y�4v�zÖh����7z7�C��n'iô�Ym5lGsC���

ωi

¦y�������k�y�4vwm�o!m<jxh��3vfm5n'iô�'h�sGr�m5vwm<j4l4m<n4|
��sCm<n4o!m5jGp�v���| �fhy��Â�z{�wvfm5n¢vwz3m���p!n'i	qJhysG��lki'm��Ivwz3n4�<n4|¤n4v�p�z{l u¥qw�'stn4�7£>p�vfn'i��=��ÿ h�lGsG�­�
r/mYo'p���o!qJhyo����©ikn4o'p1p!nt�¤�5mYlGs4��£~�'stnClGsG��r/mYo'p�£©vwz��<nt�C£�l4£¥��h^h��fl4m5vw�>z

(0, 1)
�§lGh���z�ikn

qJhy�'sC£��wz�vw£�o!qw�'stn4lGsCv�h�Ã!Ñ��
�ª�fm5�y�x�5m5lts4�Ù�'stn4lGsG��r�m5o'p���l u

R
ikn4o'p�vfm5n4qf�'stnC�5m5ltsCz{�Yv��~zÒiknt¦�h¤|3h�l1h�sCvwz�lGsCz{|À�~o'��|��

�Jhy�5n4| �A�IlGh�v�p!mYv��f�w|¥�=�

m �������"�
#%�+&
���|>^N �������3��¾4¶S���������¦¬b·>�t�D°?²+�"�<¥?²+�¤�r�t���
µ
�b�¦�?°1�½�
���/¥�£¤Ä
ü 




card(2X) = 2card(X)

» � �3�"¬������¼«¦���6�%�"�a¡F� ���r�?¥¦�/�F�"¥¦�����g£§�
µ��3�����3�t¹Ì¥�ÂC¶³�Ë¹»º ¼�¨j·(Á q Á o Ág·��/�����
 ¢�%� q ��Á
O ²+¡�¹ ���Æ�$���7¡F�T£¤�
µ��3�¿���3��¹Ì¥/Â�¶ �K¹ p ¼?À$Á
m �������"�
#%�+&
���¸M'ò�� �1³�~��F��±�~��D³�~ ó | �s} ô �F|,ø
k �
µ
���­������¡��r«
¥����P£¿���?¥�« ¹º�������>�§��� µC«
¥�²��¿�
����¡��<·>�t�D°?²+���r�T� «FÁ¶Ä

card(X) � card(2X)

U����7¡F�2���r�?¥����
��¥������¤£¤�
µ��3�¿���3��¹Ì¥/Â�¶ �K¹ p ¼�Á
«Æ��� ���?¨

6 ©ÿ qf�'sG��q�z{�w����¦����
X = ∅

p!h�p�r�m<n4���fstn4vwm<nTiknCo'pxqf�!z4r/�fs4m<rTn�Æ

0 = card(∅) < card(2∅) = 1
�

gD�'sG��i'|¤m i'|¢�¤s�z>p!n4|����tn
X 6= ∅

�
�ª��nt��vwm5�7i'|¢�ÌÎI�fvw��l'ikj

g : X → 2X
p�z��7£��Å�tn

∀x ∈ X : g(x) = {x} ∈ 2X
�

gD�'sG��qwm5o!�7ikn hyv�zê�>z{�4�fn4|Ï�Ón4�5n4|3n4v�p!h�r/m
x

s4�wm<�y��ikn4�wv�h�n4�5n4|3n4v�p!h�r	�Ü�Io!mYv�¦��<nGp!hyv¡�
qJhyo'p�z�ltm

{x}
�Jj4��£{l)��nC�<n4|3nCv�p�nC| sC�fm5hy���

2X
�¾�f�wvw��lki�z

g
ikn4o'pÖ�'�y�4v�h�r	z{�kp!hyÃ!l4m<h�r	z

�Im5vwm<n4��p���r�vwz­�Ar�m<j4lÁn4�5n4|3n4v�p!��rÍvwz��<nt�C£�l)��l uÙ��h��fs4m5n4��sCm5v���ÎI�wvw��lki'm�ikn4o'p�vfm5nÁr/m<jClGn'i
vfm5�Ör qf�'stn4l4m�r/�fs4m5n4��sCm5vwm<ny�ÉÞ/h�r�h���sCmWp�h¤o)Â�z{�¡n'i�vwm<n4�'��r/vfhyÃ!l4m �
«Æ��� ���?¨

6=© à�&
�����b�*�"��	��{ä
s m5qJh�p!ntsCz�ÆÇsCz�Â����C|¢�����tnE�f��z

X 6= ∅
m5o'p�vfm5n'ikn

A ⊆ X
vfm5n4qf�wo'p��¥p�z{��m �

�tn
card(A) = card(2X)

�
�Wz>p!n4| m5o'p�vwm<n'iknÙ�wm ikn4�ylki�z

f : A → 2X (∗)
� g�hyvwm<ntrVz{�

∀x ∈ A : f(x) ⊂ X��pIi)�Çhy�w�!z7sÖ�7z7�C��nt¦yhÀn4�5n4|3n4v�p��3sC�fm5hy���
A

qJh�qf�'stn4sùÎI�fvw��l'ikn
f

ikn4o'pVqJh��fs4�wm<hy�'n4|
X

�
|3h��4n¢o!m<j¢s4��z7�t��Ñ��J�tn

x ∈ f(x) ∨ x /∈ f(x)
� $xm5n4l=u

Z = {x ∈ A : x /∈ f(x)}
�

= lGsG��r/mYÃ!ltm<n
Z ⊆ A ⊆ X

h���z{sÁv�z�|3h�l)�©��nt��vwm5lki'mWs4�wm<h����
Z

qw��z4r��w£Òikn4o'p4Æ

x ∈ Z ⇔ x /∈ f(x)
�
(∗∗)

g�hyvwm<nGr	z7�©v�zå|3h�l)�Ìuwm5q¡h{p!ntsG�
(∗)

�
f

ikn4o'p��fm ikn4��lki�£�p!h��7z7�4�fn4|���n4�<n4|¤n4v�p!hCr�mÅs4n
s4�wm<hy���

2X
qw�kst��qfmYo!�>ikn¥hyv�z�ikn4�fn4v n4�5n4|3n4v�p¢s4�wm<h����

A
�åÿ o�s4lGstn4¦��y�Yv�h�Ã!ltmÅmYo'p�vfm5n'ikn

ü ú



a ∈ A
p�z{��m<n��­�tn

Z = f(a) (∗∗∗)
�AÄ�qw�!ztr�� ïC|¢��sCz>p!n4| lGst�

a ∈ Z
��lGsG��p!nt�

a /∈ Z
�

¨{nCÃ!�5m
a ∈ Z

p!h�s©Î z{��p��
(∗∗) a /∈ f(a)

vwz7p!hy|¤m�z{o'p�sÙÎ z{��p��
(∗∗∗) a ∈ f(a) ëo!qf�'stnClGs4vfhyÃ!Ñ�íÖ�¢h���r/�'h{p�vwm<nyÆ©ikn4Ã!�5m

a /∈ Z
p!hÛsÈÎ z{��p��

(∗∗∗) a /∈ f(a)
z{�<n^p���|

o�z{|À��| o!qJn{ÂÊvwmYz��fnG��vwm5l'ikn1s4�wm<h����
Z

sCz7p�nC|
a ∈ Z ë o!qf�'stn4lts4v�h�Ã!Ñ��

lt�¡�w�W�

ü ø



é &
����	�E��<#Æ���������"�
#%�+&*�����Ï��&3�
�����,�

•
��o'p!vwm<n�i�£ÀsC�fm5hy�k�¥h3|3h�lG��r/m5j4��o�stn'i�vfm5�

ℵ0

ℵ0 = card(N) < card(2N) < card(22N

) < card(222
N

) . . .

•
vwm<nEm5o'p�vwm<n'iknÁs4�wm<���Tr/o�sG��o'p���mYl=u©s4�wm<h��'�Cra�

Ñ,���P���
�+#%�6!%��&3�
��&G;
;½� à¢�½��������	F#$'p�*�"� 9ôÚ���� Ñ���Ú¶9����F���§ä��
P%¸AsG���7z{�4���¤qJh��fs4�wm<����sC�fm5hy���

R
r/o�sG��o'p���m5l u��Ym5lGsC���'stn4lGst��r/m5o'p:��l=u1iknCo'p�z��5�Jh�lGhyv�z��

i:r	���tn�i�qw�ks4n4�5mYlGsCz{�Yv��~z{�Y�Jh¤|3h�l)�©lGhyv�p�m5v��w�w|6R��
Þ/h�r���� rx��|�z7¦­z ��h���z>p��{h�r�nt¦yh z{��oIikh�|�z>p�� p!nth��'mYm |¤vfh�¦yhyÃ!ltm sGr	z{vfnt¦yh
P%q¡nGr/vwm5��m5n4| rx���Jhy���XR��
«³'�	�E�;*	�e����Ï� E����S¨�������&
��E ���b'G9P� �"; © �

•
¹C½7»
	 ë ÐÖ�w�:p · h�n4��nC���Ivwm<n4o!qw�'stn4lGsCv�h�Ã!Ñ sèz���oIikhy|�z7p�z{|¤m�p!nth���m¥|�v�hy¦�hyÃ!l4m
�6n4��|3n4�<h ë �f�!z7nCvf����z��

•
¹C½�g´e ë gcz{�w�ê¸Thyufn4v �Ivfm5ntsCz{�5nt�4vfhyÃ!Ñ h�� z���oIikhy|�z7p!�Cr p�n4hy��m5mS|�v�hy¦�hyÃ!l4m
�6n4��|3n4�<h ë �f�!z7nCvf����z��

+)(
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�åöÙ]¢���¿÷ 7Wòc`t�~53ò��©` �a`Ç÷��´� ]K�©`DïVõVñ ÷���� `D_��¢]
]?\,��]Gõ
Y 5~]Sñ �a`Ç÷��^õ��

«Æ�­¬½&
��!=e�����M;( �?¥��¦�
N

�
���3�%����� ������¡����a°��� ¼¡"�s¨��
R

��°/�
���?¥§�/¥�¹ �%��«F®����r¬�����²�¬�µ
£T¥¦�����"�7®¤�

N
¨a�Ç���3Á

R ⊆ N ×N
Á��a���kþF¥¦£ �´�
�����7�"£­��·>�"��°j· �"�����$���
G = (N, R)

� ¥/µ"¥�¹º�­�/¥�¹Ë�$��«F�
R

«
¥¦���b���t£T¥����¦�������3�p���N²����kþ
G

«
¥����Ï²����kþF¥¦£ ���?¥������?¥������7�����t£§Á
� ¥/µ"¥�¹º�s��¥�¹Ë�%��«F�j«
¥¦���<�"���t£T¥����¦�������3����� ²t�/�:þr«
¥����*²����kþF¥�£ ���"�?¥¦�/�"�7�����t£§Á
«Æ�­¬½&
��!=e�����T;( �?¥��¦�

N
�
���3�$���
�±�
����¡"�Æ�<°/�¦ ¢¡��½¨b�

L
������¡��T �¬���¡�� �"�/�F�,���?¥/���

��°��F���?¥ �%���´��þ�¬�� �$��«F�
γ : L −→ N ×N

Á��a���kþF¥¦£ �3�
���t�a�"£­�T����¡¢«��%°é·>�����?�%���
G = (N,L, γ)

� ¬��>�$��«F��·������¦· �Ç�¦¬�«
¥ �"�����a°/�
���r�C�?¥¦�/�
������ Ã�"�(·>�F���
®��¶�$�"�C�§�s�$�"!´���"�C��Á
«Æ�­¬½&
��!=e��'&�W U^�/��²+®6�6�
 ?¬$²+��¾F���

n
�Æ�r�?¥������¦� �� Ã�$�

x
�$�

y
�3�F���t�7��¶��¦°/�
���?¥�£­�

����®F²¤���/�"�<°/�
���
e1...en

�?�"���©¨rµ�¥
ei ∈ L, ei = (xi, xi+1)

¨
x = x1

¨
y = xn+1

Á
U^���/²�� ��°/�
���?¥1�3�F���t�7���3�­�
��£ �"���?°���®¸«
¥�¾�¹º��Ä

x = xn+1
Á

«Æ�­¬½&
��!=e��'&¿®�� ���?¥/µ���®6»��"�/��²+®�·����"����®�À ��°��F���?¥¤�3�F���t�7���´� ������²+��¨A²+�F���?¥����
µ
�%�Æ�
���/�"�<°/�
���C�C�����D°D·�¬�«
¥ �����3�D«¦�r�"µ�¥�«1���
�
Á
«Æ�­¬½&
��!=e��'&Wú � ����¹Ì¥�£ �¦°/�
���?¥ �3�F���t�7���3�³�"�/��²+�­�
��£ �"���?°�����¨<��°��$®%����¾F���?¥�µ¦�$®$Á
«Æ�­¬½&
��!=e��'&�� �a���kþA���?¥¸�
���r�?¥����¢«F®$���§���t��¹º��«
¥¦���*�3�F���t�7�����1²����kþF¥¦£ �%������¹º���������t£§Á
«Æ�­¬½&
��!=e��'&�&)( �?¥��¦�

N
�
���3�%����� ������¡��¤�<°/�¦ ¢¡��7ÁIU^�/��¥��a¥¦£

T
�´�
�����7�"£­�Æ²����kþ

»������?¥������7���>��À­�D·>¥� ������D«F®%���¤�3������°¢·�¬�«F�$�¦¥��7����¬��>�"��Ä
•
�Ç�������?¥�«
¥­�$�"�
 ¢�%�"���?¥7«
¥��%¥��g�<¥/�"¥� 

n ∈ N
���?¥b�¦¥/�%®$���§�3�"���D°D·����Ç���?¥�£ µ��$���(¥?²+�

�a¥/�¦ ¢��¨
•
�$�
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v�z7st��rVz�|¢� �6|>��������|('©�*��� �J¦����^vwm<n�qJhyqw�'stn4�fsCz�hyvÈ�Cz{�fn4vf¦�h
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∀y ∈ X : y � x
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�����fqJh��'sC£{�w�{h�r	z{vwm<n�ufm5n4�!z{��l ufmYlGs4vfnÙ�I�f�'stntrTh��=�L�fq¡hy�'sC£{�w�{h�r	z{vwm<n�ltm�£�¦���rE�ªr�n4�y�
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(x, y) ∈ R ∧ ¬∃ z : x ≺ z ≺
y
Á O ·>�"�/��¥

(x, y)
£§¡"�C�¶£¿��¨­µ�¥

y
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x
¨ �
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y
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gD�'sG����Â�z{�§Æ
N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, R = {(x, y) : x, y, x/y ∈ N}
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(s1, s2, ..., sn) � (p1, p2, ..., pn)
ikn4Ã!�5m

si �i pi

�w�YzÏr�o�s4o'p���m5l u
i = 1, 2, ..., n

�

dy� �"#�g´�
��E Ú���E�	�'GE���4����J¬½!%#$&('2�
Þ���z¢n4�5n4|3n4v�p!��rýmY�<h�lGsG��v��¥�7z{�kp!nts'i�z�×fo!��m5nt¦�h

S1 × ...× Sn

s4�fnG�Jv��>i'|À���'n4�Yz�lkikjGP
≺
R

vwz�o'p!j4qf�7i�£{lthwÆ

(s1, s2, ..., sn) ≺ (p1, p2, ..., pn)
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s1 = p1, ..., sj−1 = pj−1
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sj �j pj
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�A�#��  �
(X,�) ¡£¢ �$�N�6�B�A�¥¤��;�9�2�#�;�9���¦�����¦�D�¨§;�A�f©ª��«*§;���¬�=�N­������9®��t�=�$�
�A�����¯�����*�=�N®����¨�¥¤
�*§��R©ª�*�=�N®�� ����� ¡ �;�¥¤^�+���*�9�� ����°� �#�F�¨±²���B� �
«��³�
�¨�+�*���$�´�
�A�����µ�R§��*©ª�R�=�+®�� ©��;���·¶
©{�A§��=�¨�4¤z�°©{�A�$�9�¨©¸�A§;�=�¨�¥¤¹±b�A§;�³�2� �
«��º���9�R�
� �¨���R�#�F�»���l�n�=�¨�4¤�¼4½�¾U¿NÀ=Á@Â¥ÃÄ���Å�*§��U¶
©ª�*�=�B�A�¥¤¹±$���+�*������  ®=§;�#���N���Æ�����R�+� ���9� �4Ç�È­� �¹Ã.É�¼RÁBÊ �AË_Ç ¡
Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�ÓeÔ¹Õ�ÖÄÃ×¾BÁ¥Ø

(X,�) Ù¥Ú2Û ÊUÃ×¾ Ê Ù ÃÜ¼6¿B¾ È Á4Ê Ú¥Ý ÁlÃÜ¼�Þ¬¼ Ç ½#¼�¿NÊ�ß Û6à ¼6Þ¬À Ë��AÈ¸á
â#¾2ã6¾lÉ?Ã Û É�À Û ¼�Þ¬¼AÉ Ë�� ÁUØ Û Þ¬ä*ÁUØ¦¾�É�¾ È ¾ Ë(å ä6Þ

x, y ∈ X
Ã �Uå.Ë Ã×¾æÂR¾ à ¿2¾ � Û ¼ É Ë�� ¼�¿NÀRÊ à ¿B¾ �ç ä�¿ Ë>��èvå ¼ å À à Ã
Ê Ù ÃÜä�¿ Ë ÀRÊ � Þ¬À È­� à ¿NÀ å ß á é Ê Ù ÃÜ¼6¿2Ê�¾ X Û ¾.ê Ë Ã Ç ÂR¾ � Ã Ú¦Û ÊUÃÜÀ�ëDÀ Ë ÃÜÀ�4Ç�È­� Â*À à ¼ x ∨ y = sup{x, y}

¼6¿2À*Ê\Ã.É�¼*Á4Ê �AË_Ç Â*À à ¼ x ∧ y = inf{x, y}
á

gx�9�l�¨�_ìæ�A�¨�í�$�+���*î&�*����®=�Z�n�+�l�¨�9�2�$�;�¥¤j�����¨�R�#�;���9®�� ���l�t�#�� ����*�#�;���+�
X

�n�+�A�f�
�9�*§�� ���+� ï.�UìM� ���� ��$ðñ�R�*�t�;�*�N�A�����j�N�;�&�*�����=��®�� ïæ�ò�¨�R���$ìæ�A����� ©��ª�N��©�� �{��§����l�l�¨�$�
�*�������9®��Äð4±��A§� ��*���+��óô�$��§Üõö�¨±��*�#�;®��÷�$�9�A�N�*�����=���*�N�A���+� ©�� È Ã Ë �=�+�A� È À�ø�± ���N� ¡²ù ��«*�¨�
�*����®��ªï.§;�;���������$ðú�#�(���9�R�A���A���
�A�=�¸���*�9���$�N�6�B�¯ï@�ª�¨�*�F�$ìæ�A����� ©��x©{�A�$�N��©���© �}©��;���·¶
©���©³ð ¡bû ���~�t�+���¨�9�N�$�;�ü�*§;�*©ª�*�=�D�ª�$�N���0�³©ª��«*�_�\���*�*�����N�9�*�������q�����9®��t�_�A­ ý#�R�*�n�+���
���*����� �¸©ª��«*�_�\��§��q���;�¥¤����$�9�*�N§��;­ü�$�9�*��  ®=�+�=���K�$�9�*���¨�=§;�=� ¡
ù �+���0� ©ª� «R��� ���9���*���9�2�*�n���A­ �R� �(��©ª���*� þ#ÿ������ ���
	�� ÿ�
��������4þ�
 ¡ ¢ ���Aì��
���#�(�R�n��� ���6�+�f�*§;�*©ª�*�=�N��© �*�#�;���+�¹±t�£ìM���$�Ä�9�*§�� ���9�n�l���*�N���;���¬�*  �¯�(���9�R�A���$� ¡ � §��
����«*�¨�¨�4¤\����®��¥¤v�����AìF®��e�;�9�2�����9�+�n�N���;��«*�$����  �����#�������N�$���*�9���
�A�����*©  ��N���.���_ìM� �l�R� �l�
�N����� �#���_ìæ�A�����������*���=�¨© �¬���*§���±��=�N�����N���;��«*�$�¹�#�9���R���´�n�¨�v�#�¸�N�$���R�����
�A������ =�N���.�º�
ìM� �l�R� �l�~�N�;�ü���#���_ìæ�A���#�;�
���*�#�=�¨© �����*§;� ¡
ù �+���N�¸�_���l�$�
�A©\����������� �"! ±(����«��R§;�}����«*�¨�¯�����#�*����®=�

X ′ ⊆ X
©{�º�$���R�v�¨�=§;�=�¯�

�$�9�*�
 �®��+�=� ¡
• ¢ �¨������§��¨�9�
�$�N�A���;������«*�¨�������R�#���9�0�¦���N�A�$##�������=�Z�����#�*�#�;®��n©{�q�$�9�*��  ®=�9�=�
�K�$���R�
�#��§;�=� ¡

• ù �A«*�����$�N�6�B�q�N� ��#��l�����_�ú���*�9���R�#��� ìF�_� ¡
• ù �N�6�B���*�����AìM�_�q©{�\�$�9�*��  ®=�+�=���K�$�9�*���¨�=§;�=� ¡

ù ���R�ú  ®=�9�=���#�9�l�������+�����*��� �l�R� ­��+�A� �
>

�³�$�9�*�ü�#��§��=�q�+�A� �
⊥ ¡�% �*«��*§;�P�$�N�6�B�v���*�9�

�N�A�$##�l�*���_�¨±¨�N�ª�*§��*©��*�=�0�
>

���N�A�
⊥

�_�A§;��«R���#�q�+�+�°�$�N�6�D� ¡
&('



) �2�+���=�N���N���$�N�6�0� �9�B���n���e�UìM� �#�+�*�Å�
�¨©¸�� =� �#�F�z����« �9�2�9���=�2�#�N�£�*�����=�+� ï@§��;���������$ð
�#�(���9�R�A���A���
�A�#�� ���±ü�����*���¨�������*�N�����Å�����l�
�A§��^� �N�����+®=�j�A�����9�2�+�#�=�0�$�n�=�ò�9�R� §;�·¶
�����
�A­������R�+� �������N���#�9�*©��#© ï.�N�#©\�=±(� §´�N�*�+�_�6�0�$���=±�©{��*�ð¬§;���µ�;�,+_©��#© ï.�;§;���l�l�¨�$�¹±
�A�=�#���#��� ���9�Ü±{©{�;�(ð ¡ g}�9�l�¨�_ìM� �¨�R© �����R�+� ���9�{�N��©\�ò���*�9�z�A§´�N�*�+�_�6�0�$�
� §��� ��;���*��� ¡gx�9�l�¨�_ìæ�A�#�*© �����*�N� ���9�¹�;§������l�¨�$�\���*�9��� �����;���#�����+��§��  =�;�l�R��� ¡

&.-
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2�354=Í7698fÐ;:�<>=;:@?ÆÐBAKÐ
gx�9���*��©��;�A�N�*© §;�  ����$�¹©{�6�N�*©{���0�¨�l�*�#�9�ô�2����� �9�N�*�#���+�A���~�R�A =� �#�����*�����#î

•
�@�=�+©{�A§����#± �9�¨©�����§��;�l�R���ú�9�*���9�����*�=�B� ���+�n�n���*�#�l� ý��t�;�*�#�R�ú���¨�N��«R� ���Ä�¯�����l�¨�$�
�����N���N�A§��=�¨© ���*�9�t�R�A���;�9�$�
� ���\�����=�9�2� ����C�¼6¿ ÈqÇ ë
É´¼ ç ÃÜÁ4Ê Ë�D ÁUØ ±

•
���9���l�0�
� �����A����� �t�;�*�¨��� �R� ����©ª���R� �9�� =�Æì �9�B�A�#���t��� �U�¨�¥¤ �N�4¤#�*©{���0�
�t�������N� ���°� �#�F�¨ý¨�j�0�¨© �l�*§��E�@���+©�� ìF�R�
� �¨���2��¿B¾ ç Ç ë D Þ Ë ÃÜ¼5F à ¼�Þ¬À Ë ÃÜÀ_±

•
�_�A�_�A�����°�~ìæ�A�N�#���N���¨  �*�#�*�9���°� �=�¨�4¤��t�����=�N�A®��£�#�9�¨�9�+�R©ª®��e§��� ��;���*�=�¨�4¤¹ýA�~ìæ�A��¶
�¨�=�N��� �+���=���9�9©��6�+��© ¡ ��� ¡ ½�¼B½(¿NÀ�Þ Ë ¼ Ý�G � Ê Ç ½_¾Bë Ë ¼ Ý�G ¡

ù §��A�9�¨���*��� §��  =�;���H�@�=�9©¸�A§;�_� �_�A�_� ©ª�R�4¤_�A�����*©\� �9� �R�#©ª���
��# �#�;���R�*�����#�=�¨�¥¤¹±
� �=�N®����¨�¥¤ � �2�����¨©��$�
�A�#� �t�����=�N�$�Å�2� �R�*�t�+�*� ���N�*�t�#�*�´����± � ��§�� �
�¨�¥¤#���¨�*�
�N���^�e�#�N�*�t�#�*�´���¨�4¤ �����*�*�UìM� �¨�R�(±\�&�t���R�¯Þ Ë ÃÜ¼�F à ¼6Þ¬À Ë ÃÜÀ Û ¾ Û Ç à Á D Â Ë ¾ ç ¼ ¡ I �R��¶�+�*© �¨�=�#���+�*�l��� �N�����9®R�n�#�;��«&�;���#�&�N�4¤#�*©{���0���n�#�;���N�A���
�A�����#±ª�������
�A�#�R� �l�&�¨�
�¨«��$�+�R�l�*�=�¨�¥¤ ±¹�¥¤¨���*����«��#�;�������n�+���q�#�N�*�t�#�*�´���¨�4¤µ�n�#�;���N� ®R� ï.��� ¡ À ÙBÛ Ç à Á@Â*Àq���N�A�
Ã Ë Û Ç à Á.Â*À$ð ¡J §K�O� ���l�ñ�N�A�¥¤$�#���$� �*�_��# �0�����9�R� �9�¨©��(��§��L�@�=�+©�� ì��R��� �#�;�R���¨�4¤¹±{ìM� �l�R�A�l�¨�4¤����
�N��®A�9�#���A®�� ïB�.���#�����9�Mð�§;�  =�;�l�*�=�¨�¥¤^�=�N���º�9�N���+���
�A�#����§��¯�������9�R� �#� �R�
� �#�F�Å�#�A�B�A���9�
���*�n���A�9� ¡>M ���+©�� ì��µ�*�_�A���������ª�9�¨©��(��§;�;�*���+�¸� �����$�9�l�2�¨�ª�*�_�A�����#ýP�*��� �#�F�¸�N��©ª�  
�
�=�¨­
�#�����9���
�=�$���R�N§����#�
�¨��®R�°�l���A�x©ª� «R���ü�;© ���9�l�¨�#���2�A­������*�¨�b½�¿2À6Þ Û D �A§����NC�ÀRëOFNÊ Ç
§;���ª�N��«Ä�9�¨©�����§��������
�A­����l�n�¨�Ä�����*�N� �����$�9�l�0�������
�A�#�
� ��� �¨�+�²�¥¤=�t��§;���
�¨�(�R�n���*�#�*� ¡
¢ �����R�9�+���¨© ���9�l�¨�_�A���$� ±¨�B�A�$�;�ü�N�A�$##�l�*���#�n�
�¨�����t�;�*�#�*�O±¨�=�+®=���¨© ©ª� «*�_�����R�#�#� �U¶
��� �l�*�����t�#�9�l�¨���;�2� ­
���l�R�¨�b½�¿2À6Þ Û D � §;���NC�À�ëPFNÊ Ç ±
���A�l�$�
�A�#�����R���~Ê Û À Ë ÃÜÀ È Ã ¡"Q �  =�
���#�º�=�¨­Z�R� �#���9�$�
�A�#���+�*�t������± ��� ¡LRTS �����* ³���*�9���#�F�$ì��VU2± RD¢ �#���U�����R�9�q���;�*©��#�WUB±
R gP� ���£�#�*�+�*�l�.UB±ú���N� ¡ §;���ò�+�*«¯�������ò�#«l�¨���;� �����t�=�¨�¥¤ò�9�¨©����=§;�O±Ä�#� ¡ p

�l�l�
q ¡

¢ ���+�¨ =�;© �������¨��� �#�$�¹±��@�=�+©�� ìM�ª�*��� �#�;���°���9�¨©����=§;�;�*�6���v�����t�_����§;��«*�9�°�������N�#�9�U¶
�U�������
�A�_�º�
�¨�����t�;�*����±Æ���*����� �
«����B� �6�#±}�=�N®��9�9���°� ���+�=�N­¸§;�  =�;�l�*�_��©ª� «��¸�#�9�l���+� ­
�
�A���N���N­��#�N�*�t�¨�»� §;���E�O��ìF�+�*� ¡~¢ �B�A�$�x�#�9�*�_�A���$�X�@�=�9©�� ìM�{�*�_�A�������
�¸�_�����$�°� ���
���*�9�°Ê È Ã×¾ Ë_Ë ß�Ê Û À Ë ÃÜ¼6Þ�ß ¡

&.Y
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Z\[�<�:�<RÓL]�Ï÷Ð;:@[�A@:
]\ÓÆÏPÐ@Ó^=;:@?(Ð@Ñ$4=ÏPÍ7?@:

I ¤��*�A���#�9�*���;�2� ­��A�=�#�$�9�l�2�#�\�*�_�A�����*���������l�n�¨�+�t�*©��;�*�#�#�9�
�*�_�A���������9�t©ª��«*���ª�R�A��¶
�N���+���
�A­��¨� �2� �����������9�B�A�*�

p
�#�(�
= R0¢ �#���U�\���*�9�����;�*©��#�WU

,

�l�»� �R��� �l�R�¨±}«��
p
�9�B�����Z�N�;���N�$�9® �+�����¨© �R� �#���+�*© ������� �¨�*  �»�*�_�A����� ¡ g����_�A�¨�N��±

��� �+�¨���e�l���*�9�N�^�9� �l�
�A«R�f�N���»�9�¨©�����§;�_�@�=�9©�� ìÄ�*�_�A�������
�¨�¥¤ �����»�������¨�#���N�6�+� �µ��©
�A�=�#�$�9�l�2�#��  �µ�*�_�A�l���R�#�F�¨±÷�����*�¨�¨�����ª�
�A���N���N­¸�#�N�*�t�¨� §��#�`�O��ìF�+�*� ¡ba �A�$�;�{�#�9�l�¨��¶
�;�2� �#�;�b�¨�=�N� �_���l���²�=�$�9�*�N§��*�����°§;�����_�A�_�A�����nÃ Ë(å ¾¥¿0½�¿B¾ å À=Á@Â¥Ã��@�=�9©���§��}�*�_�A���������9�}ï@�*©��·¶
�*���¨�9���*�_�A���������9�2ð ¡J �=��©ª®��ô���9���°� �¨�R�;­ô�t�����=�N�A���
�A�����¬§��  =�;�l�R�¨�¬���A�2�9���*���=�
���*�9�P�*����®=�c�@�=�9©�� ì¨�¨��+_���·¶
�6�+� �U�¨�¥¤������t�_�n�t�;�*�#�������N�������* �� ì;����§��ü�;�¥¤����9���l�0�
� �����A����� ¡ed �� �� ì��\�#�9���l�D�°� �9�R��¶
�#�F���t�;�*�¨���¸�R�A�l�
�¨�l�������@�=�+©�� ì����
�A�#���2��� �����9�B�A�*� �N�¥¤#�*©{�6�2�¹î

�����*�*�UìM� �#�$�K�9�� =�Æì��
�A�=�#�$§��¨�9��� .

gx�9�l�¨�_ìæ�A�#�*© ���* �� ì;� �t�����=�N�A���
�A�����]���*�9�¯�(�����#§F�A�+���í���* �� ìM� È ¼ Û Ç FÅ½#¼ Ë ¾ Ë FÅ�
��� �9�N�*�#���+�A�l�¨© �N�¥¤¨�*©¸�A���;��î

α, α =⇒ β

β
.

û �v�������¨�_ìM� � ±¨���¨�N���=�$�6�+� �ú�#�9���R�UìM� �#���A©{�
α =

½#À Û À Û ¾fF2ÊRÁ4Ên�=�N��� β =
ÂR¾Bã�¾�É?Ã_½#À Û À

Û ¾\FNÊ�ÁBÊ å ¼ Ç É?ÃÜÁ¥¾gF�ß È ¼ à ¿2¾nï.§;�  ����l�*������î���� ���q�#�*�+�*�l�
=⇒

��§;���l���2��©����$�9��ð ©ª� «��R©��
�N�A�=�����¨�9�2� ­ü�v�9�� =�Æì�� È ¼ Û ¾ Ç F�½#¼ Ë ¾ Ë Ft�t�����=�N�$�6�+� �ü�t ��N�4¤#�*©{���2� î

�_�A�_�q�#�*�+�*�l�
,
�_�A�_�q�¨�R�+�*�l�

=⇒
��§;���l�~�2�q©ª�=�$�9�

��§;���l�~�2�q©����$�9� .

h �N�9�l�¨©������*©��¸�R�6�N�*© �A�=�#�$§��¨�+����±�«�� Ç É?ÃÜÁ4¾1F*À È ¼ à ¿2¾=±��=�N®��N���9�B� �¨���t� �¨�����ª�
�¨��¶
�*���#� �R�
� �=�i�O� �=� ¡

j(k
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lnmNo Ò�Ï÷ÐBAKÐ°Ðqp :@3�8srut vw=x:@?(Ð@Ñ$4�Ï÷Í
yz�@�=�9©�� ìú���N��©ª���
�¨�¥¤£��� �9�#�*�;�9���AìF� «��=�¨�{�@���+©��Æì��e���#�#���
�A�#�µ�2� �������£���=©ª���U�
���#�(�R�n���*�����;�¥¤wF0½#äDÂ Ë Ã à ä�Þ É�¼ ç ÃÜÁ4Ê Ë�D ÁUØ ¡ û �6�9�l���*�N���;�9�q�9�N���+���
�A�#�»�2�]�_�A�9�N�*���6�+� �l�
�N��®A�9�#���$�K§��  =�;�l�R�¨��î

• ¬ | �¨�* =�A�9�+�¨±
• ∧ | �A�=�#���#�����+�¨±
• ∨ | �A§��+�R�9�_�6�D�$�°�#±
• ⇒ | �;©���§;�����A���+��ï@©�� «����=�¨­��9®��t�����*«����=�9�B�A���

⇐
ð4±

• ⇔ | �9®R�n�¨���
��«R�¨�=�N­ªï.�;©{�#§��;���A���+�\���n�#�9�2�9�����_�=ð ¡
gx�9�l���
�¨� ���9�l�¨�9�B�A���;�������
��«*�+���¨�4¤��N�(®��9���;� ®R�£§��  =�;�l�R�=�¨�4¤v���9�¨©����=§;���@���+©��Æì��R��� �$¶
�����
�¨�¥¤ ïB�@���+©�� ì\�6�N�=©ª���
�¨�¥¤�ð{���#���6���]�N�;�¯�_�A�+�¨�R���9�³� ì���«����#�}�@�=�9©�� ì;� §;�  =�;�l�*�#�
�N�A�¥¤$�#���$�z�R����# ¡�û �����t�+���¨�9�N�$�;�\���*�#�_�A�f©ª��«*§;�����³�#�ñ�¨�0�����9���*�����»�_�A���;�9�z�(�*���
�@���+©��Æìæ�A©�� ¡ g�������«��9�°�����_�A�#���¨�(+����;�������������N�*�t�����v�N�A�=�#�9�2�+�¨���
�*�¨�4¤E�@�=�+©�� ì ¡
Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�ÓeÔ@~���
_ÿ��`�c� � ÿ��������c���
� �7����� ÖÄÃ×¾2ÁUØL� Ù4Ú2Û ÊUÃ×¾ZÊ Ù ÃÜ¼6¿B¾ È F DAÈ Ù ¼ É?ÃC�¼6¿ ÈqÇ ë�À å ¼ È ÃÜÁBÊ Ë�D Á¥Ø á`� Ù ÃÜä�¿v½�¼B½(¿NÀ�Þ D ÁUØiC�¼6¿ ÈqÇ ë~¿NÀ=ÁUØ Ç�Ë à Ç Ê Û ÀW��� à ¿Nä å à ¼���C�¼�¿f�
ÈqÇ ë��������üÂR¾\F å Ê Û ¾@ê Ë ÃÜ¼�Þ¬À Ë ¾\¿B¾ à Ç ¿B¾ Ë Á D Â Ë Ã×¾}Â*À à Ë À�F å Ú ½ Ç ÂR¾��

� á â#¾2ã6¾lÉ?Ã
p ∈

� å ¼
p ∈

�1��� è
� á â#¾2ã6¾lÉ?Ã

φ ∈
�1��� å ¼

(¬φ) ∈
�1��� è

� á â#¾2ã6¾lÉ?Ã
φ, ψ ∈

�1��� å ¼
(ψ ∧ φ) ∈

�1��� è
(ψ ∨ φ) ∈

�1��� è
(ψ ⇒ φ) ∈����� ¼�¿NÀRÊ

(ψ ⇔ φ) ∈
�1��� è

� á�é F2Ê D F å à Ã×¾ C�¼6¿ ÈqÇ ë D È�Ç FNÊRß Ù D G ç ¾ Ë ¾¥¿2¼6Þ�À Ë ¾ Ê ç ¼ Û Ë Ã×¾ Ê ½�¼6Þ D ã\FNÊ DAÈ Ã
¿2¾ ç Ç ë�À È Ã á

j��
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M ���+©��ÆìF��© �6�N��©ª�����¨©í�
�AìF� «��=�=�¨©��������¨�#���9�$�°� ���²���R�9� ���l�*�_�t�#�N�*�t�¨��§;�����O�$ìM�+�*� ¡J �=�2��� §;�_�°���l�R���"�@���+©�� ì��n���A§��*«l�ú���~���9�l�¨�#���2�A�������°� ���+�=�N��� §;�  =�;�l�*�=�¨�¥¤n���¨�9�+�R�#���+��¶
�U�¨© � �#�;�9�e�@���+©�� ìF��© �6�N��©ª�����¨© ���N�A�ú���{�A�=�#�9�2�+��� ���9���2� ©ª�9�¡�@�=�9©�� ì;� ¡ g��=�#�;«��9�
�t���9�R�
� �¨���=�¨� �
��«*�#�e�(�����*�*���¯Ã Ë(å ¾¥¿0½�¿B¾ å À=Á@Â¥Ã¤�@�=�+©�� ìq���N��©ª���
�¨�¥¤j� �N�A�¥¤$�#���$�
�*�_��# ¡
Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�ÓeÔ�¥ ÖÄÃ×¾BÁ¥Øw� Ù4ÚBÛ ÊlÃ×¾µÊ Ù ÃÜ¼6¿B¾ È ¿N¼RÊUÞ¬ÀRãRÀ Ë�D Á¥ØzF DAÈ Ù ¼AÉ?ÃqC�¼6¿ ÈqÇ ëZÀ å ¼ È �
¼6Þ D Á¥Ø{ÀE¦�Þ D ¿2ä*ã Ë ÃÜ¼ Ë�DAÈ Ê Ù ÃÜ¼�¿2¾ È Þ¬À�¿ å ¼ Ý ÁlÃKÉ�¼ ç ÃÜÁ4Ê Ë�D ÁUØ è}å Â á ¦

= {true, false}
á

§ Ë�å ¾U¿ ½(¿2¾ å À=Á.Â*À¨F DAÈ Ù ¼ É?Ã÷Ê Ù ÃÜ¼�¿ Ç � Ë ÀRÊ D Þ¬À¨F4Ã Ú�à ÀRã Û ß©C Ç�Ë à Á@Â Ú ½#¼�F å À=ÁUÃO�

I :
�
−→

¦
½�¿2Ê D ½#¼�¿NÊ�ß Û6à ¼�Þ Ç Â*ß=ÁBß à À*ã Û ¾ ÈqÇ F D È Ù ¼AÉ�¼�Þ²ÃªC�¼�¿ ÈqÇ ë D À å ¼ È ¼6Þ�¾@ÂvÞ�À6¿ å ¼ Ý�G É�¼ ç ÃÜÁ4Ê Ë ß½�¿2À6Þ Û D ÀAÉ Ù ¼©C�ÀRëOFNÊ Ç�á
«Ü�=�N�*�+�#�9�l�B� ���+�]�=�$���R�N§��f�R���N�*© �l�l�&�_�A�_�¬�@�=�9©�� ìM�^���N��©ª���
�¦���*�9�¦�¨�R���*�
�A�_�]�R�
�#�N�*�t�#�*���°�����l� �N��«`�O�$ìM�+�l�$�
� ¡ gx�9�l�í�_�A�#�9�Z���=�N�*�+�#�9�l�B�A�9�9���@���+©�� ìæ�e©�� «�� �=�¨­
�#�N�*�t�#�*���°��§;���­�O�$ìM�+�l�$�
�¨ý#� ���9�l�¨�_�A���$�º =���¦�;�=�N�*�+���9�l�B�A���+�q�����v�������¨�#���9�$�°��ìM� �=�
���*���¨���*��� �l�*�������
�A���N���N���ú§;�  ����l�*�#�9�q���N���n��� � §;���L�O��ìF�+�*���t�+�l�¨�9�2�$�;© �9�¨©�����§;��©
�9� �l�
��«��A�#��  �]�*�����=�+� ±��;�=�N�*�+�������2� �����µ�B�A��� ���$�9�*�N§F�f�N���{�+�A� �^�#�;�*���AìM���f§��#� �l���*��¶
�������
� ¡
Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�ÓeÔª®¢¯~ÞbÃ×¾°C�¼6¿ ÈqÇ ë D

φ
¼6¿2À*Ê

ψ
È ÀDÂ*ß�Á¥¾ Ã Û ¾ Ë(åxD ÁBÊ Ë ß Þ¬À�¿ å ¼ Ý�G É�¼ ç �ÃÜÁBÊ Ë ß ½(¿NÊ D à ÀRã Û ¾æÂ Ã Ë(å ¾U¿ ½(¿2¾ å À�Á.Â¥Ã

I
�
I(φ) = I(ψ)

� Ë ÀRÊ D Þ¬À È±D §��� ����l�*�����
�9®R�n�¨���
��«R�=�¨©�� á
g������*�*���]�;�=�N�*�+�������2� ���9���_�A§;��«l�í�9� �*�+���R�����¨­¯�_���*����®=���t�+�l�¨�9�2�$�;�¥¤¢�@�=�9©�� ì©²´³¨µ ¡h �#�����n���*���#�F���¨�(+����;���+��©{���¥¤�� �+� �=�N�*�
�9�*�$���9�*�#�l���9�=� ¡

j�¶
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Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�ÓeÔ(Ô ÖÄÃ×¾BÁ¥Øº� ¼RÊ Ë À=ÁBÊ�À&Ê Ù ÃÜä�¿z¿N¼RÊUÞ�À*ã�À Ë�D ÁUØ»F DAÈ Ù ¼ É?Ã�C�¼�¿ È�Ç ëÅÀ å ¼ È �
¼6Þ D Á¥Ø è ¦ ¼ Û Þ Ç ¾lÉ;¾ È ¾ Ë(å ¼�Þ D Ê Ù ÃÜä�¿{Þ¬À�¿ å ¼ Ý ÁlÃüÉ�¼ ç ÃÜÁBÊ ËªD Á¥Ø è À

I
¼ÅÃ Ë(å ¾U¿ ½(¿2¾ å À�Á.Â Ú á§ Ë�å ¾U¿ ½(¿2¾ å À=Á.Â*À

I
½�¿2Ê D ½�Ã½F Ç ÂR¾¸Þ¬À�¿ å ¼ Ý ÁlÃÄÉ´¼ ç ÃÜÁ4Ê Ë ¾{Þ¾FNÊ D F å à Ã È C�¼�¿ ÈqÇ�¿ É�¼ È

φ
è
ψ

Ê�¾
Ê Ù ÃÜ¼6¿ Ç ����� è å Ê Ë á �

I :
�1���

−→
¦
,

Ç#å Þ¬¼6¿2ÊR¼ Ë�DAÈ Þ D ëDß=ÁBÊ Ë Ã×¾£Þ ¼B½�À6¿2ÁUÃ Ç ¼ÀF DAÈ Ù ¼ É�¾�Þ D F å Ú ½ Ç Â*ß=Á4¾�Þ � Ê ç ¼ Û Ë Ã×¾£Ê
Ë À5F å Ú ½ Ç Â*ß�Á DAÈ Ã÷ÊRÀ�F�À Û À È ÃO�

� á
I(¬φ) =

å ¿ Ç ¾µÞ å Þ á ç Û D I(φ) =
C�ÀAÉÁFR¾Å¼�¿NÀRÊ

I(¬φ) =
C�À ÉÁF*¾�Þ å Þ á ç Û D

I(φ) =
å ¿ Ç ¾ è

� á
I(φ ∧ ψ) =

å ¿ Ç ¾vÞ å Þ á ç Û D I(φ) =
å ¿ Ç ¾�¼6¿2À*Ê

I(ψ) =
å ¿ Ç ¾fÂ Þ]½#¼RÊR¼�F å ÀRë D ÁUØ

½�¿2Ê D ½�À Û6à À�ÁUØ I(φ ∧ ψ) =
C�ÀAÉÁFR¾ è

� á
I(φ ∨ ψ) =

å ¿ Ç ¾vÞ å Þ á ç Û D I(φ) =
å ¿ Ç ¾\É Ç Ù I(ψ) =

å ¿ Ç ¾\ÂôÞf½�¼*Ê�¼5F å À ¿ É DAÈ
½�¿2Ê D ½�À Û6à Ç I(φ ∨ ψ) =

C�À ÉÁF*¾ è
� á
I(φ ⇒ ψ) =

å ¿ Ç ¾ÅÞ å Þ ç Û D I(φ) =
C�À ÉÃFR¾ñÉ Ç Ù I(φ) =

å ¿ Ç ¾ ¼6¿2À*Ê�ÂR¾ Û �Ë ¼RÁBÊ6¾ Ý Ë Ã×¾ I(ψ) =
å ¿ Ç ¾fÂôÞ]½#¼RÊR¼�F å ÀRë DAÈ ½�¿2Ê D ½#À Û�à Ç I(φ ∧ ψ) =

C�À ÉÁF*¾ è
Ä á
I(φ ⇔ ψ) =

å ¿ Ç ¾³Þ å Þ á ç Û D I(φ) = I(ψ)
ÂvÞ ½#¼RÊR¼�F å ÀRë D ÁUØ¦½(¿NÊ D ½#À Û6à À=Á¥Ø

I(φ⇔ ψ) =
C�À ÉÃFR¾ á

g��R����«*�+�R�³�#�(+_���;�9�+�¸�(� �l�
�A§F�³���R�$�#�9�*���U���9�����q�#�9�B�A§��;­��°� ���+�=�N­q§��  =�;�l�R���¸�¨������§��#�;�
�N�A�=�#�9�2�+�¨���
�A�#�9�~�²�#���¬�=§;�����q�*§;� «��=�¨�9�ü���=�#�N�*�t�#�9���@���+©��Æì��Å�+� �4¤$�����$�Å�*�_��#¯�º�;§;�
�0�¨§;� �e�R��� �¨�ñ�2�^�
�A���N���N����§��� ����l�*�#���t�+�l�¨�9�2�$�;�¥¤ �
�¨�9�N�*���6�+� �U�¨�4¤ � �#�;�9�i�@���+©��Æì
�6�N��©��R���¨�4¤ ¡

j &



/]s10�wUy�|

Å Ó�ÆôÍ7=.Í{]�Ó�3�<5:@¹*Ñ=Ðq=;:@?ÆÐ@Ñ�4=ÏnvKÑ5 
y �A©��F�A�9�x�9�¨©����=§;�
���+�*�n���\�V�O��ìF�+�R�\�l���R�9�+�Ä�9�N�=�N�6���*©\���R�A���;�x���#�9���+�R�l�����=� î

1
���A©��´¶

�A�9�n�#�N�*�t�¨�¦�
0
�R�A©{���A�9�Ç�O��ìF�+�*� ¡¾a �A��§;���*���#�N�*�t�¨�Z�#§F�q�¨�� 
�A���9� �������¨�#�;�*�N�q�����9�B�A­�î

p ¬pk �� k

a � �#§��;�*�����N���n���Z��§��q�A�=�#���$�#�����9� �#�9�l�¨�����*�N�q���=�9�B�A­ î
p q p ∧ qk k kk � k� k k� � �

a � �#§��;�*�����N���n���Z��§��q�¨�¨�.�9�#��� ���9�¹���9�l�¨�#�;�*�N�������9�B�A­�î
p q p ∨ qk k kk � �� k �� � �

a � �#§��;�*�����N���n���Z��§��q�;©{�#§��;���A���9�Æ�#�9�l�¨�����*�N�q���=�9�B�A­ î
p q p⇒ qk k �k � �� k k� � �

j.j
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I ���R�9�+���(����� ������������«��9�b�¨�(+����;���+�������*�*�#�9�B�*�t�F�A�_�°���*�9�²���@�=�9©{���²���*�9�²�B�A���R§;�_�;§��#��¶
�2�9���+�A���9�������_�A�#�v�R� §���«*�#���N�*�Æ§��� ����l�*�#�ªï.�����2���v���=�#�;«��9�2ð ¡

φ ψ ¬φ φ ∧ ψ φ ∨ ψ φ⇒ ψ φ⇔ ψÈÊÉÌË�Í ÈÎÉÌËWÍ ÏÑÐ\ÒÔÓÕÍ ÈÊÉÌË�Í ÈÊÉÌË�Í ÈÊÉÖËWÍ ÈÊÉÌË�ÍÈÊÉÌË�Í ÏÑÐ\ÒÔÓÕÍ ÏÑÐ\ÒÔÓÕÍ ÏÑÐ\ÒÔÓÕÍ ÈÊÉÌË�Í ÈÊÉÖËWÍ ÈÊÉÌË�ÍÏÑÐ\ÒÔÓÕÍ ÈÎÉÌËWÍ ÈÎÉÌËWÍ ÏÑÐ\ÒÔÓÕÍ ÈÊÉÌË�Í ÈÊÉÖËWÍ ÏÑÐ\ÒÔÓÕÍÏÑÐ\ÒÔÓÕÍ ÏÑÐ\ÒÔÓÕÍ ÈÎÉÌËWÍ ÏÑÐ\ÒÔÓÕÍ ÏÑÐ\ÒÔÓÕÍ ÈÊÉÖËWÍ ÈÊÉÌË�Í
) �R©{�A�=�0�¨� ���
�¨���N�A�=�¨�¥¤×�.���#�����9�ü©�� «*�_�f�¨��+_�������
�A­»���^���=©ª���*�]�N���9�R�
� �¨���R�#�F�
���9�{�¨�£��®��n�¨���
��«*�#�9�Ø�@���+©��Æì��£�����n���*�N�6�+�A�l�+�ª�9�¨©�����§;�µ� �����;���#�����9�O±t�¨�¨�.�9�#��� ���9�ú�
�¨�* =�A�9�9� ¡

• φ⇒ ψ ≡ ¬φ ∨ ψ
±

• φ⇔ ψ ≡ (φ⇒ ψ) ∧ (φ⇐ ψ)
±

• φ|ψ ≡ ¬(φ ∧ ψ) | �.�#��� �9�+��ï.�$���R�N�6�
ð ) ¤#�(ÙÆ�*�N�¨±=���*�9�
�N�{�+��� ¡ �.���#�����+��Ú7Û,Ú
Ü ý
�;�����q�#�A�B�A�9�+�

φ ∧ ψ
±

• φ ↓ ψ ≡ ¬(φ ∨ ψ) | �.���#�����+�]ï@�9�2�9�R��ìF���=ðÞÝx�;�*�+�l��õö�#±����*�9���N�µ�+��� ¡ �.�#��� �9�+�
Úªß�à ý��;���_���#�A�B� ���+�

φ ∨ ψ
±

• φ
⊕

ψ ≡ (¬φ∧ψ)∨ (φ∧¬ψ) | �.���#�����+�v�A§��N�*�+�����0�$�
���
�¨�$§��#�l�����+� �l�9�U±l���*�9�
�+�q�N�l� ¡ �.���#�����+��á7â�ã�ß$à ±

• ¬φ ∨ ψ
�=�N���

φ ∨ ¬ψ | �.�#��� �������R� �6�A�*��§;���¦�9® «*���;���������*�9�¨©��l�2�D�¨���*�¨� ¡
h   ®�§��#�;�¯��§��

n
�A�9 ���©ª�*�=�N®�� ���9�9�N�*�����
�¨�¥¤ ©ª� «*�_�e�N�A�����9�2�+�¨���
�A­

22n �9® «R�=�¨�4¤
�.�#��� �9�9�O±_�\�t���R�~��§��

n = 2
���*�9�

16
�9® «*�=�¨�¥¤E�.���#�����9� ¡

j�ä



/]s10�wUy�|

å Ó@æ=ÏPÐ@ÍUÒ�[�4�Í m 36Ó
]\Ó¬=;:�?(Ð@Ñ$4�Ï÷Í

• ¬¬p ≡ p | �#�N�*���{�����¨��®��9�#��  �����9���*�l�*�*�#�F�¨±
• p ∧ q ≡ q ∧ p | ���N���������9���*©��;�*�#�#���N�*�Æ�A�=�#���#�����9�O±
• p ∨ q ≡ q ∨ p | ���N���������9���*©��;�*�#�#���N�*� �A§��N�*�+�����0�$�
�=±
• (p ∧ q) ∧ r ≡ p ∧ (q ∧ r) | �#�N�*���ZìM� �l�*�#���N��� �A�=�#���#�����9�O±
• (p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r) | �#�N�*���ZìM� �l�*�#���N��� �A�=�#���#�����9�O±
• (p∨ q)∧ r ≡ (p∧ r)∨ (q ∧ r) | �#�N�*�����9���*�¨�R���*§��¨�=�N�����A�=�#���#�����9�_���* �§��R�¨�*©
�A§´�N�*�+�_�6�0�$���=±

• (p∧q)∨r ≡ (p∨r)∧(q∨r) | �#�N�*�����9���*�¨�R���*§��¨�=�N�����A§��+�R�9�_�6�D�$�
�v���* �§��R�¨�*©
�A�����;��� �9�9�O±

• p ∧ p ≡ p | ���N�*�¬�����¨�R©����A�N�*�=�2�#���N��� �#§F�q�A�=�#���#�����9�O±
• p ∨ p ≡ p | ���N�*�¬�����¨�R©����A�N�*�=�2�#���N��� �#§F�ª�A§��+�R�9�_�6�D�$�
�=±
• p ∧ 0 ≡ 0

±
p ∧ 1 ≡ p | ���N���������¨�*�=�D�¨�l�*�#���N���Ü±

• p ∨ 0 ≡ p
±
p ∨ 1 ≡ 1 | ���N���������¨�*�=�D�¨�l�*�#���N���Ü±

• p ∨ ¬p ≡ 1 | ���+�*���q�
�(ìæ�A�������#��  �ª�N�9�����6�#±
• p ∧ ¬p ≡ 0 | ���+�*�����N�����*�*�l�*�#���N���Ü±
• ¬(p ∧ q) ≡ ¬(p) ∨ ¬(q) | ���+�*��� � � Q ���9 
�A�_�¨±
• ¬(p ∨ q) ≡ ¬(p) ∧ ¬(q) | ���+�*��� � � Q ���9 
�A�_�¨±
• p⇒ q ≡ ¬q ⇒ ¬p | ���N������� ���=�2�N�A�����l�¨���9�O±
• p⇒ q ≡ ¬p ∨ q | ���$�9�*�N§;�*�#�;�~��©��#§��;���A�9�9���R�q���=©ª���*���A§´�N�*�+�_�6�0�$��� ¡

j(ç
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ù ��«*�_�X�@�=�9©�� ìM�ñ§��  =�;�l�R���»�N� �4¤$���#�$���R����#£©�� «��¦�=�¨­¦�N���9���°� �¨�*���_�ñ�#� �(���9�B�A���
�9®R�n�¨���
��«R�¨�9�U±(� �=�N®��9�9�´�@�=�9©�� ì;�µ���N��©ª�������P���4¤��#�� =� �����\���R���¸���¨ìæ�A�������#���9�¨©�¶
����§;�*© �A§´�N�*�+�_�6�0�$���=±_���B�A�����D�¬�=�9�����#���@���+©�� ì�� | �9�¨©�����§;�*© � �����;���#�����9�Oý����*�9���+�
�N�l� ¡ Ë ¼�¿ È À É Ë Àv½�¼5F å À G�à ¼ Ë Ã Ç�Ë(åxD Þ Ë À è�ô Ö©õ �¹�#�9�l�¨�����R�+�q�_�A�9�N�*�����+�A�*���@���+©ª�=î

(p1 ∨ p2 ∨ . . . pk) ∧ (q1 ∨ q2 ∨ . . . ql) ∧ . . . (s1 ∨ s2 ∨ . . . sm).

ò{:@3�8fÓ@=.ÏPÓ m :�[(<RÓ@ó{6övc[DÒ�rPÏ¡An<fv�]�ÏPÓ

ù ��«*�_�X�@�=�9©�� ìM�ñ§��  =�;�l�R���»�N� �4¤$���#�$���R����#£©�� «��¦�=�¨­¦�N���9���°� �¨�*���_�ñ�#� �(���9�B�A���
�9®R�n�¨���
��«R�¨�9�U±(� �=�N®��9�9�´�@�=�9©�� ì;�µ���N��©ª�������P���4¤��#�� =� �����\���R���¸���¨ìæ�A�������#���9�¨©�¶
����§;�*© �A�����;��� �9�9�O±K�¸�B�A�µ���D�¬�=�9�����#�¤�@���+©�� ì�� | �9�¨©�����§;�*© � §´�N�*�+�����0�$�
� ý_���*�9�~�+�
�N�l� ¡ Ë ¼�¿ È À É Ë Àv½�¼5F å À GªÛ D FMÂ Ç�Ë à å;D Þ Ë À è ¯üÖ©õò�K���9�l�¨�����*�N����� �9�N�*�#���+�A�R�Þ�@���+©ª��î

(p1 ∧ p2 ∧ . . . pk) ∨ (q1 ∧ q2 ∧ . . . ql) ∨ . . . (s1 ∧ s2 ∧ . . . sm).

ò{:@3�8fÓ@=.ÏPÓ m :�[(<RÓ@ó m 36Ó
]¨6¡v�÷*Ò�Í76¡v¹Ï¡AKÐg:�36Ó@4{p Ó�tÌ[�4$r¾÷�4=ÍV36Ó

M ���+©��Æìæ���R�*�n�+���b���+�*�n�¨�*���
�°�R�*�n���*�N�6�+�A�*�
n
�*©��;�*�#�=�¨�¥¤Ä�R��� �#�;�R���¨�4¤�©ª��«��²���=�9�2� ­

�#�9���R�#�9�B�*�t�;���_�ª� ���=�9�2� ��� �üû�M � ���*���¨���*�_�A�l�*�=�º�N�(���+®��»�÷�N�_ìæ�A�_�¸�N�;�����_�¸�
2n�9® «*�=�¨�¥¤¦�A�=�#���#��� �9�9�O±#�6�A«*�_�\�

n
�N�_ìæ�A�#�R���¨�4¤¹±��#� ¡ î

1 = pqr ∨ pqr̄ ∨ pq̄r ∨ pq̄r̄ ∨ p̄qr ∨ p̄qr̄ ∨ p̄q̄r ∨ p̄q̄r̄
ï �üû�M ð

M ���+©��Æìæ���R�*�t�+�����O��ìF�+�l�$�
�q�����n���*�N�6�+�A�*�
n
�*©��;�*���=�¨�4¤��*�_�A���������¨�4¤¦©�� «������=�9�2� ­

�#�9���R�#�9�B�*�t�;���_��� ���=�9�B�A��� I
û�M � ���R�#�#� �*�_�A���*�=���N���=�+®��»�÷�N�_ìM� �����N�;�\���_�¸�
2n�9® «*�=�¨�¥¤¦�¨�¨�.�9�#��� ���9�Ü±¨���A«*�����

n
�N�_ìM� �¨�����¨�4¤¹±��#� ¡ î

0 = pqr ∧ pqr̄ ∧ pq̄r ∧ pq̄r̄ ∧ p̄qr ∧ p̄qr̄ ∧ p̄q̄r ∧ p̄q̄r̄
ï I�û�M ð

j '



ø}ù w�ú�ð°y{wûë¯s�m w(ü�ýbð�r ð´ý�|�oZw*|\m w£ils10�w�êÇð�oqr�m w
y ��� �#�;�����9���9�N�

p⇒ qy ��� �#�;�~���¨�t�9� �N�#�
q ⇒ py ��� �#�;�����9���*�����t�#�

¬p⇒ ¬qy ��� �#�;�����9���*�����t�9�B�*�t�#�
¬q ⇒ ¬p

ù �
�A���N�6�t§;�  =�;�l�*�=� î

p⇒ q

¬p⇒ ¬q

q ⇒ p

¬q ⇒ ¬p
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�bÓ@[(<5:@[�:,]\Ó(Ï÷Ð@Ó 8fÍ$<�:c6¡vû4=ÍV35:��@Ò�Í76¡vKÏöA@:,]\ÍUÒ

Q �l�N�����e���*�9�A���*�¨�¨�#� �R�
�z����§;�� =�z���£���#�#���t��� �~� ��� §;���R���E8fÓ�<�3�vKÑ�v =;:@?(Ð.Ñ�4=ÏPÍUÒ
�@���+©��Æì�� ý�©ª� «����=�¨­~�9�N�=�+�R�
� ���q�#��î

•
���*���7+����A���9�Æ�B�A�¨�+�=§��� ��;�²ï.�#§F���6�A«*�#�9�¬�;�=�N�*�+���9�l�B�A���9�Æ�
�A���N���N­�§��  =�;�l�R���1�@���+©��Æì��
���*�9� å ¿ Ç ¾=±

•
���*���7+����A���9�������*�N��� ìF����� §;�#���N���ªï@��§������A«*�¨�+�Z�;�=�N�*�+���9�l�B�A���9�~�
�A���N���N­ §��� ��;���*���
�@���+©�� ì��v���*�9��C�À ÉÁF*¾=±

•
�_�A�_�A�����^��®��n�¨���
��«*�#���N�*� �@���+©�� ìªï.��§��]���A«*�¨�+�����=�+�R�9���9�l�B�A���9�t�
� �D�N�=�N���ú§��� �¶
�;�l�*�#�~�2���B� �$�����2�A©ª�6ð4±

•
���*���7+����A���9�(§;�  =�;�l�*�#�9�²�A�����+�*�=���*�����9�Pï.�#§F������«R�¨�9�ô���=�+�R�9���9�l�B�A���9�����N�*�t�#�*�´�����N­
�@���+©�� ì��³©��#�N� �������F�= =�A­����+�*�n�¨�*�������N�����9��� �����+�*�=���*�#�9�9�Mð4±

•
�����*�_�A�l�R� �#�F�����=�N�*�+�#�9�l�B�A�9�9�{������� �=�N®����¨�¥¤ �@���+©��Æìæ�£���R�9�z�#�N�*�t�#�*�´�
� §;���
�O�$ìM�+�l�$�
� ¡

Ýx�9�l�¨�_ìæ�A� ¡ �N���N�*�t�#�*�;©\�=±$«*�ÿ�@�=�+©�� ìM�
Φ

���R�9�°�B�A�¨�+�=§��� ���� ¡
Φ = ((p⇒ r) ∧ (q ⇒ r)) ⇔ ((p ∨ q) ⇒ r)

p q r p⇒ r q ⇒ r (p⇒ r) ∧ (q ⇒ r) (p ∨ q) ⇒ r Φk k k � � � � �k k � � � � � �k � k � k � � �k � � � � � � �� k k k � � � �� k � � � � � �� � k k k � � �� � � � � � � �

j Y
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2�354�v�A�t Ó�6z4=Ó@[(<5:@[�:,]\Ó(Ï÷Ð@Ó 8fÍ$<�:c6¡vû4=ÍV35:��@Ò�Í76¡vKÏöA@:,]\ÍUÒ
y ��� ��� ©����#�N�*�t�#�*���¬�=�N­~��©���§;�;��� ���9�(§��� ����l�*�#�9�¬���=�9�2� ���Oî

(p⇒ q) ∧ (r ⇒ s)

(p ∨ r) ⇒ (q ∨ s)

p q r s p⇒ q r ⇒ s (p⇒ q) ∧ (r ⇒ s) p ∨ r q ∨ s (p ∨ r) ⇒ (q ∨ s)k k k k � � � k k �k k k � � � � k � �k k � k � k � � k �k k � � � � � � � �k � k k � � � k � �k � k � � � � k � �k � � k � k k � � �k � � � � � � � � �� k k k k � k � k k� k k � k � k � � �� k � k k k k � k k� k � � k � k � � �� � k k � � � � � �� � k � � � � � � �� � � k � k k � � �� � � � � � � � � �
yª� ��� §;�����~�A�=§;��©����
�	��

���¨�#���6�#±6«�� �;©���§;���6� ���+� ���*�9� ���N�*�t�#�*�´�
� ¡ Ý�� �R�
�n���*�+�+�R� ©��
�$±��

¨±����������\���A�¥¤¨���#�*� �����_�A�¨�N�{�9®R�n�¨���
��«R�¨�=�N­ ¡

ä\k
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å Ó@æ=ÏPÐ@ÍUÒ�[�4�ÍX36Í7?@rut vû]�Ï÷Ð;:@[�A@:
]\Ó(Ï÷Ð@Ó

•
p

p∨q
| ���* �� ìM���n�#�9���
�A�#�R�A�����q�A§��N�*�+�����0�$�
�=±

•
p, q
p∧q

| ���* �� ìM���n�#�9���
�A�#�R�A�������A�=�#���#�����9�O±
•

p∧q
p

| ���* �� ìM���=�#���+�*�l�R� �#�F�\� �����;���#�����9�O±
•

p, p⇒q
q

| ���* �� ìM�q©ª�����������=�¨�R�#��ï.©ª���#���
�(���#�*�#�#�����=�¨�*���4ð4±
•

p⇒q, ¬q
¬p

| �9�� =�Æìæ�q©ª�����#�°�N��§;§;�*����ï.©ª�����#�°�+�=§;§;�*�#�#�q�N��§�§��*���4ð4±
•

p∨q, ¬p
q

| �9�� =�Æìæ�q�����#�*���¨�q�N�=§;§��R�#��±

•
p

⊕

q, p

¬q
| �9�� �� ìæ�q�����#�*���¨�ª�N�=§;§��R�#��±

•
p⇒q, q⇒r

p⇒r
| �9�� �� ìM�q���9���*�¥¤¨�����������N�*�²ï.�9�� =�Æìæ�q�9�¨§��� ����R©��³¤#�����A�N�l�D�¨�l�*�#��  ��ðB±

•
p∨r, ¬r∨q

p∨q
| �9�� �� ìæ�q���*����§��#���9�Ü±

•
p∧r, ¬r∧q

p∧q
| �����n�9�A�2�����9�� =�Æìæ�£�9������§��#�9�9�ªï.�A�=�#�$§��¨�+�+�e§;�  =�;�l�*�_�����R�9�º�����n�9®�¶

�l���_�=ð4±
•

p⇒q, r⇒s
(p∨r)⇒(q∨s) | �#�N�*�������¨§;�*©{���0�¸�A�=�#�9�2�+��� �U���9�#��  �_±

•
p⇒q, r⇒s

(p∧r)⇒(q∧s)
| �#�N�*�������¨§;�*©{���0�¸�A�=�#�9�2�+��� �U���9�#��  � ¡

ä��
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lnm 3�:
]\Ó@6�4=Ó(ÏPÐ.Ís6¡:���ò�²�÷�Ì ò{²
���

Φ ⇔ Ψ ≡ (Φ ⇒ Ψ) ∧ (Ψ ⇒ Φ) | �R§;�;©{�;�_�A���+�\�9�¨©����=§;� �9®R�n�¨���
��«R�¨�=�N���O±
¶��

Φ ⇒ Ψ ≡ ¬Φ ∨ Ψ | �*§��;©������ ���+���9�¨©����=§;� �;©���§;���6� ���9�O±
& �

¬(¬Φ) ≡ Φ | �*§��;©������ ���+�v���� ������*«*�¨«*���=�¨�¥¤¸�#�� =� ���9�O±
j��

¬(Φ∨Ψ) ≡ ¬Φ∧¬Ψ | �R�A�9�N�=�+�R�
� �#�;�b�#�N�*�
� � � Q �=�� 
�A�_�t�¨�ú�N�������
�A�#�R� �#�F�
�9�¨©����=§;�Z�#�� =� ���9� �����*���=�N�9�*�#�����ª���9���*�­�@�=�9©�� ì��v�6�N��©��R�
�#±

ä��
¬(Φ∧Ψ) ≡ ¬Φ∨¬Ψ | �R�A�9�N�=�+�R�
� �#�;�b�#�N�*�
� � � Q �=�� 
�A�_�t�¨�ú�N�������
�A�#�R� �#�F�
�9�¨©����=§;�Z�#�� =� ���9� �����*���=�N�9�*�#�����ª���9���*�­�@�=�9©�� ì��v�6�N��©��R�
�#±

ç
�
Φ ∨ (Ψ ∧ Υ) ≡ (Φ ∨ Ψ) ∧ (Φ ∨ Υ) | ���A�9�N���+���
�A�����\���N�*�°�¸�9� �*�#�*�;�*§;�#���N���
�A§´�N�*�+�_�6�0�$�������9�l�Z�N�#�9���
�A�#�R�A���;�¦�#� I
û�M ±

' �
Φ ∧ (Ψ ∨ Υ) ≡ (Φ ∧ Ψ) ∨ (Φ ∧ Υ) | ���A�9�N���+���
�A�����\���N�*�°�¸�9� �*�#�*�;�*§;�#���N���
�A�����;��� �9�9� ���9�l�Z�N�#�9���
�A�#�R�A���;�Z�#� �üû�Mô¡

Ýx�9�l�¨�_ìæ�A�¹î

(p ∧ (p⇒ q)) ⇒ q � ¬(p ∧ (p⇒ q)) ∨ q �
¬(p ∧ ¬(p ∨ q)) ∨ q � (¬p ∨ ¬¬(p ∨ q)) ∨ q �
(¬p ∨ (p ∨ q)) ∨ q � (¬p ∨ p ∨ p ∨ q) ∨ q �

(¬p ∨ p ∨ q � 1 ∨ q � 1 ¡
) ���9���°� �¨�*�*�#�;�í�¨� �����9�B� ���º�#���+©{� §;�#�9�L�@�=�+©�� ì;� �R�*�n�+���í�#�N�*�t�#�*���¬�+� ï@�R�*�n�+���
�O�$ìM�+�l�$���9�2ð �����l�
�A§F�\�=�$�9�*�N§;��­¬���9�¬�
�A���N���N­�§��  =�;�l�R��� ¡

ä.¶
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Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�ÓeÔ � õ�¼�¿ È�Ç ëDÀ�ÂR¾fF åôË ÀRÊ D Þ¬À Ë À$�

•
�B� ���N��§;�  =���ºÞ å Þ á ç Û D ÂR¾fF å ½(¿NÀ�Þ Û ÊUÃæÞ¬Àv½(¿2Ê D à ÀRã Û ¾æÂ�Ã Ë(å ¾¥¿0½(¿2¾ å À=Á@Â¥Ã Â

•
�@�=�+©�� ìM���O� §;�9�7+��A���
�A§;�_� ç Û D¸Ë Ã×¾²ÂR¾\F å å À Ç#å ¼ É´¼ ç ÃÜß è

•
�@�=�+©�� ìM���N�(�AìF����� §;�_��Þ å Þ á ç Û D Ã½F å.Ë Ã×¾@ÂR¾ å À à À�Ã Ë(å ¾U¿0½�¿B¾ å À�Á.Â*À è ½(¿2Ê D à å ä6¿B¾æÂ9C�¼�¿f�
È�Ç ëDÀ å À�ÂR¾\F å ½(¿NÀ�Þ Û ÊlÃæÞ¬À5Â

•
�@�=�+©�� ìM�ñ�#�;�*�N���AìM�����A§���� è �@���+©��Æìæ�Å�����*�N�(®��9�_� É Ç Ù �@���+©�� ìæ�Å�N�����*�*�l�*�_��Þ å Þ á
ç Û D ½(¿NÊ D à À*ã Û ¾@Â�Ã Ë(å ¾¥¿0½�¿B¾ å À=Á@Â¥ÃªC4¿2¼ ÈqÇ ë�À å ÀtÂR¾\F å C�À�ëPFNÊ D Þ¬À5Â

•
C�¼ ÈqÇ ëDÀ

Ψ
ÂR¾fF å §��� ��;���*���¸�A�=�#�+�R�=�¬�R�#���+�ØC�¼6¿ ÈqÇ ë D

Φ
è Á4¼ Ë ¼ å@Ç ÂR¾ È±D

Φ |= ΨÞ å Þ á ç Û D Û É�À à ÀRã Û ¾æÂ\Ã Ë(å ¾U¿ ½(¿2¾ å À�Á.Â¥Ã ½�¿2Ê D à å ä�¿2¾@Â Φ
ÂR¾fF å ½�¿2À6Þ Û ÊlÃæÞ¬À�¿2ä6Þ Ë Ã×¾Bã

Ψ
ÂR¾\F å ½�¿2À6Þ Û ÊUÃæÞ�À�Â

•
C�¼�¿ È�Ç ëDÀ

Ψ
ÂR¾\F å �
�¨���9���°� �¨���A§;�_��ÊqC�¼�¿ ÈqÇ ë D

Φ
è Á4¼ Ë ¼ å@Ç ÂR¾ È±D

Φ ` Ψ
Þ å Þ á

ç Û D Ã½F å@Ë Ã×¾@ÂR¾\ÁlÃÜß ç ¿B¾ ç Ç ë Û ¼6Þ�¼ Û Ê�¾ Ë ÃÜÀ\½#¼RÊUÞ¬À É�À0Â*À=Á D¸Ç Ê D F à À G Ψ
Ê

Φ
á

ù �����+�*�=���*�������Ä�D�¨�4¤Z�#�(+��#�����9�Oî

•
�@�=�+©�� ìM� ���*�9� �B�A�¨�+�=§��� ���� �
�0� ¡  =��� ���+� �¨�� 
�A���+� ���*�9� �#�;�*�N���AìM�����A§����
ï@�N���9���*�l�R���
ðB±

•
�@�=�+©�� ìM�ú���*�9�t�#�;�*�N���AìM�#�F�A§����\�
�D� ¡  ��¨�����9�°�¨�* =�A�9�+�t���*�9���B�A�¨�+�=§��� ����#±

•
�@�=�+©�� ìM���#�;�����*�9���B� ���N��§;�  =�������0� ¡ �#§F���������¨���6�9©������9�÷���*���¨�9�
�;�=�N���R�9���9�l�B�A���9�
���*�9�q�O�$ìM�+�l�$�
�¨±

•
�@�=�+©�� ìM�÷���*�9���#�;�*�N�����*�*�l�*�_� �
�D� ¡  ��¨�~��§����#�9�l�¨�_���9©{�#�;�9�
���*�#�#�9� ���=�+�R�9���9�l�B�A���9�
���*�9�����+�*�n�¨�*���
�¨±

•
�B� ���N��§;�  =���ú���*�9�������n�+�����@�=�+©�� ìM���N��� ìF����� §;�_�ZïO� §��v�#�;�~���¨�t�9� �N������ðB±

•
�@�=�+©�� ìM�������*�N�(�AìF����� §;�_�ú���*�9�q�@���+©��Æìæ���O�A§��9�7+_� �R�
� §;�_��ïO�A§;�v�#�;�~���¨�t�9�A�2�����6ð ¡

ä &



øf|1é |1ý�r ý¦s©ù siý ð°kúoZw*|

Å ]�Ð@ÍV3�6¡4=Í$ÏPÐ.Ó^:L6PÍ76�r¡A(ÑBÒ�Ð
Å ]�Ð@ÍV3�6¡4=Í$ÏPÐ.ÍzÕ"!íâ#¾2ã6¾lÉ?Ã

∆1,∆2, . . .∆n

F�ß C�¼6¿ ÈqÇ ëDÀ È Ã É�¼ ç ÃÜÁ4Ê Ë�DAÈ Ã � Ë ÀRÊ D �
Þ¬À ËªD È Ã�À à FMÂ*¼ È À å À È Ã � è C�¼�¿ ÈqÇ ë�À

Ω
� Ë ÀRÊ D Þ¬À Ë ÀzØ
Ã?½#¼ å ¾BÊRß�É Ç Ù¯à ¼ Ë à É Ç Ê.Â*ß �³ÂR¾\F å

ÃÜÁ¥Ø�É´¼ ç ÃÜÁ4Ê Ë ß à ¼ Ë F*¾ à Þ�¾ Ë Á@Â*ßñÞ å Þ á ç Û D C�¼�¿ ÈqÇ ë�À
∆1 ∧ ∆2 ∧ . . .∆n ⇒ Ω

ÂR¾\F å
å À Ç#å ¼AÉ�¼ ç ÃÜß á
Å ]�Ð@ÍV3�6¡4=Í$ÏPÐ.ÍzÕ(Õ&â#¾2ã6¾lÉ?Ã

∆1,∆2, . . .∆n

F�ß C�¼6¿ ÈqÇ ëDÀ È Ã É�¼ ç ÃÜÁ4Ê Ë�DAÈ Ã � Ë ÀRÊ D �
Þ¬À ËªD È Ã�À à FMÂ*¼ È À å À È Ã � è C�¼�¿ ÈqÇ ë�À

Ω
� Ë ÀRÊ D Þ¬À Ë ÀzØ
Ã?½#¼ å ¾BÊRß�É Ç Ù¯à ¼ Ë à É Ç Ê.Â*ß �³ÂR¾\F å

ÃÜÁ¥Ø�É´¼ ç ÃÜÁ4Ê Ë ß à ¼ Ë F*¾ à Þ�¾ Ë Á@Â*ßñÞ å Þ á ç Û D C�¼�¿ ÈqÇ ë�À
∆1 ∧ ∆2 ∧ . . .∆n ∧ ¬Ω

ÂR¾\F å
F ½(¿NÊ6¾2Á4Ê Ë À á
Ýx�9����§��R© �#�������¨���R�#�F� �0�t�;�*�+�¨����# ©{� ���=�9�B�A­ î ©{�6�+�A� ��� �¨� � �$�.����©{���0�
∆1,∆2, . . .∆n

�#�*��� �¨���R�����N�*�t�#�*�´���v���¨�6�A�R�A­\�#�N�*�t�#�*�´���=�N­�¤#�����A�N�����
Ω ¡�a � ��t�;�*�~�_�A§;��«l�¸�
�¨�����R� ­ ±¨«���î

∆1 ∧ ∆2 ∧ . . .∆n |= Ω) �N�=�+�R�
� �¨�v�2����� �9�N�*�#���+�A����©ª���+���¨� î
•
�N���N�*�t�#�R�A�������t�+���¨�9�N�$���4¤Z©�� «*§��´�
�¨�¥¤��;�=�N�*�+�������2� ���9�bïæ�°� ���#îb���#«R���AìF� «��=�¨�=�N­
����§;�;�����*�������
�=ð4±

• Û ¼�Þ¬ä Û Þ ½(¿N¼�F å | � ���9�l�¨�9�B�6�+�A���Z�A�$�.���=©{�6�N®�� �ô�9�� =�Æì
�#�������¨���R�#�F�¦ ��*�¨�R�9��¶
���*©��³�¨�������@���+©�� ì�����«��#���¨�l�¨�N��� �#�F�1�@�=�+©�� ì;�

Ω
±

• Û ¼�Þ¬¼ Û Ê�¾ Ë Ã×¾ å À Ç#å ¼AÉ�¼ ç ÃæÃ | � ���9�l�¨�9�B�6�+�A�~� a � ¡ ���¨�������¨�R�;©\�=±$«��ÿ�@���+©��Æìæ�
∆1 ∧ ∆2 ∧ . . .∆n ⇒ Ω

���*�9���B�A�¨�+�=§��� ����#±
• Û ¼�Þ¬ä Û Ë Ã×¾ Þ ½(¿N¼�F å | �N� �#���¬®�� �0�n���*�+�#���*����� �����*�*���´�n�9�B���n�¨�*  ��±
��®��n�¨���
��«*�#�� ��q�_�A�#�*©�� ¡ ÝK�=§��� 
�����q�#���¬���#���*���;�Z�0�t�;�*�+�¨���R�#�F�\���=�9�B�A���
¬Ω |= ¬(∆1 ∧ ∆2 ∧ . . .∆n) ¡

•
�#����®��^�#�9���*�>F ½(¿N¼�Þ¬À Û Ê6¾ Ë Ã×¾ Û ¼sF0½�¿2Ê�¾BÁBÊ Ë ¼ Ý ÁlÃBýô�A�=�9�l�¨�9�B���+��� a � ¡ ��±x����§;�� =��������¨�6�A�R�A���;�Z�N���9���*�l�R�¨�=�N���@�@�=�+©�� ì;� î
∆1 ∧ ∆2 ∧ . . .∆n ∧ ¬Ω ¡

äfj



# i(0�k%$¦u²| & s{s�ilk('9|
J §� ��*�#�N�{óô�$�=§���õ?�t���R�9���9�2�9���=�2�#�N�ª©¸�6�N�*©{���0�¨�l�*�_�����=�9�B�A���Üî

({0, 1},∨,∧,¬, 0, 1),

 ��#�*�����_�A�=�º���*�9���*����®=���¨�t�#�*§��*©��*�=�N�R���=±x�#�*����ìM� �#�F�µ� §´�N�*�+�_�6�0�$��� ï.�N��©��_ð4±}� �����·¶
�#��� �9�9�Pï@��§����l���¨�$��ðP�=�N���Ä�#�� =� ���9�Kï.�#����� ìF�����*�����
ð4±����B�A�
«��t�*§;�*©ª�*�=�b�#�*�¨�N�N� §;�=���N�#©\�
�ô��§����l���¨�$� ¡_� §����#���9���+�*�l�*�*�#�F���R� �#���N� � �����;���#�������

p ∧ q
�R� �#���N�6���*©\�{�+�A�A�

p · q§;���
pq

±��v�#�� 
�A�����
¬p

�+�A� �
p̄ ¡�� �*�F�$ìæ�A�������A§;�� ������{ó �$��§��=õö���N���AìM�#�F���+����� �9�+�R�#���+�A�l�

�#�N�*�
�¨î

•
�R§��*©ª�R�=���#�*�¨�2�+� §;�=� î

p ∨ 0 = p
±
p · 1 = p

±
•
���¨�R�=�0�¨�l�*�#���N­ î

p ∨ 1 = 1
±
p · 0 = 0

±
•
���¨�R©����A�N�*�=�2�#���N­ î

p ∨ p = p
±
p · p = p

±
•
�#���(�AìF����� �#�;��î

p ∨ p̄ = 1
±
p · p̄ = 0

±
•
���9���*©��;�*���¨�=�N­ î

p ∨ q = q ∨ p
±
p ∧ q = q ∧ p

±
•
ìæ�A���*�¨�=�N­ î

(p ∨ q) ∨ r = p ∨ (q ∨ r)
±
(p ∧ q) ∧ r = p ∧ (q ∧ r)

±
•
�9���*�¨�R���*§��¨�=�N­ î

p∨ (q∧r) = (p∨q)∧ (p∨r)
±
p∧ (q∨r) = (p∧q)∨ (p∧r)

±
•
�(���4¤ ìM� �#�F�A������î

(p ∧ q) ∨ p = p
±
(p ∨ q) ∧ p = p

±
•
���N�*�°� � � Q �=�9 =�A�_�¨î

p ∨ q = p̄ ∧ q̄
±
p ∧ q = p̄ ∨ q̄ ¡

Ýx�9�l�¨�_ìæ�A�_�A©��K� §�  �R�#�tó �$��§��=õö���2�¨î

•
J §;  �*���N�����*�9�A���*���¨���A���
�¨î

({0, 1},∨,∧,¬, 0, 1)
±

•
y �����=��� î

(2S,∩,∪, X̄, ∅, S)
±

• I ���= =� �*�*�9�����*�¨�¨���A�����~��� ìF�#  �=�N���
n
î

({ppp . . . p : p ∈ {0, 1}},∨,∧,¬, 000 . . .0, 111 . . .1) ¡
ä.ä
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û ���*�¥¤ B = {0, 1} ¡�M �#��� ���+�³���$�=§������n�N�6�
n
¶D�A�9 ���©ª�*�=�N���
���_���l�$�
�A©\���#���¬�=§;�_�

�.�#��� �9���ü�0�¨���¹î
f : B

n −→ B.

¢ �  �®�§��=�¨© �������¨��� �#�$���;�9�2�#�;�9���
22n �9® «R�=�¨�4¤­�.����� ���9�¹���$�=§������t�N�$���4¤ ¡N� §��

n = 1©{�A©\�¸�l���+�R�D�i�.�#��� �9����±¨��§��
n = 2

���*�9�����4¤*�
+ª�q�#§F�
n = 3

�A«,�-�.+ ¡Ýx�9�l�¨�_ìæ�A� �.�#��� ���9�
3
¶D�A�9 ���©ª�*�=�N�����9� �#�9���R�#�9�B�*�t�;���#����������«��+� ¡

/10�2436587:9 p q r f(p, q, r)k k k k k� k k � k¶ k � k k& k � � �j � k k kä � k � �ç � � k �' � � � �
M �#��� �9�+� f �#§F�

p = 0
�9�R� §;���R�6���º� �����;���#�������º���������9�B��ì;�¨�¥¤&�A�9 ���©ª�*�=�N®���±�� ��§��

p = 1 | ���4¤¦� §´�N�*�+�����0�$����ý�©ª� «R�����t�;�*�¬�+���R� �#���2�A­ü�������9�B� ���Oî
f(p, q, r) = p̄ · (q · r) ∨ p · (q ∨ r).

«Ü�����q���=�9�B�A­~�N�9�Ç�.����� ���9�Üî
f(p, q, r) = p̄ · q · r ∨ p · q̄ · r ∨ p · q · r̄ ∨ p · q · r.

;
«l�$�
�A�=�\���*�9�°�N��«v�;���=�³�
��  �����=���R�A���;��î
f(p, q, r) = Σ(3, 5, 6, 7)

¢ �¨�N�A«��*�����~�����9�B�A�*�
x ·y ·z

±$§;���������=�N�����+�
xyz

±
 ��#�*�;�
x = p

§;���
x = p̄

±
y = q

§;���
y = q̄

���N�A�
z = r

§;���
z = r̄

�_���l�$�
�A©\�����+�=©{�A©{�¹ï.�;§;���l�l�¨�_�A©��æð �
B

3 ¡�d ®�«*�=�¨�4¤
�B�A�$�;�¥¤q�6�N��©ª®��µ���*�9�

2n ¡bù �A«*�_� �.�#��� �9���°©ª� «*�_�n�����*�*�#�9�B�*�t��­ �+�A� �~�N��©ª�°�6�N��©ª®�� ¡Ý����9�B�A­�©����#��©{�A§����#î
f(p, q, r) = p · q ∨ p · r ∨ ∨q · r.

ä\ç
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¢ �¨�N�A«��*���������$��§;�����t�N�$�;�~�UìM�¨«R�q�#�ª�R� �#���N�Z�K�¨�(+��������
�A�������.�#��� �9�9� �(�$��§��*�R�n�N�$�;�¥¤ ¡
Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�ÓeÔ?> ÖÄÃ×¾BÁ¥Ø Ù4ÚBÛ ß Û À Ë ¾ F DAÈ Ù ¼ É�¾ Ê È Ã×¾ Ë_ËªD Á¥Ø Ù ¼R¼AÉ;¾B¼6ÞeF à ÃÜÁUØ
p1, p2, . . . , pn

áZéED ¿NÀRã�¾ Ë Ã×¾ È Ù ¼R¼AÉ;¾B¼6ÞeF à ÃÜÁ È ÂR¾\F å �

•
F DAÈ Ù ¼ É 0 è 1

¼�¿NÀRÊ à ÀRã Û D Ê�F D È Ù ¼AÉ?Ã p1, p2, . . . , pn

è
•
ÂR¾Bã�¾�É?Ã

P1
Ã
P2

F�À�Þ D ¿NÀRã�¾ Ë ÃÜÀ È Ã Ù ¼R¼AÉ;¾B¼6ÞeF à Ã È Ã èôå ¼�¿Nä�Þ Ë Ã×¾Bã
P1 ∨P2

è
P1 ∧P2¼6¿2À*Ê

P̄1
�
P̄2

�ØF�À�Þ D ¿2À*ã6¾ Ë ÃÜÀ È Ã Ù ¼*¼ É;¾2¼�ÞeF à Ã È Ã á

ù ��«*�#�Ä���¨�+�A«��*���������$��§;�����t�N�$���~�¨�(+����;�����������t�_�1�.����� ���������$��§;�����t�N��� ¡÷¢ �A���N���N�*�
�N�9�ÿ�.���#�����9�b��§��º�A�����$�9�l�2�¨�*  ���
�¨�N��«��R�#�F���
���R��� �l�R�A©\�Å�9�N���N���+�A���9�� =�Æì�� �A§;  �*�����
óô�$��§;��õö� ¡
� �
�µ���¨�+�A«��*���������$�=§������n�N�$���Z���A�l�$�
�A©\�{3 o ]�Ï�:
]\Ó�æ�Ïnv�8fÐ  ��¨�]�#�(+��#���6�+�»���#�
�;�#�*�=�0�¨�l�R�¨�ÿ�.�#��� �9��� ¡«Ü§������l�¨�¨�R© ©��;���;©¸�A§;�=�¨©

n
�R©����*���=�¨�¥¤����$�=§������t�N�$���4¤ �_���l�$�
� ©���� �����;���#�������

ïO�6�N��© �
B

n
ð
n
�*©��;�*�#�=�¨�¥¤¹ý$«R� �#�_���*©��;�*�#�_���#�;��©ª��«��~�N�;���(�R���B�A�9�R�A­ ¡

ù ��«*�_� �.�#��� ����� � ����«*�#� ���¨�+�A«��*����� ���$��§;�����t�N�$�;� ©ª��«*��� �����*�*�#�9�B�*�t��­ �
�9®R�n�¨���
��«R�¨�9�t�(���9�B�A���÷�N�_ìæ�A�_���+� �l�9�t�N���\�\�2�A©\�¨�4¤��;§;���l�l�¨�#®R� ©��;���;©¸�A§;�=�¨�¥¤¸¶÷���*�9�
�N�¯�N�l� ¡ �(���9�B�A­��6� �¨�=�#���l�*�_�£ï.���=�9�2� ­��#���+©{� §;�_�ñ� §´�N�*�+�����0�$�t�#��¶0�A�=�#���#��� �l���9���
ð ¡h �$���R�N§��*�����b�(���9�B�A���=���A�#�����;�l�R�¨�9� �(��§��* =�t���
�n�N�6�A�R�A���;���=�N®��9�¬�;§;���l�l�¨�=�ü©����#��©{�A§��¨�
�°�4¤#���¨���Zï

+
ð°�#���¨�(+����;���9���.���#�����9�O±��q�=�N®��9�v�#�;�ü�°�¥¤¨���#�R�¦ï

−
ð ¡

p q r @BA 5
CEDEF�G f(p, q, r) CEDEF�/HCJIK5�LKD @k k k
p̄q̄r̄

k
−k k �

p̄q̄r
k

−k � k
p̄qr̄

k
−k � �

p̄qr
� M� k k

pq̄r̄
k

−� k �
pq̄r

� M� � k
pqr̄

� M� � �
pqr

� M
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V y_ï�|1ý�r ils10�w�êÇð�o¦k
y»���N�A©ª�R��§��� ��;���*�=�¨�4¤�©ª��«*�_�������¨���
�A­��¨������§��#�;�~� ì���«����#�����_ìæ�A�¨�Z§;�  =�;�l�*�#� ¡

X1 X2

A2

A1 O1

in2(X1)=0

in1(A2)=1

in1(X1)=1
out(X2)=1

out(O1)=0

N F�OQP�GKRTS & U Ýx�9�l�¨�_ìæ�A���#�_ìæ�A���¦§��� ����l�*�#��  � | �N�#©¸�6�N��� ¡
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# oº|�ilw(ðt| îZy_ï�|1ýXW©ù ils10�w�êÇðto�r­ê¾ñ
J ��� §;�;�R�µ�#�_ìæ�A�#®�� §��  =�;�l�R�=�¨�4¤f���=§��� 
�º�_���9�*�A�=�#�9�2�+�#�����9���.�#��� �9�9� §;�  =�;�l�*�#�9���9�R� §;�·¶
�����
�A�#�9� �#�9���*�b�R� ��� �=�~�#�_ìæ�A�v§;�  =�;�l�*�=� ¡�Q � «*�_�
�+�t�*�9�����;­ô�����UìM�# ����+�A�b�N�;�ô©{���2�D�¨�R�
§��� ��;���*�������_ìM� �#� ¡Ç� §��q���_ìM� �#�¦� d �¨� ¡ ��©{�A©\� î

@ GKY �[Z]\Ç�_^ @ G�Y ¶KZ`\N�_^ @ GKY Z`ae¶8^ \Ç� aN� a9¶ 58P
3 Z`\e¶8^ 5�P�3 Zcb"�d^k k k k k k k kk k � k k k � kk � k � k k � kk � � � k � k �� k k � k k � k� k � � k � k �� � k k � k k �� � � k � k � �

û �]���=�9�2�*�n���»�����
��«*�+�*�9�q�B� ���*§;�ú©�� «*�_�¯�����0���=�����¨­��.�#��� �����µ� �(���9�B�A���ú��� �¨�=�$¶
�;�l�R�¨�9�Uý¨�#§F�����#�9�=�+�*�l���*�����\�������9�2�*�n©��¸���#���=ïfe(�6ð � p

±#�;���g� ðJe(��ð � q
±#�;���Kï J ��ð �

c ¡"Q � ©�� î
out(X2) = p̄q̄c ∨ p̄qc̄ ∨ pq̄c̄ ∨ pqc,

out(O1) = p̄qc ∨ pq̄c ∨ pqc̄ ∨ pqc.

Q � «*�_���N��«~�=�$�9�*�N§;��­~���=�9�B�A���;��©����#��©{�A§��¨�Ä��§��\�0�¨�¥¤­�.���#�����9�Oî
out(X2) = p̄q̄c ∨ p̄qc̄ ∨ pq̄c̄ ∨ pqc,

out(O1) = pq ∨ pc ∨ qc.Ý����9�B�A­�©����#��©{�A§����v�K��� �¨�=�#���l�*�_�1�.����� ���9� ���¨��ïfe=� ð°�2�����¨�R�=�0�¨�l�*�#� ¡
M �#��� �9�����N��  �Z���_ìM� �#�»©�� «*�_�ª�N��«����$�9�*�N§��;­����*�*�����N�9�*�������³� ���_�A�+���;�µ�Z�N�¥¤¨�*©¸�6�*ý
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a � �#§��;�*���¨�(+����;���+�A�*���.�#��� �����~�#���¨���
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Ý����9�B�A­����A�#�����;�l�R���\�N�9�N�.����� ���9�Üî
f(p, q, r) = p̄ · q · r ∨ p · q̄ · r ∨ p · q · r̄ ∨ p · q · r.

Ý����9�B�A­ �6� �¨�=�#���l�*�_� ���R�9�í�l�
�¨�$§;� �*�=�$� �9� �R�#���¨���
�A�_�¨±e�A�=� �
�¨�A�=�9�l�¨�9�B�A­ò�+�
�����*�(���N�9�*���#�;�t�#�ú�9�¨�=�+�*�l�����_ìM� �#� ¡²û �A§;��«l�ü�R���N�*©í�#���A�=��� ­b©����#��©{�A§����R� ���9���.�#��� �9�9�
�A�=�����¨�9�2�6�+�A�~�v�#�N�*� �A§;  �*�����ºó �$��§��=õö� ¡
Q �;���;©{� §;�����A���+�v©�� «����#�9���*�����* =�A­��_�A�9�N�*���6�+� �l��î

p̄ · q · r ∨ p · q̄ · r ∨ p · q · r̄ ∨ p · q · r =

(p̄ · q · r ∨ p · q · r) ∨ (p · q̄ · r ∨ p · q · r) ∨ (p · q · r̄ ∨ p · q · r) =
q · r ∨ p · r ∨ p · q.

� §F���9�R� §;�;�R�A���9�Æ�N�9�N�.����� ���9�¹��� �N�9���R���kjq���N�A©��$� J û�� �l�����+� ©��$� h d~¡
� §F���9�R� §;�;�R�A���9�e�.�#��� ���9�ô�����¨�A�=�����¨�9�2� �#�;�*© ���N�A©ª�R� û J û�� �9�+�=�N�6���R©��¯���9���*�$�+�U¶
�B�$ìM�l�*������î

f(p, q, r) = q · r ∨ p · r ∨ p · q = pq · pr · qr ¡ ïnm��#�N� ©��$� û J û�� ð ¡
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f(a, b, c, d) = Σ(5, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 15)
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f2(a, b, c, d) = ab̄+ bd+ ad

h �9�2���N�*�l�*���������6�9�#�9�=�9�N�+���q�����9�B�A­�©{�1�.���#�����+�
f1

�R���+�R©ºî

f(a, b, c, d) = Σ(5, 7, 8, 9, 10, 11, 13, 15) = ab̄+ bd
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å ß4½(Ã×¾ Ë Ã×¾�Þ å ¾@Â¾C�¼6¿ ÈqÇ É;¾ôÂR¾fF å ÊlÞ²ÃÜß*Ê�À Ë ¾ á
Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�Ó��@¥ õ�¼�¿ È�Ç ë Ú Ù ¾BÊ Ê È Ã×¾ Ë_Ë�D Á¥Ø Þ¬¼ É Ë�D Á¥Ø Ë ÀRÊ D Þ�À È±D �@���+©�� ìæ�
�R�A©{�$�#�;�l�B�{É Ç Ù �*��� �#�;�*© á
Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�Ó���®zy ����®=� �@���+©�� ì ÂR¾\F å Ë ÀDÂ ÈqË Ã×¾æÂfF2Ê DAÈ Ê Ù ÃÜ¼�¿2¾ È F0½�¾4ë Ë ÃÜÀDÂ*ß�Á DAÈ
Þ¬À�¿ Ç�Ë à ÃO�

•
À å ¼ È±D F*ß C�¼6¿ ÈqÇ ëDÀ È Ã è

•
ÂR¾ Ý É?Ã α Ã

β
F�ß C�¼6¿ ÈqÇ ëDÀ È Ã è¬å ¼

(¬α)
¼�¿NÀRÊ

(α ⇒ β)
è F*ß©C�¼6¿ ÈqÇ ëDÀ È Ã è

•
ÂR¾ Ý É?Ã α ÂR¾\F å C�¼6¿ ÈqÇ ëDß è

x
ÂR¾\F å Ê È Ã×¾ Ë�Ë ßªÞ¬¼ É Ë ß�Þ

α
è¬å ¼

(∀x)α
ÂR¾\F å C�¼6¿ ÈqÇ ëDß á

' k



� §F� �������=�+�*�l���R�#�F� �R� �#���N� �t�������
�A�#�R� ©�� �9�¨©����=§�� �B� �$��� �+� �(î
∧, ∨, ⇔

, ∃
���A�l�$�
�A�#��î � �����;���#�����+�¨± � §´�N�*�+�����0�$�
�¨± �9®��t�#���
��«*�#���N���F�¨± �=�
�A�=�0�7+�����¶

�N���í�+�*������  ®#ì������¨© ï@�� ��l�¨�9�N�*�����+�A§��=�¨©³ð ¡ ) � ���#� �#�(+��#�;�R�
� §;�#� �R� ����©ª���R�
�
�¨©��;�*�������=�¨�¥¤¸�2���*�*�4¤¹î

¬,⇒, ∀
±����_�A�9�N�*���6�+� �U���N�(���+®��¹î

• α ∨ β ≡ ¬α ⇒ β

• α ∧ β ≡ ¬(α ⇒ ¬β)

• α ⇔ β ≡ (α ⇒ β) ∧ (β ⇒ α) ≡ ¬((α⇒ β) ⇒ ¬(β ⇒ α))

• (∃x)P (x) ≡ ¬((∀x)¬P (x))

Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�Ó�� Ô������T� ÿ.�xÿ��-�T���d�.�L��
�ÿ��¸�c� �
α

Ë ÀRÊ D Þ¬À È±D ½#À�¿ Ú (D,m)
è ç Û ÊUÃ×¾ D� Û ÊUÃ×¾ Û ÊlÃ Ë Àf�nÂR¾\F å Ë Ã×¾0½ Ç F å;DAÈ Ê Ù ÃÜ¼6¿B¾ È�è ÊRÀ Ý m å À à ß�C Ç¨Ë à Á.Â*ßv½�¿2Ê D ½#¼�¿NÊ�ß Û6à ¼�Þ Ç Â*ß=ÁBßÞ¬À�¿ å ¼ Ý�G F å À�ë DAÈ�è F DAÈ Ù ¼AÉ�¼ È C Ç�Ë à Á D Â Ë�DAÈ Ã²½(¿2¾ Û D à À å ¼�Þ DAÈ Þ D F å Ú ½ Ç Â*ß=Á DAÈ Þ

α
è

ã�¾��

• à ÀRã�¾ È�Ç F DAÈ Ù ¼AÉ�¼�Þ²Ã�F å À�ë�¾@Â�Ã Û D Þ²Ã Û Ç ëD¼�Þ�¾@Â~ÂR¾\F å ½(¿NÊ D ½#¼�¿NÊ�ß Û6à ¼6Þ¬À Ë�D ¾�É�¾ È ¾ Ë(å
Ê Ù ÃÜ¼6¿ Ç D

è
• à ÀRã Û ¾ ÈqÇ Ë ¼$À6¿ ç Ç¨È ¾ Ë(å ¼�Þ�¾ ÈqÇ F DAÈ Ù ¼ É�¼6Þ²ÃØC Ç�Ë à Á D Â Ë ¾ È�Ç

fn
½(¿NÊ D ½#¼�¿2ÊRß Û �

à ¼�Þ¬À Ë ¾bÂR¾\F å ¼ Û Þ÷Ê�¼6¿2¼6Þ¬À Ë Ã×¾vÊ
Dn

Þ
D
è

• à ÀRã Û ¾ ÈqÇµË ¼$À�¿ ç Ç�È ¾ Ë(å ¼6Þ�¾ ÈqÇ F DAÈ Ù ¼AÉ�¼�Þ²Ã¹½(¿2¾ Û D à À å ¼�Þ�¾ È�Ç
P n

½(¿NÊ D ½#¼�¿2ÊRß Û �
à ¼�Þ¬À Ë ¾bÂR¾\F å ¼ Û Þ÷Ê�¼6¿2¼6Þ¬À Ë Ã×¾vÊ

Dn
�
{0, 1}

• à ÀRã Û ¾ ÈqÇ F D È Ù ¼AÉ�¼�Þ²Ã�F å ÀRë9¾æÂvÊ Û À Ë ÃÜ¼�Þ�¾@Â�ÂR¾fF å ½(¿NÊ D ½#¼�¿NÊ�ß Û6à ¼6Þ¬À Ë�D ¾�É;¾ È ¾ Ë�å Ê�¾
Ê Ù ÃÜ¼6¿ Ç {0, 1}

Þ¬À�¿ å ¼ Ý ÁlÃôÉ�¼ ç ÃÜÁBÊ ËªD Á¥Ø á

û ���*�¥¤ AS(I)
�(�*�¨�R���¦�*�����=�9�*© �t�+�l�¨�9�2�$�;�¥¤]�
� �D�N�=�N�������
��#e�*©��;�*�#�=�¨�¥¤f� �;�=�N�*�D¶

�#�9�l�B� ���9�
I = (D, m)

�N�Z�*�_�A���l�º�n�+�l�¨�9�2�$�;�¥¤X�.�#��� �9�9�
v
���$�9�*�N§;���=�¨�¥¤Å�_�³�*�#�;���9���

�.�#��� �9�9� ���#�¨�$�t���#� ìF�R���¨�4¤Z�2� �$�;�¥¤ ±#«��
v(xk) ∈ D ¡

Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�Ó��g� � ��ÿu�T
 �-��� � ÿ��¸� Û É�À Ç F å À É�¼ Ë ¾@Â\Ã Ë(å ¾¥¿0½(¿2¾ å À=Á@Â¥Ã
I = (D,m)

¼�¿NÀRÊ
Þ¬À�¿ å ¼ Ý ÁUÃÜ¼�Þ¬À Ë ÃÜÀ v ∈ AS(I)

¼ à ¿B¾ Ý É�À¨F4Ã Ú Ë À�F å Ú ½ Ç Â*ß=ÁB¼$�

' �



• WartI,v(xk) = v(xk)

• WartI,v(f
0
k ) = m(f 0

k )

• WartI,v(f
n
k (t1, . . . , tn)) = m(fn

k )(WartI,v(t1), . . . ,WartI,v(tn))

Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�Ó��1> � ��ÿu�T
 �-� ��
�ÿ��¸�c� � �	�T
��¬
��1��� Û É´À Û À Ë ¾@ÂµÃ Ë(å ¾U¿ ½(¿2¾ å À�Á.Â¥Ã
I =

(D,m)
¼6¿2À*Ê�Þ�À6¿ å ¼ Ý ÁlÃÜ¼�Þ¬À Ë ÃÜÀ v ∈ AS(I)

¼ à ¿B¾ Ý É´ÀØF¥Ã Ú Ë À�F å Ú ½ Ç Â*ß=ÁB¼$�

• WartI,v(P
0
k ) = m(P 0

k )

• WartI,v(P
n
k (t1, . . . , tn)) = m(P n

k )(WartI,v(t1), . . . ,WartI,v(tn))

û ���*�¥¤ ASx
v (I)

��§��ü�
�A���N���N�*�����
�A�����
v ∈ AS(I)

�=�+�A���R©����*���#�9�P�;�����$�n�;���¨�����9�
x
±

���*�#�*���~�*�������9�*© �t�+�l�¨�9�2�$���4¤¸�
�A���N���N���;���°��#
v

′ �B�A�$�;�¥¤¹±¨«*�~��§����¨������§��¨�+� �*©��;�*�#�#�9�
�;�����$�n�;���¨�����9�

y
�9®�«*�¨�+�(���

x
�R�A�¥¤¨���#�*�

v
′

(y) = v(y) ¡öa ���*��� �l�l�=±��
�A���N���N���;���°� �#�F��
ASx

v (I)
©ª�  
�\�9®�«*�#��­~�N�;�����R���¨�����~�
�A���N���N���F�A©�� �#§F���*©��;�*�#�#�9�

x ¡
Ì¦Í
ÎxÏPÐ@Ñ4Ò�Ó��g� � ��ÿu�T
 �-�×�$
_ÿ��¸�c� � ���Ñ
v�7
������µÊ�ÀAÉ;¾Bã D Þ D ëDß=ÁBÊ Ë Ã×¾e¼ Û Þ¬À�¿ å ¼ Ý ÁlÃF DAÈ Ù ¼AÉ?Ã²Þ D F å Ú ½ Ç Â*ß=Á D ÁUØ�Þ å ¾æÂuC�¼�¿ È�Ç É�¾��

WartI,v(¬α) =

{

1,
ÂR¾ Ý É?Ã WartI,v(α) = 0

0,
Þ ½�¿2Ê�¾BÁUÃæÞ Ë�DAÈ ½(¿NÊ D ½#À Û6à Ç

WartI,v(α ⇒ β) =

{

0,
ÂR¾ Ý É?Ã WartI,v(α) = 1

Ã
WartI,v(β) = 0

1,
Þ ½(¿NÊ6¾2ÁlÃæÞ Ë�DAÈ ½�¿2Ê D ½#À Û�à Ç

WartI,v((∀x)α) =

{

1,
ÂR¾ Ý É?Ã WartI,v

′ (α) = 1 Û É�À à ÀRã Û ¾ ç ¼ v′

∈ ASx
v (I)

0,
Þ ½(¿NÊ6¾2ÁlÃæÞ Ë�DAÈ ½�¿2Ê D ½�À Û6à Ç

å t0Ó@[*Ï�:@¹RÑ�Ð"p :�3W8srut
• M �=�+©�� ìM�

α
���*�9�n�N�(�AìF�����=���{�#�9�l�¦���=�+�R�9���9�l�B�A���9�

I
�=�+�A���
�A���N���N���;�R�
� �#���

v ∈
AS(I)

���+�R���Z� �0�¨§;� �q�
�N�*�¨�=±# ��¨�
WartI,v(α) = 1 ¡

' ¶



• M �=�+©�� ìM�
α

���R�9�����N���n�¨�R�´�
�^���9�l�&�;�=�N�*�+�#�9�l�B� ���9�
I

���N�*��� �ú�0�¨§;� �]�
�N�*�¨�=±
 ��¨�

WartI,v(α) = 1
��§��¸����«*�#�� ��ª�
�A���N���N���;�R�
� �#�F�

v ∈ AS(I) ¡ Q ®��t�;©\�
�¬®��°�l�R� ��±�«*�

I
�N�(�AìF�����

α
±#�N�*� ¡ I ���*�9��©ª���#�*§��R© �#§F�

α ¡
• M �=�+©�� ìM�

α
���R�9� �N���AìM�#�F�A§;�_�°�
�N�*�¨��� �0�¨§;� �
���+�R���=±� ��¨�~�;�9�2�����9���b�2� ���
���=�+�R�9���9�U¶

�2� ���+�
I

�=�+�A�v�
�A���N���N���;���°� �#�;�
v ∈ AS(I)

±(�#�9�l���=�N®=�D�¨�¥¤��
�A���N���N­��@�=�+©�� ì;�
α

�
�¨�#���N� � ¡
• M �=�+©�� ìM�

α
���*�9�q���N�*�t�#�*�´�
�£ï ���*�9�q�B�A�¨�N��§;�  ��F�=ð��
�N�*�¨�z���0�¨§��A�»���N�*���
±b =���

�6�A«*�_�����=�N�*�+�#�9�l�B�A�9�+�
I

�N���AìM�#�F�
α ¡

• M �=�+©�� ìM�
α

���*�9�¨�O� §;�9�7+��A���
�A§����ñ�
�N�*�¨�&�t�0�¨§;� � �
�N�*�¨�=±� ��¨�����9�N�����+���º�B�A���
�;�=�N�*�+�#�9�l�B� ���+�

I
�=�N���q�
�A���N���N���;���°� �#�;�

v ∈ AS(I)
±����9�l�Å�=�+®=���¨�4¤ñ�
�A���N���N­

�@���+©�� ì��
α

���¨�¨�=�N�¡
 ¡
• M �=�+©�� ìM�

α
���*�9�`�O��ìF�+���$�°���#�9�l� ���=�N�*�+�#�9�l�B�A�9�9�

I
���+�R��� ���0�¨§;� �j�
�N�*�¨�=±

WartI,v(α) = 0
�#§F�q����«*�#��  ���
�A���N���N�*�����
�A�����

v ∈ AS(I) ¡
• M �=�+©�� ìM�

α
���*�9���O�$ìM�+�l�$�
�¬���N�*�������0�¨§��A�°���N�*���
±� ��¨���@���+©��Æìæ�

α
���*�9���O�$ìM�+�l�$�
�

�#�9�l�Z����«*�#�9�����=�N�*�+�#�9�l�B�A�9�9�
I ¡

¢t£_¤8¥§¦�¨ª©K«?¬
d � �l�
��«R©��{�R��� �#�;��î

(x1 + 5 < x2) ⇒ (2 < x1)
±# ��#�*���

x1, x2 ∈ N

�����R�9�����q���_�����¦����®��¥¤»�*©��;�*�#�=�¨�¥¤��;�����$�n�;���¨�����¨�4¤
x1

�
x2

±��=�+®=���¨�4¤Å�#�*�;�*�¨�R�;�_�
D

�2�q§��;�l�R�=�¸�����2�#�N�A§��¨�
N ¡®­ �;�l�R�=� 5

�
2
�2���9�B�$ì��¨©�� �;�����$�n�;���¨���
�¨©{� ¡÷¢ �¨�9�N�*�#��¶

�+�A�*�¸�2�¯�����R�+� ���+���#�����*�
�A�����Z©�� «��������9�B� ­����9���*���9�B���n���=���¸� �(���9�B�A���e�.�#��� ���9�x�
���*���=�¨© �A�9 ���©ª�*�����;�

g : N → N
±������¨�N��«��*�������������l�N�~�_�*�t�F�A�2�A©{�(���A�2�N�A�=�2�����*©\�

�+�A� ���#�9�*�¨�¨���6�0�Z���n��� �9 ���©ª�*�=�N���¬�
P< ¡ ) � ©{���@���+©�� ìæ�

α
���������t��� ���6�+�A�R���+�R©��

�*�_�A���;�¦���9�l�¨�#�;�*�N�\�
�N�*�¨�Z�(���9�B�A­ î
α(x1, x2) = (P<(f+5(x1), x2) ⇒ P<(2, x1))

±# =�¨�*�;�
x1, x2 ∈ N

�#�9�l� ���l�¨© �;�=�N�*�+�#�9�l�B� ���+�
I

�9�¨©����=§;�»�.����� �U���9�#��  �
f+5

�(�*�¨�R�����#�9�l�¨�(���9�R�A��¶
�A���
�$�
��ìM�q©��������t�����9���
�A�����

g
î

'\&



m(f+5) = g
 ��#�*�;�

g : N × N → N
�
g(x) = x+ 5

�q�9�¨©��(��§����n� ���9�*���¨�����+�����*©��
P<

���¨�����=�����
�A�����
h
î

m(P<) = h
 ��#�*���

h : N × N → N
���*�9�
�R� ��� �¨�~�����=�9�*©ºî

h(x1, x2) =

{

1
 ��¨�

x1 < x2

0
 ��¨�

¬(x1 < x2)Ý�� ���=�9�2�6�����R�6�N�*© ���*�+�*�l�����
���*�_�A�l���¨­��
�A���N���N�*�����
�A��������§��¸�*©{���*���=�¨�4¤����#�¨�$�t���$¶
�¨�����¨�4¤

x1, x2 ¡»û �;�*�¥¤¯���6�N�*©
v1 ∈ AS(I)

�(�*�¨�R���{�R�¨�(+��������
�A�#�¸�_�A�9�N�*���6�+� �l��î
v1(x1) = 3

�=�N���
v1(x2) = 10 ¡ Ýx�9�l���B�A�$��© �
� �D�N�=�N�������
�A���;���*©{���*���=�¨�4¤

x1, x2©{�A©\� ý
WartI,v1

(P<(f+5(x1), x2)) = m(P<)(WartI,v1
(f+5(x1)),WartI,v1

(x2)) =

= h(m(f+5)(WartI,v1
(x1)),WartI,v1

(x2)) = h(g(v1(x1)), v1(x2)) =
h(g(3), 10) = h(8, 10) = 1�R�6�N�*© �
� �D�N�=�N�������
�A�����Z�����*���t�+�*��  �ñ�#«l�$�N�� ��Å� �@�=�+©���§��Z�����R���¨���6�2�Å���*�9���9®��t�#�
1 | �+�R� ¡ �������z�B�A�$�;�9�q�;�=�N�*�+���9�l�B�A���9�����N���º�
�A���N���N���;�R�
� �#���»���R�9�{�������+�*�n�¨�*���
� ¡Ý����¨�=�#�����]©ª��«*���e���=�6�A�R�A­�±ü«*�

WartI,v1
(P<(2, x1)) = 1

�z� �A�=�#�+�*�=���*�����9�
�
�A���N���N���;�R�
� �#�;�¸�*��ì��9���@���+©�� ì��

WartI,v1
(α) = 1 ¡ h �*�_�A�l���Z�N��±}«���C�¼�¿ ÈqÇ ë�À

αÂR¾fF å F ½_¾Bë Ë ÃÜ¼ Ë À�½(¿NÊ D Ã Ë�å ¾U¿ ½(¿2¾ å À=Á.Â¥Ã
I

¼�¿NÀRÊ�Þ¬À�¿ å ¼ Ý ÁlÃÜ¼6Þ¬À Ë Ã Ç v1
±��0�¨© �2� ©��¨© ���*�9�

�@���+©��Æìæ�¤F ½�¾4ë Ë ÃÜÀ É Ë ß ¡¯¹�6�D�¬�ª���=�����R� ­ ±$«����#�;�����R�9�"�@���+©�� ìæ�n½(¿NÀ�Þ Û ÊlÃæÞ¬ß ¡b¢ �¨�9�B�A�+�l�l�=±¨�9� �l�
��«��¨­ú�
�A���N����¶
�������
�A�����=î

v2(x1) = 1
±
v2(x2) = 10 ¡

¢t£_¤8¥§¦�¨ª©K«?¬
d � �l�
��«R©��¸�¨�t�;���_�A�9�N�*�����+�A�l�ÿ�@���+©��Æì��¸�*©{���*���=�¨�4¤

m,n ∈ N
±

���
∀m (∃n (n > 2m))

¶��
∃m (∀n (n > 2m))

h �#�;���*©{���*���¨�
m,n

±��&�=�#�ª�0�¨�4¤Ø�@���+©�� ìæ�A�¥¤��2�~�*©{���*���=�¨©������t���A�R�A�=�¨©{�$�O� ¡ �*�_��¶�9�#���+���N�������R� �N���� =�q�=�°� �=�0�7+��6���N���9®�� ¡�Q � «*�_���������A�R�A­ ± «��t�#�;�*���t�+�R�~�#�9���R�#�9�B�*�°¶
���=���_�@���+©��Æìæ�ª���*�9�����N���n�¨�R�´�
�º�.� ¡ �#§F�µ�¨������§��¨�9���
�A���N���N���

m
©ª��«��*©\�µ�B� �¯�#��¶

�#�N� ­
n
�A�=�

n > 2m
�=�(ìæ�\���N���n�¨�R�´�
� ¡�� �+�¨ 
���@�=�9©�� ìM�v�_�6�N�=©���� �9�����*�9�Ç�O��ìF�+�l�$�
�#±

' j



�����������°�A«b�����*���N���n�¨�R�´�
�P���*�9���@�=�9©�� ìM�
∀n(n > 2m)
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• ∀x ∀y p(x, y) ⇔ ∀y ∀x p(x, y)

• ∃x ∃y p(x, y) ⇔ ∃y ∃x p(x, y)

• ∃x ∀y p(x, y) ⇔ ∀y∃x p(x, y)

• ∀x p(x) ⇒ ∃x p(x)
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• ¬∀x p(x) ⇔ ∃x (¬p(x))

• ¬∃x p(x) ⇔ ∀x (¬p(x))

• ∀x p(x) ⇔ ¬∃x (¬p(x))

• ∃x p(x) ⇔ ¬∀x (¬p(x))
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