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Elementy matematyki dyskretnej

wyklady cz. 1



Czym jest matematyka dyskretna?

Matematyka dyskretna to zbiorcza nazwa wszystkich dziatow matematyks,
ktore zagmujg sie badaniem struktur niecigglych, to znaczy zawierajgcych
zbiory co najwyzej przeliczalne (czyli wtasnie dyskretne).

(Zrodto: Wikipedia, hitp://pl.wikipedia.org).
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Zbiory

Pojecie zbioru

Pojecie zbioru jest powszechnie stosowane w matematyce i w jezyku codzien-
nym. Przyjmuje sie, ze pojecia zbioru nie definiuje si¢ (pojecie pierwotne).
Intuicyjnie, oznacza ono zestaw lub kolekcje pewnych elementow. Zwykle
przyjmuje sie, ze sg to elementy podobne, jednakowego typu. Jednak znane
sg proby definicji tego pojecia, np.

Definicja 1 Przez zbior rozumiemy ztgczenie M okreslonych rozroznial-
nych obiektow naszego doSwiadczenia poglgdowego lub naszej wyobraini w
jedng catosé (Georg Cantor, 1845-1918 ).

Te rozréznialne obiekty nazywamy wtasnie elementami zbioru M. Stosowana
jest nastepujaca notacja:

e m € M: obiekt (element) m nalezy do zbioru M,
e m & M: obiekt (element) m nie nalezy do zbioru M,

o M = {my,my,...,my}: zbior M sklada sie (tylko i wylacznie) z ele-
mentow mq, Mo, . .., My,

o M ={m € U : ¢(m)}: zbior M sktada sie (tylko i wylacznie z tych
elementéw zbioru U (universum), ktore spetniaja warunek (logiczny)
zdefiniowany formutg ¢(m).

Kolejno$é elementow w zbiorze nie jest istotna. Kazdy element zbioru moze
wystapi¢ w nim tylko raz. Zbiory moga by¢ skoriczone (k-elementowe, k& > 0)
lub nieskonczone.

Liczbe elementow zbioru M oznaczamy przez ||M]||, card(M), lub # M.



Zbiory

Definiowanie zbioréw

Zbiory moga by¢ definiowane w nastepujacy sposob:

e ekstensjonalnie, tzn. poprzez wyliczenie wszystkich elementow,
np. {pon.,wt., §r.,czw., pt., so.,niedz.}, {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, lub
{a,b,c,...,x,y,z}, {1,2,3,...}, {1,3,5,7,11,13,17, .. .},

e intensjonalnie, tzn. poprzez zdefiniowanie wtasnosci elementéw, na-

jezesciej z pewnego uniwersum (tzn. zadanie dziedziny i warunku), np.
{n € N :2|n},

o rekurencyjnie, tzn. poprzez zdefiniowanie pewnego elementu (elemen-
tow) bazowego i reguly produkeji, np. 1 =1, 29 =1, z; = 2,1 + T2
dla i > 3,

e za pomocy operacji algebry zbioréw (zadawanie wtorne),
e za pomocy operacji logicznych (zadawanie wtorne),

e domyslnie.

Operacje algebry zbioréow

Dwa zbiory X i Y sg rowne X =Y, wtw. gdy kazdy element X nalezy do
Y ina odwr6t. Zbior X jest podzbiorem (wlasciwym) zbioru YV wtw. kazdy
element X nalezy do zbioru Y, co notujemy X C V(X C Y gdy X #Y).
Suma zbioréw: X UY ={z:ze€ X Vz e Y},

Iloczyn (przeciecie zbioréow: X NY ={z:z € X ANz € Y},

Réznica zbioréow: X \Y ={z:2 € X A—x €Y},

Dopelnienie zbioru X (do uniwersum U): X =U \ X.

Zbior pusty oznaczamy przez (). Zbiér wszystkich podzbioréw U przez 2V.
Zwiazki pomiedzy zbiorami wygodnie jest przedstawia¢ za pomocy tzw. di-
agramOw Venna.



Zbiory

Wybrane zbiory liczbowe
e N=1{0,1,2,3,4,5,6,7,...} — zbior liczb naturalnych,
e P={1,2,3,4,5,6,7,...} — zbior liczb catkowitych dodatnich,
e Z=1{0,1,—1,2,-2,3,—3,...} — zbior liczb calkowitych,
e Q={m/n: me€Z,n e Z} — zbior liczb wymiernych,

e R — zbidr liczb wymiernych,

Zachodzi:
PCcNCZcQcR

25 — Zbior wszystkich podzbioréw zbioru S (zbiér potegowy).

card(2%) = 2" gdzie n = card(S)

Przedzialy

o [a,b] ={z € R: a < x < b} — przedzial obustronnie domkniety,
e (a,b) ={r € R: a < x < b} — przedzial obustronnie otwarty,

e (a,b] = {z € R: a < z < b} — przedzial lewostronnie otwarty i
prawostronnie domkniety,

o [a,0) ={zr € R: a < x < b} — przedzial lewostronnie domkniety i
prawostronnie otwarty.



Zbiory

Prawa algebry zbioréow

e XUY =Y UX - przemienno$¢ sumy,

e XNY =Y NX - przemiennos$¢ iloczynu,

e (XUY)UZ=XU(YUZ) - lacznos¢ sumy,

e (XNY)NZ=XnN(YNZ) - ltacznosé iloczynu,

e XU(YNZ)=(XUY)N(XUZ) = - rozdzielnos¢ sumy wzgledem
iloczynu,

e XNYUZ)=(XNY)U(XNZ) - rozdzielnosé iloczynu wzgledem
sumy,

e XUX =X, XNX =X -idempotentnosc,
e XUD =X, XNU = X - identycznos¢; element neutralny,
e XUU =U, X N0 =0 - identycznos¢; element przeciwny,

e X =X - prawo podwojnego dopelnienia,

e XUX=U,XNX =0,
e U=0,0=U,
e XUY = XNY - prawo De morgana dla dopelnienia sumy,
e XNY =XUY,  prawa De Morgana dla dopetnienia iloczynu.



Zbiory z powtérzeniami

Zbiory 7z powtoérzeniami to zbiory w ktorych identyczne elementy moga wys-
tepowaé wielokrotnie; inne stosowane nazwy to multizbiory lub wielozbiory.

Definicja 2 Zbiorem z powtorzeniami M okreslonym nad pewnym zbiorem
U nazywamy dowolny zbidr par {(ry(u),u) : uw € U,ry(u) € N U{0}},
gdzie ryy jest funkcjg typu ray : U — N U {0}.

Wielozbiory zapisywane sa w postaci M = > ry(u) * u lub jako zbiory par

postaci M = {(ra(u1),uw1), (rar(us), u2), ..., (ras(ug), ug)} (dla ra(u) #
0). Liczbe ry(u) nazywa sie krotnoscig elementu u w wielozbiorze M lub
wspotczynnikiem repetycji. Suma zbioréw (teoriomnogosciowa):

M, U My = Zmax(er(u),er(u)) * U
uelU
Przeciecie (iloczyn teoriomnogosciowy):

MyN M, = Zmin(er(u),er(u)) * U

uelU
Réznica zbioréw:
M\ My =Y maz((ra, (u) — rag,(u)),0) * u
uel
Dodawanie (suma arytmetyczna):
My + My = Z(er(u) + 7o (u)) *u
uelU
Mnozenie skalarne:
k-M:Z(k-rM(u))*u
uel

Zawieranie:

My C My wtw. Yu € U 7y, (u) < rp(u)
Ro6wnosé:

My = My wtw. Yu € U 1y, (u) = rag,(u).



Relacje

Pojecie relacji

Pojecie realacji jest stosowane zaréwno w jezyku potocznym jak i w naukach
Scistych. Intuicyjnie, relacja oznacza pewien zwiazek zachodzacy pomiedzy
dwoma, lub wiecej elementami, inaczej — pewng wlasnos$¢ spelniang przez
te elementy. Przykladami tak rozumianej relacji moga by¢ szeroko po-
jmowane zwiazki rodzinne (relacje rodzinne, relacje pokrewieristwa), za-
leznosci stuzbowe (relacje przetozony — podwtadny), stosunki pomiedzy
panstwami (relacje miedzypanstwowe), itp. Relacje takie okreslane sg
poprzez nazwe kryjaca pewne znaczenie, okreslajaca rodzaj zwigzku, a odnos-
zong do elementow spelniajacych ta relacje (najczesciej dwoch).

Przyktady relacji rozumianej jako zwiagzek lub wlasnosé¢ zawarte s np. w
nastepujacych stwierdzeniach:

Jest pieknie.

Adam ma brata.

Jan jest bratem Adama.

Jan jest $rednim bratem Adama i Karola.

Powyzsze wlasno$ci stanowig przyktady relacji zero-, jedno-, dwu- oraz trz-
yargumentowych; nazwe realacji wyrozniono kursywa, imiona braci stanowig
argumenty relacji. Tak rozumiane relacje mozna definiowaé¢ na dwa podsta-
wowe sposoby: ekstensjonalnie, tzn. poprzez wyliczenie wszystkich krotek
(k-elementowych ciagoéw) tworzacych ta relacje oraz intensjonalnie, tzn.
poprzez podanie warunku ktory muszg spetniaé elementy relacji, zazwyczaj
podajac rownoczesnie uniwersum.

W istocie, relacja moze mie¢ dowolng catkowita, nieujemng liczbe argumen-
tow. Relacjami najczesciej rozwazanymi w matematyce sg relacje dwuargu-
mentowe (dwuczlonowe) stanowiace klase relacji dla ktorych zedifiniowano
szereg istotnych wtasnosci i znajdujacych szerokie zastosowanie.



Relacje dwuargumentowe

Iloczyn kartezjarski dwéch zbioréw

Definicja 3 Iloczynem kartezjariskim X x 'Y (dowolnych) zbioréw X oraz
Y nazywamy zbior wszystkich par postaci (x,y), takich ze x € X iy € Y;
formalnie

XxY=A{(z,y) :ze X ANyeY}

Liczba elementow skoriczonego iloczynu kartezjanskiego wynosi || X|| - ||Y]|-

Przyktad
Niech X = {1, 29, 23,24} a Y = {y1, 10, y3}. lloczyn kartezjaniski X x Y =

{(xla y1)7 (xla y?)a (xlv y3)7 (213'2, y1)7 (513'2, y2)7 (213'2, y3)7 (513'3, y1)7 (213'3, y2)7 (513'3, y3)7
(x4, 91), (T4,Y2), (4, y3)} ma 12 elementow.

Praktyczne znaczenie iloczynu kartezjankiego: zawiera on wszystkie mozliwe
potaczenia elementow pierwszego zbioru z elementami drugiego zbioru.

Definicja relacji dwuargumentowej

Ponizej przedstawiono definicje pojecia relacji dwuargumentowej. Relacja
taka nazywana jest rowniez relacjg binarng lub relacjg dwucztonows.

Definicja 4 Niech X oraz Y bedg dowolnymi zbiorami. Relacjg binarng
nazywamy kazdy zbior R bedgcy podzbiorem iloczynu kartezjaniskiego tych
zbtorow.

RcXxY

Skoriczone relacje binarne wygodnie jest przedstawia¢é w postaci tablic
dwuwymiarowych (macierzy), grafow lub tablic dwukolumnowych.



Relacje dwuargumentowe

Struktura, definiowanie, notacja

Relacja dwuargumentowa jest zbiorem par elementéow, takich, ze pierwszy
element nalezy do zbioru X a drugi do zbioru Y. Elementy relacji posiadaja
zatem pewng strukture — w przypadku relacji binarnej sg ciggams o dlugosci
2. Powyzsza definicja ma charakter ekstensjonalny. Iloczyn kartezjanski
X XY tworzy pewne uniwersum. Relacje R mozna tez zadac¢ intensjonalnie
(w tym uniwersum) poprzez zdefiniowanie funkcji charakterystycznej relacji
lub formuty logicznej definiujacej wlasnosé elementéw relacji. Stosowana
notacja:

e (x,y) € R (para (z,y) nalezy do relacji R),
e xRy (x spekia relacje R z y; tzw. notacja infiksowa),

e R(x,y) (zachodzi relacja R od z, y; tzw. notacja prefiksowa).
Dziedzina i przeciwdziedzina relacji

Definicja 5 Zbior
D(R) ={z: 3y (z,y) € R}

nazywany jest dziedzing relacyi R, a zbior
D'(R) ={y: 3z (z,y) € R}
nazywany jest przeciwdziedzing relacy R.

Dla dowolnej relacji R C X X Y zachodzi wlasnos¢ R C D(R) x D'(R) oraz
D(R) C X i D/'(R) CY. Jezeli zatem zbiory X oraz Y nie sa zadane jawnie,
to mozna przyja¢, ze uniwersum dla relacji R (zadawane]j intensjonalnie)
stanowi zbior D(R) x D'(R). Ma to istotne znaczenie praktyczne, np. dla
zapewnienia mozliwosci konstruktywnego wyznaczenia dopelnienia relacji.
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Projekcja 1 rozszerzenie cylindryczne

Ze wzgledu na strukture elementow (w postaci par) dla relacji definiuje sie
pewne specyficzne operacje wykraczajace poza klasyczna algebre zbiorow.

Definicja 6 Niech R C X x Y bedzie dowolng relacjg. Rzutem (projekcjg)
relacji mx(R) na zbior X (analogicznie wy (R) na zbior Y ) nazywamy zbior

nx(R) ={x: 3y (z,y) € R}

oraz analogicznie
y(R) ={y: 3z (z,y) € R}.

Latwo zauwazy¢, ze w przypadku relacji dwuargumentowej mx(R) = D(R),
a my(R) = D'(R). Zamiast mx(R) mozna tez pisa¢ m1(R) (rzut na pierwsza
sktadowa), a zamiast 7y (R) mozna pisa¢ mo(R) (rzut na druga skltadowa).
Operacja projekcji na wybrang sktadowa pozwala uzyskaé specyfikacje zbioru
elementéw wchodzacych w relacje zwigzanych z tg sktadowa; powoduje ona
utrate informacji o powigzaniach z elementami drugiego zbioru; nie jest zatem
operacja odwracalna. Mozna jednak zdefiniowa¢ pewna operacje pozwalajaca
uzyskaé pokrycie wszystkich mozliwych relacji, ktére mogtyby po projekcji na
dang sktadowa daé¢ wynik identyczny z otrzymanym.

Definicja 7 Niech R C X X Y bedzie dowolng relacjg, wx(R) jej rzutem
(projekcig) na zbior X, a my(R) rzutem na zbior Y. Rozszerzeniem
cylindrycznym rzutu wx(R) (odpowiednio rzutu wy (R)) relacji R nazywamy
relacje p(mx(R)) (odpowiednio p(my (R))) okreslong jako

p(rx(R)) ={(x,y) e X xY :x € nx(R)}
oraz odpowiednio
p(ry(R)) ={(z,y) € X xY :y € my(R)}

tzn. rozszerzenie cylindryczne jest najwieksza relacjg zdefintowang w X XY,
ktora w wyniku projekcji na pierwszq sktadowq daje wx (R) (odpowiednio, na
drugq sktadowq daje my (R)).

Mozna zauwazy¢, ze p(mx(R)) = mx(R) x Y oraz p(my(R)) = X X my(R).
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Obciecie, dopelnienie 1 domkniecie
Definicja 8 Niech R bedzie dowolng relacjg a U oraz V' pewnymi zbiorama.
Lewostronnym obcieciem relacyi R do zbioru U nazywamy zbidr

UR={(x,y): (x,y) € RNz € U}.
Prawostronnym obcieciem relacji R do zbioru V' nazywamy zbior
RV ={(z,y): (z,y) e RNy € V}.
Obustronnym obcieciem relacyi R do pary zbiorow U oraz V' nazywamy zbior

UlR|V ={(z,y) : (z,y) e RANx e UANy eV}

Operacje obciecia petnig role ,filtrow” — poprzez odpowiedni dobér zbioréw
U oraz V z relacji R mozna otrzymaé pewien interesujacy nas podzbior.

Definicja 9 Niech R C X XY bedzie dowolng relacjg. Dopetnieniem relacyi
R nazywamy relacje R = (X x Y) \ R.

Dopetnienie relacji stanowi jej uzupelnienie do pelnego iloczynu kartez-
janskiego. Jezeli X, Y nie sa zadane jawnie, to dopelnienie mozna zdefin-
iowaé jako R = (D(R) x D'(R)) \ R.

Czesto celowe jest uzupelnienie zadanej reacji o pewne elementy, tak aby
uzyskaé¢ pozadane jej wlasnosci, takie jak symetrie lub przechodniosé.

Definicja 10 Niech R C X x X bedzie dowolng relacjg. Domknieciem
symetrycznym relacji R nazywamy relacje R° = RU {(y,z) : (x,y) € R}.

Definicja 11 Niech R C X x X bedzie relacjg. Domknieciem przechodnim
relacji R nazywamy relacje R* bedgcg najmniejszym zbiorem takim, Ze:

e RC R¥,
o jezeli (v,y) € R* oraz (y,2) € R*) to takze (z,z) € R*.

Powyzsza definicja ma charakter rekurencyjny. Domkniecie tranzytywne
relacji otrzymuje sie jako punkt staty operacji dotaczania) par spelniajacych
warunki defincji.
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Obraz zbioru i zlozenie relacji

Relacja dwuargumentowa moze byé traktowana jako pewnego rodzaju
przyporzadkowanie — elementom dziedziny przypisane sa elementy przeci-
wdziedziny; zatem relacja moze postuzyé do konstrukcji zbioru elementéow
przypisanych pewnemu podzbiorowi jej dziedziny.

Definicja 12 Niech R bedzie dowolng relacjg, a U pewnym zbiorem.
Obrazem zbioru U poprzez relacje R nazywamy zbior

RxU={y:3x €U (x,y) € R}.

Zamiast R x U stosowany réwniez bywa zapis R(U). Obrazem dziedziny
relacji poprzez tg relacje jest jej przeciwdziedzina. Analogicznie definiuje sie
przeciwobraz zbioru V' poprzez relacje R.

Poniewaz relacje moga by¢ interpretowane jako odwzorowania, mozna zdefin-
iowaé ztozenie relacji ktore odpowiada pojeciu ztozenia odwzorowari.

Definicja 13 Niech R C X XY oraz S C U XV bedg dowolnyma relacjamia.
Ztozeniem relacji R oraz S nazywamy relacje

SoR={(z,v):FyeYNU A (z,y) € RA(y,v) € S}.

Potega relacji: R' = R, R"*' = R" o R. Zlozenie relacji zawsze istnieje;
moze ono byé zbiorem pustym (jezeli Y NU = (). Zlozenie relacji jest
laczne, ale nie jest przemienne. Operacja sktadania relacji pozwala laczyé
informacje zawarta w dwoch relacjach poprzez utworzenie (wychwycenie)
zwigzku pomiedzy elementami skrajnymi relacji R i S przez wspolny ele-
ment wewnetrzny y. Ztozenie relacji skoniczonych mozna otrzymaé poprzez
zestawienie elementow relacji R 1 S, kazdy z kazdym, przy czym dla kazde;
pary elementéw tych relacji majacych zgodny element taczacy y tworzony
jest element relacji wynikowej; pary elementow relacji nie dajace sie potaczyé
nalezy pomina¢.

Przyklad Rozwazmy relacje R = {(a,b),(a,c),(b,a),(b,d),(c,d)} oraz
relacje S = {(b,a), (b,e),(c, f)}. Zlozeniem relacji R oraz S jest relacja
SoR={(a,a),(a,e),(a,f),}
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Wilasnosci relacji dwuargumentowych

Relacje dwuargumentowe mogg posiadaé szereg interesujacych wtasnosci
nadajacych im pewnego rodzaju regularnos$é. Bedziemy rozwazaé relacje
okreslone w pewnym zbiorze X (typu R C X x X).

Definicja 14 Relacje R C X x X nazywamy zwrotng jezeli spetnia ona
nastepujgcy warunek
Vee X (z,z) € R (1)

Definicja 15 Relacje R C X x X nazywamy przeciwzwrotng jezeli spetnia
ona nastepujgcy warunek

Vee X (z,z) € R (2)

Definicja 16 Relacje R C X x X nazywamy symetryczng jezeli spetnia ona
nastepujgcy warunek

Ve,y e X (x,y) € R= (y,x) € R (3)

Definicja 17 Relacje R C X x X nazywamy asymetryczng lub przeci-
wsymetryczng jezeli spetnia ona nastepujgcy warunek

Ve,ye X (z,y) € R= (y,z) € R (4)

Definicja 18 Relacje R C X X X nazywamy antysymetryczng jezeli spetnia
ona nastepujgcy warunek

Ve,ye X (z,y) e RAN(y,x) e R=>x =y (5)

Definicja 19 Relacje R C X x X nazywamy przechodnig lub tranzytywng
jezeli spetnia ona nastepujgcy warunek

Ve,y,z€ X (z,y) € RA(y,2) € R= (z,2) € R (6)

Definicja 20 Relacje R C X x X nazywamy spdjng jezeli spetnia ona
nastepujgcy warunek

Vr,y€ X (z,y) € RV (y,2) € R (7)

14



Relacje rownowaznos$ci 1 klasy rownowaznosci

Definicja 21 Relacje, ktora jest zwrotna, symetryczna i przechodnia nazy-
wamy relacjg rownowaznosciowq lub rownowaznoscig.

Definicja 22 Niech R bedzie dowolng relacjg réwnowaznosciowq okreslong
w zbiorze X . Klasq abstrakcji (klasq rownowaznosci) elementu x wzgledem
relacji R nazywamy zbidr [z]gr = {y : (z,y) € R}.

Relacja rownowaznos$ciowa dzieli zbior w ktorym jest okres§lona na tzw.
klasy abstrakcji lub klasy rownowaznoséi elementéow tego zbioru wzgledem
tej relacji.

Twierdzenie 1 Niech R bedzie dowolng relacjg rownowaznosciowg
okreslong w niepustym zbiorze X. Relacja R dzielt zbior X na klasy
rownowaznosci (wyznacza te klasy), przy czym spelnione sqg nastepujgce
warunki:

1. Ve € X [z]gr # 0 (klasy rownowaznosci sq niepustymi podzbiorami X ),
2. Vxl,xg € X r1Rry & [xl]R = [xQ]R,

8. Vry,x9 € X [11|g # [x2)r = [11]r N [12)r = O (Klasy réwnowaznosci
sq roztgcznymi podzbiorami X ),

4. Upexlzlr = X (suma wszystkich klas rownowaznosci daje caty zbior
X).

Mowimy wéwczas, ze relacja R wyznacza podzial (rozktad) zbioru X na klasy
réwnowaznosci [x]g.

Dowdd:

1. R — jest zwrotna, zatem Vr € X : (x, z) € R tzn. na mocy definicji
klasy abstrakcji = € [z|g cbdu.
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2.,="Vy € X : y € [r1lg = (y, z1) € R, jest tez (z1, x2) € R.
Relacja R jest przechodnia zatem (x2, y) € R a stad y € [x3|r. Zatem
[331]}3 = [QZQ]R cbdu.

»<=" 7z tezy 1 otrzymujemy z1 € [r1]g. Rownoczesnie [z1]p = [z2|r
zatem 1 € [x9)p = (29,21) € R = (x1,22) € R = 21 Rz, cbdu.

3. Hipoteza: [x1]r # [w2]g oraz [z1|g N [12)g # 0. Zatem Jx € X : z €
[z1]pr A @ € [x9]p. Na mocy definicji klasy abstrakcji (z1, ) € R A
(x, z3) € R = (11, x2) € R < x1Rxs. Na mocy tezy 2 wnioskujemy
[x1]r = [z2]r . Sprzecznosé. cbdu.

4. =" Vo1 € U,exlzlr = 3z € X ¢ [m3]p > 21 ale [2;]g C X zatem
r1€ X
L="Vr € X ¢ xy € [z]gzatem z1 € ([21]r UU,ex[®]r) = U, ex[®]r:
cbdu.

Ustanowienie relacji réwnowaznosci prowadzi do abstrakcji poprzez
utozsamienie pewnych elementéw; korzyscig takiej abstrakcji jest ogranicze-
nie liczby rozpatrywanych elementéw (redukcja rozmiaréw zbioru).
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Relacje n—argumentowe

Definicja 23 Iloczynem kartezjariskim (n zbiordw) X7 x Xo x ... x X,
zbrorow Xq, Xo, ... X, nazywamy zbior wszystkich n-elementowych ciggow
postaci (T1, %, ..., Ty,), takich ze x1 € X1, 9 € Xo, ... x, € X,,; formalnie

X1 X Xox ... x Xy, ={(x1,29,...,2,) 21 € X1,20 € Xo,..., 2, € Xy}

Tlloczyn kartezjanski postaci X x X x ... x X (n razy) nazywany jest
n-tqg potegqg kartezjanskg zbioru X 1 oznaczany jako X". Jezeli zbiory
X1, Xo, ... X, sa skoniczone, liczba elementow zbioru X; jest rowna m;, ¢ =
1,2,...,n, to liczba elementow iloczynu kartezjanskiego X7 x Xo x ... x X,
wynosi [ 1, mi.

Definicja 24 Niech X, Xo,... X, bedg dowolnymi zbiorami. Kazdy zbior
R bedgcy podzbiorem iloczynu kartezjanskiego tych zbiorow, tj. taki, zZe

RCX;xXyx...xX, (8)
nazywamy relacjg n-argumentowq.

Relacja n-argumentowa jest zbiorem ciggdéw n-elementowych. Ich struk-
tura jest ustalona dla danej relacji — wszystkie ciagi bedace jej elementami
muszg miec t3 sama dtugosé. Ciagi te nazywane sg krotkams lub n-krotkama.
Na relacjach n-argumentowych mozna wykonywaé dziatania takie jak suma
zbioréw, przeciecie (iloczyn zwykly), roznica zbioréw, dopelnienie, itp. Dla
relacji obowigzuja réwniez pojecia réwnosci, zawierania, itp. Odpowiednio
rozszerza sie tez definicje projekcji, rozszerzenia cylindrycznego, obciecia,
dopetnienia, obrazu zbioru i ztozenia.

[loczyn kartezjanski U = X; x X9 X ... x X, tworzy pewne uniwersum.
Relacje R okre§long w tym uniwersum mozna zadaé¢ ekstensjonalnie lub in-
tensjonalnie, poprzez okreslenie pewnego warunku, ktory spetniajg elementy
nalezacych do niej par. Warunek taki, majacy zazwyczaj posta¢ logiczna,
stanowi funkcje charakterystyczna relacji. Tak wiec relacja moze byé¢ do
pewnego stopnia utozsamiana z pewng funkcja logiczng — predykatem}; tym
razem bedzie to predykat o n argumentach.
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Relacje n—argumentowe

Dla zapisania faktu, ze pewne elementy z; € Xy, 9 € X5 oraz z,, € X,
tworza ciag nalezacy do relacji R (jej krotke), stosowane moga by¢ nastepu-

jace zapisy:

o (x1,29,...,x,) € R (ciag x1,x9, ..., ,) nalezy do relacji R),
o R(x1,29,...,2,) (zachodzi relacja R od xy,x9,...,x,; tzw. notacja
prefiksowa).

Powyzsze notacje sa réwnowazne; notacja infiksowa nie jest stosowana w
przypadku relacji n-argumentowych. Powyzsze notacje sa réwnowazne.

Poniewaz przy definiowaniu relacji R zbiory X1, X, ... X, nie zawsze musza
by¢ zadane jawnie, mozna zdefiniowaé dziedzine relacji n-argumentowej ze
wzgledu na -ty argument, : = 1,2,... n.

Definicja 25 Zbior
D,(R) = {x, : Elxl, Loy oy Lim1, Titly--.,Tp (,Il, To, ... ,xn) ~ R}
nazywany jest dziedzing relacyi R ze wzgledu na i-ty jej argument.

Dla dowolnej relacji n-argumentowej R zachodzi wlasnos¢ R C Di(R) X
Dy(R) x ... X Dy(R) oraz D;(R) C X;, i = 1,2,...,n. Jezeli zbiory
X1, Xo,... X, nie sg zadane jawnie, mozna przyjaé¢, ze uniwersum relacji
R stanowi zbior Di(R) X Do(R) X ... x D,(R). Ma to istotne znaczenie
praktyczne, np. dla zapewnienia mozliwosci konstruktywnego wyznaczenia
dopelnienia relacji; jest ono wowczas okreslone jako R, gdzie:

R={(xy,29,...,2,) €Dy x Dy x ... x Dy, : (w1,29,...,7,) € R}.

Intensjonalnie, jezeli relacja R jest okreslona w pewnym uniwersum za po-
moca warunku logicznego, to dopetnienie tej relacji (w tym uniwersum)
mozna okresli¢ poprzez negacje tego warunku.
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Funkcje

Pojecie funkcji

Funkcja f : X — Y bedziemy nazywaé przyporzadkowanie kazdemu ele-
mentowi zbioru X doktadnie jednego elementu zbioru Y.

Formalnie rzecz biorgc mozna zdefiniowaé funkcje jako relacje w nastepujacy
sposob:
Definicja 26 Relacja [ jest nazywana funkcjg wtedy gdy:

Ve,y,z {(z,y) € fA(m,2)€ f=y=2

Moéwimy, ze funkcja f jest okre§lona na zbiorze X i przyjmuje wartosci w
zbiorze Y. Fakt (x,y) € f zapisujemy f(z) = y. Zbior ten jest nazywany
dziedzing funkcji i oznaczany D(f), Dom(f), wzglednie Dy, Domy. Zbior
wszystkich wartosci funkeji f (obraz zbioru X poprzez odwzorowanie f) jest
nazywany przeciwdziedzing i oznaczany Im(f) wzglednie D'(f), D7(f),
D;l, coDom(f).

Im(f) ={f(z) : @ € Dom(f)}

Kazda funkcja jest jednoznacznie okreslona poprzez swoja dziedzine oraz
sposob przyporzadkowania elementom zbioru X elementéw zbioru Y.

Definicja 27 Funkcja f : X — Y jest nazywana iniekcja tj. funkcja
réznowartosciowa wtedy gdy:

Vo, oo € X AN f: X =Y 1 x #x0= f(a1) # f(22)

Przyktad iniekc;ji:
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Funkcje

Definicja 28 Funkcja f : X — Y jest nazywana suriekcja tj. funkcja “na”
wtedy gdy:

VyeYANf:X—>Y3rxeX : fx)=y

Przyktad suriekc;ji:

Y

Definicja 29 Funkcja f : X — Y jest nazywana bijekcja tj. funkcjg wza-
jemnie jednozng wtedy gdy:

Vee X3yeY :(z,y)e fAVyeY Iz e X :(z,y) € f

Przyktad bijekcji:
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Funkcje

Twierdzenie 2 Funkcja f : X — Y jest rownoczesnie iniekcjqg i suriekcjg
wtedy 1 tylko wtedy gdy jest bijekcjq.

Dowéd ,,="”
Chce dowiesé:

(a)Vee X3lyeY :(z,y) e f

b)VyeYMreX :(z,y) € f
(a) jest prawda na mocy definicji funkc;ji;
(b) hipoteza: Jy € Y Azy,290 € X : (21,y) € f A (29,y) € [ N1 # 29,
innymi stowy y = f(x1) = f(x2) Axy # x9. Z iniektywnosci funkcji f mamy,
7e 7 X1 # To wynika f(x1) # f(x2) co daje sprzecznosé.
Dowod ,,<”
Chce dowiesé:

(c) suriektywnosci tj.: Yy e Y3z € X : f(z) =y

(d) iniektywnosci tj.: Vay, 29 € X : 21 # 29 = f(x1) # f(22) funkeji f.
(c) Na mocy definicji bijekcji jest wszczegolnosci prawda,
zeVy e Ydlx € X : (x,y) € f ale to tym bardziej
VyeYIreX :(rv,y) e ftj. VyeYIre X : f(x) =y cbdu.
(d) hipoteza: f nie jest funkcja réznowartosciows tzn. Jxy, xo € X, @ 1 #
xo N f(x1) = f(x2). Oznaczmy y = f(z1) = f(x9). Zatem Jy € Y A
r1, 9 € X : (21,y) € f N(x2,y) € f N x1 # 9 co przeczy stwierdzeniu
VyeY e e X : (z,y) € f cbdu.

Definicja 30 Funkcja f : X — Y jest nazywana funkcjg statq wtedy gdy
Vee XdlyeY : f(x)=y.
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Funkcje

Definicja 31 Funkcja x4 : X — {0, 1} jest nazywana funkcjg charak-
terystyczng zbioru A wtedy gdy dla elementow zbioru A przyjmuje wartosé
1, a dla pozostatych 0.

(z) = 1 dlaxe A
XM= 0 dlaz ¢ A

Definicja 32 Funkcja f : X — X jest nazywana identycznosciowq wtedy
gdyVx € X : f(x) = z. Funkcje identycznosciowq bedziemy oznaczaé 1y,
]dX lub IX.

Definicja 33 Funkcjg g : Y — X jest funkcjg odwrotng do funkcji f : X —
Y wtedy gdy go f = 1x AN fog = 1ly. Funkcje odwrotng do funkcyi f
bedziemy oznaczaé jako f~'.

Funkcja bedzie nazywana odwracalng wtedy gdy bedzie istniata dla niej
funkcja odwrotna.

Twierdzenie 3 Funkcja f : X — Y jest odwracalna wtedy i tylko wtedy gdy
f jest bijekcyq.

(dowdd twierdzenia mozna znalezé w [5] rozdziat 1.4. przyktad 2)
Dowédd ,,=”
chee pokazaé, ze f jest (a) iniekcjq i (b) suriekcjg, co na mocy poprzedniego
twierdzenia dowodzi bijektywnosci f

(a) iniektywnosé f
hipoteza: f nie jest réznowartoSciowa tzn.:dzi,x9 € X : z1 # 9 A
f(z1) = f(x2). Z odwracalnosci f istnieje f~! : f~Y(f(z)) = z zatem
x1 = U f(x1)) = fFH(f(22)) = zotzn.: 21 = x5 sprzecznoéé; chbdu.

(b) suriektywnos¢ f
7 definicji funkcji odwrotnej fo f™1 =1y tzn. Vy € Y @ f(f"Hy)) = y
przyjmijmy x = f~1(y) zatem Yy € Y 3z € X : f(z) = y cbdu.
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Funkcje

Dowéd ,,<”
chee skonstruowaé funkcje g - Y — X spetniajgcq warunki (¢) go f = 1x
oraz (d) fog=1ly.
Poniewaz f — bijekcja to na mocy definicji Vy € Y Iz : f(z) = y. Zatem
dla funkcji g : Y — X przyjmiemy, iz wartoscia g(y) bedzie 6w jedyny x
speliajacy rownosé f(x) = y. Zatem przepis na funkcje ,pretendujacg” do
bycia funkcja odwrotna, jest nastepujacy: g(y) = x gdzie f(x) = y.

(c) Vx : x = g(y) = g(f(x)) co oznacza g o f = 1x cbdu.

(d) Vy : y = f(x) = f(g9(y)) co oznacza f o g= 1y cbdu.
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Licznos¢ zbiorow
Kazdemu zbiorowi przyporzadkowujemy pewien obiekt zwany liczbg kardy-
nalng. Liczby kardynalne ozaczamy zwykle literami alfabetu laciriskiego

pisanymi gotykiem, lub literami alfabetu hebrajskiego. Jesli zbiorowi X
przyporzadkowana jest liczba m, to piszemy card(X) = m.

Definicja 34 Zbiory X 1 Y nazywamy réwnolicznymi wtedy © tylko wtedy
gdy istnieje bijekcja f : X — Y.

Fakt rownolicznosci zbioréw oznacza¢ bedziemy card(X) = card(Y).
Zbiorom réwnolicznym przyporzadkowujemy te samg liczbe kardynalng.

Definicja 35 Zbior X nazywamy zbiorem przeliczalnym wtedy gdy 7jest
rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych tj.:

card(X) = card(N)
Licznosé (moc) zbioru przeliczalnego oznaczamy symbolem X, (alef—zero).

Definicja 36 Zbior X nazywamy zbiorem skoriczonym wtedy gdy:
dneN : card(X) =n

Definicja 37 Zbior X nazywamy zbiorem co najwyzej przeliczalnym wtedy
gdy X jest zbiorem skoniczonym albo X jest zbiorem przeliczalnym.

Problem z pojmowaniem zbioréw nieskoriczonych

e nieskoriczonosé¢ potencjalna

e nieskoniczono$é aktualna

Paradoks Hilberta: Opisany

przez

Paradoks ten znany jest tez pod nazwag paradoksu Grand Hotelu lub
paradoksu hotelu Hilberta. (David Hilbert 1862 — 1943).

Bernardo
Bolzano w
wParadok-
24
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Wyobrazmy sobie, ze jesteSmy portierem w Grand Hotelu, w ktérym jest
nieskoniczona liczba pokoi. Wszystkie pokoje sa juz zajete gdy przychodzi do
nas kolejny klient chcacy wynaja¢ pokdj. Wydawaltoby sie, ze sytuacja jest
bez wyjscia i musimy klienta odprawi¢ z kwitkiem. Na szczeScie nasz hotel
ma nieskoriczong liczbe pokoi wiec mozemy wykonaé sprytny trik: Klienta
z pokoju numer 1 przekwaterujemy do pokoju nr. 2, tego z pokoju nr. 2
do pokoju nr. 3 itd. Ogoélnie mozna powiedzie¢ ze dokonujemy przekwa-
terowania klientow z pokojéow n do pokojow n+1. W ten sposdb wszyscy
nasi wezesniejsi klienci maja gdzie mieszkaé¢, a my mamy wolny pokéj nr. 1,
do ktorego mozemy zakwaterowacé naszego nowego goscia. Tak wiec mimo ze
hotel byt peten, znalazto sie miejsce dla nowego klienta...

Bedac portierem w naszym nieskoriczonym hotelu mamy nawet jeszcze wiece]
mozliwosci. Nawet jesli przyjedzie do nas nieskoriczona liczba autobuséw z
nieskoriczong liczbg klientéow w kazdym z nich to nadal mozemy ich wszyst-
kich zakwaterowa¢ dokonujac kolejnego, nieco bardziej ztozonego triku z za-
mianami pokojow: Najpierw trzeba oprézni¢ pokoje hotelowe z nieparzystym
numerem poprzez chwilowe umieszczenie ich gosci w np: autobusie nr. 1.
Klientow z autobusu nr. 1 umieszczamy w miedzyczasie w pokojach z
numerami 3", gdzie n to np: numery miejsc w autobusie (wszystkie te
pokoje beda oczywiscie nieparzyste, czyli juz wezesniej oproznione). Potem
umieszczamy klientéw z autobusu 2 w pokojach o numerach 5", Nastepny
autobus poéjdzie do pokojow 7". Ogblnie, bedziemy umieszczali klientow
kolejnych autobuséw w pokojach m] gdzie m; to kolejne liczby pierwsze.
Potegi liczb pierwszych wiekszych od 2 sg nieparzyste, a ze zbiory kolejnych
poteg liczb pierwszych sa parami roztaczne, wiec nie ma ryzyka, ze poslemy
nowych klientéw do juz zajetych pokojow. Wreszcie klientoéw, wezesniej wyk-
waterowanych z pokojow nieparzystych, wysytamy do pokojéw o numerach
m;, , 1 wszyscy sa juz szczesliwi...

Przyklady zbioré6w réznej mocy:

Zbiory skoriczone:

o card({1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}) = 10
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o card({czerwony, zielony, niebieski}) = 3

e zbior wszystkich, niepustych stow > nad m elementowym alfabetem o

s . . . . .. _ 2 3 k . k+1_
dtugosci nie wiekszej niz k. card(X) = m+m*+m’+...+m" = ="

Zbiory przeliczalne:

e dowolny nieskoriczony podzbiér zbioru liczb naturalnych np.:
{1,3,5,7,...}, {1,2,4,8,16, 32, ...} itd.

e zbior liczb catkowitych Z, wymiernych Q, iloczyn kartezjanski liczb nat-
uralnych N x N.

Roéwnolicznosé zbioréw oznacza sie tez symbolem ,,~”. Zamiast pisa¢ zatem

card(X) = card(Y) mozna zapisa¢ X ~ Y.

Twierdzenie 4 Dowolny zbior A jest przeliczalny, wtedy i tylko wtedy gdy
jego elementy mozna ustawic w ciqg.

Twierdzenie 5 ,,Cantora — Bernsteina”

Dla dowolnych liczb kardynalnych m 1 n sqg proawdziwe nastepujgce zwigzki:

IL.m<m

2m<nAn<t=m<¢t

gm<nAn<m=m=+
Obserwacja

Jesli pomiedzy dwoma zbiorami X i Y istnieje iniekcja f : X — Y to wtedy
card(X) < card(Y).

Fakt ten, w potaczeniu z twierdzeniem Cantora-Bernsteina dostarcza tatwego
sposobu dowodzenia réwnolicznosci zbioréow. Zamiast bowiem czesto zmud-
nego konstruowania odwzorowania wzajemnie jednoznacznego, wystarczy
wskaza¢ odpowiedni cigg iniekcji a nastepnie skorzystacé z ostatniego punktu
tezy twierdzenia.
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Obserwacja

Odcinek obustronnie otwarty (0,1) jest réwnoliczny z calym zbiorem R tj.

(0,1) ~ R. Odpowiednig bijekcje stanowi funkcja f(x) = tan(w(z — %))

Obserwacja

Kazda liczbe rzeczywista mozna zapisa¢ w postaci nieskonczonego rozwiniecia,
dziesietnego.

Twierdzenie 6 ,,Przekgtniowe” Cantora

Zbior liczb rzeczywistych nie jest przeliczalny

Dowdd (niewprost)
Wystarczy pokazac, ze odcinek (0, 1) nie jest przeliczalny. Przypusémy za-
tem, ze zawiera on przeliczalng ilos¢ punktow wq, we, ws, wy, ... postaci:

wy = 0, 5142254657...
wy = 0, 2536574783...
wy = 0, 3464526546...
wy = 0,4765354253...

Kolejnosé liczb wy, wo, w3, wy, ... nie ma znaczenia. Skonstruujmy liczbe o =
0.010903... taka, ze:

S 5 jesli na i-tej pozycji w; nie posiada cyfry 5
‘1 4 jedli na i-tej pozycji w; posiada cyfre 5

Widag¢, ze o jest rézna od kazdej liczby w; gdyz r6zni sie od niej rozwinieciem
dziesietnym doktadnie na i-tej pozycji (na elementach przekatnej). W oczy-
wisty sposob jest tez liczbg rzeczywisty nalezaca do odcinka (0, 1), co daje
porzadang sprzecznosc.

Zbior liczb rzeczywistych R jest nieprzeliczalny a jego moc oznaczamy sym-
bolem ¢ (continuum).

Twierdzenie 7 Licznosé zbioru potegowego wyraza sie wzorem:
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card(2¥) = 2¢ardX)

(Indukcyjny dowdd twierdzenia mozna znalezé w [5], p. 4.2. przyktad 4b.
Ogdlny dowdd mozna znalezé w [3]).

Twierdzenie 8 ,,Twierdzenie Cantora”
Kazdy zbior jest mniej liczny niz jego zbior potegowy tj.:

card(X) S card(2%)

Dowdd twierdzenia mozna znalezé w [3].
Dowdd ,,<”
W przypadku gdy X = () to twierdzenie jest prawdziwe:

0 = card(0) < card(2") = 1.

Przyjmijmy zatem, ze X # ().

Zdefiniujmy funkcje g : X — 2% taks, ze Vo € X : g(z) = {2} € 2%,
Przypisuje ona kazdemu elementowi x zbior jednoelementowy (singleton)
postaci {7} bedacy elementem zbioru 2. Funkcja g jest réznowartosciowa
(iniektywna) wiec elementow nalezacych do dziedziny funkcji jest nie wiecej
niz w przeciwdziedzinie. Dowodzi to stabej nieréwnosci.

Dowdéd ,,#” (niewprost)

Hipoteza: zalozmy, ze dla X # () istnieje A C X niepusty taki,

ze card(A) = card(2%).

Zatem istnieje bijekcja f : A — 2% (*). Poniewaz Vo € A : f(x) C X
(tj. obraz kazdego elementu zbioru A poprzez funkcje f jest podzbiorem X)
moze sie zdazy¢, ze x € f(x)Vx ¢ f(x). Niech Z ={x € A : =z & f(z)}.
Oczywiscie Z C A C X oraz na mocy definicji zbioru Z prawda jest:

reZ s xé f(x). ()

Poniewaz na mocy hipotezy (*), f jest bijekcja to kazdemu elementowi ze
zbioru 2% przypisuje ona jeden element zbioru A. W szczegolnosei istnieje
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a € A takie, ze Z = f(a) (***). Sprawdzmy zatem czy a € Z, czy tez a ¢ Z.
Jesli a € Z to z faktu (**) a ¢ f(a) natomiast z faktu ("**) a € f(a) -
sprzeczno$c; 1 odwrotnie: jesli a ¢ Z to z faktu (***) a ¢ f(a) ale tym
samym spetnia definicje zbioru Z zatem a € Z — sprzecznosc.

cbdu.
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Whnioski z twierdzenia Cantora:
e Istniejg zbiory o mocy wiekszej niz N
N
Ny = card(N) < card(2V) < card(2?") < card(2¥ ). ..

e nie istnieje zbior wszystkich zbiorow.

Hipoteza continuum (pierwszy problem Hilberta):

,Czy kazdy podzbiér zbioru R wszystkich liczb rzeczywistych jest albo cona-
jwyzej przeliczalny albo mocy continuum”.

Dow6d wymaga dodatkowego aksjomatu teorii mnogosci zwanego
spewnikiem wyboru”.

Dyskusja wokét ,,pewnika wyboru’:

e 1940 — Kurt Goedel (niesprzecznos$é z aksjomatami teori mnogosci
Zermelo-Fraenkla)

e 1963 — Paul Cohen (niezaleznos¢ od aksjomatow teorii mnogosci
Zermelo—Fraenkla)

30



Definicja struktur grafu i drzewa. Drogi
1 Sciezki w grafie.
Definicja 38 Niech N oznacza zbior weztow, a R bedzie relacjg dwuargu-
mentowg w N, tzn. R C N X N. Grafem nazywamy pare postaci

G = (N, R)

Jezeli relacja R jest symetryczna to graf G jest grafem nieskierowanym.
Jezeli relacja jest asymetryczna to graf jest grafem skierowanym.

Definicja 39 Niech N oznacza zbior weztow, a L zbior tukow oraz niech
bedzie dana funkcja v: L — N x N. Grafem nazywamy trojke postaci

G =(N,L,v)
Funkcja przypisuje krawedzi wierzchotki poczgtkowy 1 koricowy.

Definicja 40 Drogg o diugosci n z wierzchotka x do y nazywaé bedziemy
cigg krawedzi ey...e,, taki, Ze e; € L, e; = (T, Xi41),T = T1, Y = Tpy1-
Droga bedzie nazywana zamknietq jesli: © = x,.1.

Definicja 41 Sciezkq (drogg prostq) bedzie nazywana droga, gdzie kazda z
krawedzi wystepuje conajwyzej raz.

Definicja 42 Cyklem bedzie nazywana droga zamknieta, bedgca Sciezkq.
Definicja 43 Graf nie zawierajocy cykli jest nazywany grafem acyklicznym.

Definicja 44 Niech N oznacza zbior weztow. Drzewem T nazywamy graf
(skierowany) spetniajgcy nastepujace warunki:

e istnieje doktadnie jeden wezet n € N nie bedgcy nastepnikiem zZadnego
wezta,

o kazdy inny wezet m € N jest nastepnikiem dla dokladnie jednego wezta,
o kazdy wezel m € N ma 0, 1 lub wiecej nastepnikow.

Wezet n nazywany jest korzeniem drzewa (ang. root). Wezty nie posiadajace
nastepnikow nazywane sa lisémi (ang. leaf nodes).
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Relacje czesSciowego porzadku

Definicja 45 Relacje R okreslong w zbiorze X, ktora jest zwrotna, an-
tysymetryczna 1 przechodnia nazywamy relacjg czesciowego porzgdku w tym
zbiorze.

Relacja czesciowego porzadku pozwala poréwnywaé elementy zbioru i szere-
gowaé je wedlug pewnego kryterium; nie wszystkie elementy zbioru musza
by¢ poréwnywalne.

Przyktadami relacji czesciowego porzadku sg relacje zawierania sie zbiorow,
wynikania logicznego (logicznej konsekwencji) wsrod formul, itp. Relacje
czeSciowego porzadku oznacza sie czesto symbolem ,,<”.

Jezeli w zbiorze X okreslono relacje czesciowego porzadku R, to pare (X, R)
nazywamy zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym' (pisze sie (X, <)).
Jezeli para (z, y) € R to powiemy, ze x poprzedza y; (x < y).

Element z € X nazywamy minimalnym, gdy nie jest on poprzedzany przez
zaden inny element zbioru X, tj.:

VyeX yr=y==z

Element z € X nazywamy maksymalnym, gdy nie poprzedza on zadengo
innego elementu zbioru X, tj.:

Vye X tx =y =y==x

Zauwazmy, ze w danym zbiorze czesciowo uporzadkowanym moze by¢ wiele
elementoéw minimalnych (nieporéwnywalnych ze soba) oraz wiele elementow
maksymalnych (takze nieporéwnywalnych ze soba,).

Jezeli element © € X poprzedza kazdy element rozwazanego zbioru, to jest
on nazywany elementem najmniejszym, tj.:

Vye X :x =<y

lang. poset tj. partially ordered set.
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Jezeli kazdy element zbioru X poprzedza z € X, to = jest nazywany ele-
mentem najwiekszym.

Vye X ty==x

W zbiorze czesciowo uporzadkowanym (skonczonym) element najmniejszy i
najwiekszy moga nie istnie¢ (np. gdy jest wiele elementéw minimalnych badz
maksymalnych).

Przyktady relacji ,,<X”: zawieranie sie zbiorow (C), konsekwencja logiczna
(), uporzadkowanie hierarchiczne (drzewo), uporzadkowanie ciagow, wek-
torow, krotek.

Definicja 46 Diagramem Hassego relacyi porzgdku < C N X N nazywamy
graf nieskierowany G = (N, R), ktdrego zbiorem wierzchotkdw jest zbior
N, a krawedzie sq okreslone nastepujgco: (x,y) € R AN—-3dz : © < z <
y. O parze (x,y) mowimy, ze y jest bezpoSrednim nastepnikiem x, a T
bezposrednim poprzednikiem y.

Przyktad: N ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, R={(z,y) : =, y,z/y € N}

Rysunek 1: Przyktadowy diagram Hassego
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Twierdzenie 9 Kazdy skonczony zbior czeSciowo uporzgdkowany ma dia-
gram Hassego.

Dowo6d mozna znalezé w [5], str. 640.

Definicja 47 Relacje R okreslong w zbiorze X, ktora jest przeciwzwrotna i
przechodnia nazywamy quasi-porzgdkiem.

Relacje quasi-porzadku czesto oznacza sie symbolem ,,<”. Kazdy czeSciowy
porzadek w zbiorze X wyznacza pewien quasi-porzadek i na odwrét. Jesli
»,=" jest quasi-porzadkiem to relacja ,,=” jest zadana formutga:

r =y wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ < y lub x =y
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Relacja porzadku

Definicja 48 Relacje R okreslong w zbiorze X, ktora jest relacjg czes-
ciowego porzqdku (jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia) oraz do-
datkowo jest spojna nazywamy relacjg porzedku w tym zbiorze.

Relacje czesciowego porzadku nazywa sie takze relacja porzadku; woéwczas
relacja porzadku okreslana jest jako porzagdek liniowy.

Relacja porzadku w danym zbiorze pozwala na poréwnywanie dowolnych
elementéw tego zbioru i ustalenie ktéry z nich poprzedza drugi element.
Zbior wraz z okreSlong na nim relacja liniowego porzadku jest nazywany
tanicuchem. W skoniczonym zbiorze uporzadkowanym istnieje zawsze ele-
ment najmniejszy oraz element najwiekszy.

Definicja 49 Niech (X, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym,
X C U. Element u € U nazywany jest ograniczeniem dolnym zbioru X,
gezeli dla kazdego x € X zachodzi u =< x. Element u € U nazywany jest
ograniczeniem gornym zbioru X, jezeli dla kazdego x € X zachodzi x < u.

W danym zbiorze moze nie istnie¢ zaden element minimalny lub maksymalny.
Pojecia ograniczenia dolnego i ograniczenia gérnego pozwalaja ,szacowaé’ od
dotu i od gory elementy tego zbioru. Wsréd wszystkich ograniczenn dolnych
(gornych) celowe jest wyodrebnienie tego najwiekszego (najmniejszego), o ile
oczywiscie, ono istnieje.

Definicja 50 Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzgdkowanym,
X C U. Najuneksze ograniczenie dolne i € U nazywane jest kresem dol-
nym zbioru X (infimum). Najmniejsze ograniczenie gorne s € U nazywane
jest kresem gdrnym zbioru X (supremum).

Jezeli w danym zbiorze X istnieje element najmniejszy (najwiekszy), to jest
on takze ograniczeniem dolnym (gérnym) tego zbioru. Jezeli kres dolny
(gorny) istnieje, to jest on okreslony jednoznacznie. Kres dolny zbioru X
oznacza sie poprzez inf(X), a kres gorny — poprzez sup(X).
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Pewne szczegoblne porzadki
Niech (51, =<1),-..,(Sn, =p) sa zbioram czesciowo uporzadkowanymi.
Porzadek produktowy:

Porzadkiem produktowym okreslonym na elementach iloczynu kartez-
janskiego S7 x ... x .S, bedzie relacja ,,=<” zdefiniowana nastepujaco:

(81,89, ey Sp) = (P1, D2, ---, Pn) jeSli s; =X, pidla wszstkich i = 1,2, ..., n.

Porzadek leksykograficzny:

Dla elementéw iloczynu kartezjanskiego Sp X ... x S, zdefinujmy relacje ,,<”
nastepujaco:

(81,89, ey Sp) < (P1, P25 -, Pn) jeSli s1 =<1 pp lub jedli istnieje j € {2,...,n}
takie, ze s; = p1, ..., 8j—1 = pj—1 1 5; =2, p;.

Porzadkiem leksykograficznym okreslonym na elementach iloczynu kartez-
janskiego S7 x ... x .S, bedzie relacja ,,=<” zdefiniowana nastepujaco:

(81,89, .es Sp) = (P1, D2, -y Pn) WEW. (81,82, .0y Sn) < (D1, D2, -, Pn) lub
(517827 "'7Sn) = (p17p27 ;pn)
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Elementy teorii krat

Pojecie kraty stanowi rowiniecie pojecia zbioru czesciowo uporzadkowanego
(X, <). W kratach istnieje nie tylko mozliwo§¢ poréwnywania niektoérych
elementéw 1 ew. ich szeregowania, a takze wyszukiwania elementéw mini-
malnych i maksymalnych, ale takze prowadzenia pewnych operacji na ele-
mentach, w szczegblnosci operacji sumy i tloczynu.

Definicja 51 Niech (X, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym.
Jezeli dla dowolnych dwoch elementow x,y € X istnieje kres dolny oraz kres
gorny, to taki zbior nazywamy kratg. W zbiorze X definiuje sie dziatania
sumy jako x vV y = sup{x,y} oraz iloczynu jako x Ay = inf{z, y}.

Przyktady krat: zbiér wszystkich podzbioréw pewnego zbioru X wraz z
relacja (slabego) zawierania sie zbiorow (z dzialaniami sumu i iloczynu
zbioréw), algebra Bool’a, zbior krotek zoperacjami min oraz maz, itp. Kazdy
zbior (liniowo) uporzadkowany jest krata (z dziataniami maksimum i mini-
mum). Nie wszystkie elementy kraty mozna bezposrednio poréwnac; zawsze
jednak mozna dla nich okregli¢ kres gorny i kres dolny.

Kraty mozna przedstawia¢ za pomocy grafu skierowanego. Wezly
odpowiadaja elementom zbioru, a tuki relacji czeSciowego porzadku. Dla
kazdych dwoch wezléw istnieja Sciezki zgodne ze skierowaniem grafu i taczace
sie w doktadnie jednym wezle, oraz Sciezki przeciwne do skierowania grafu i
laczace sie w doktadnie jednym wezle.

Krate nazywamy zupetna, jezeli kazdy podzbior X’ C X ma kres dolny i
kres gorny.

e W dowolnej kracie kazdy niepusty i skoniczony podzbiér ma kres gorny
i kres dolny.

o Kazda krata skoriczona jest zupeina.

e Krata zupelna ma kres gorny i kres dolny.

Kres gorny przyjeto oznaczaé jako T a kres dolny jako L. Jezeli krata jest
skoniczona, to elementy T oraz 1 nalezg do tej kraty.
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Struktura kraty stawia stabsze wymagania niz struktura zbioru (liniowo)
uporzadkowanego, a jednocze$nie pozwala w sposob konstruktywny reali-
zowaC operacje supremum (sumy, alternatywy, max) lub infimum (iloczynu,
koniunkcji, min). Przykladem operacji sumy jest alternatywa logiczna.
Przyktadem operacji iloczynu jest koniunkcja logiczna.
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Logika

Przedmiot logiki
Przedmiotem logiki matematycznej sg nastepujace zagadnienia:

e formalna, symboliczna reprezentacja wiedzy; wiedza wyrazana w jezyku
naturalnym jest zapisywana w postaci formut logicznych,

e przetwarzanie wiedzy za pomoca regul stanowigcych schematy
wnioskowania; w tym celu formutowane sg requty wnioskowania,

e badanie wtasno$ci generowanych wnioskéw i systeméw logicznych; whas-
nosci te obejmuja m. in. poprawnos$c i zupetnosc.

Klasyczna logika formalna bada mechanizmy rozumowan niezawodnych,
w ktorych otrzymywane wnioski sg zawsze prawdziwe, o ile wychodzi
sie z prawdziwych przestanek, a wiec wnioskowania dedukcynego. Cza-
sem dopuszcza sie réowniez inne schematy wnioskowania, prowadzace do
uzytecznych, chociaz nie zawsze prawdziwych wnioskow (np. abdukcja oraz
indukcja).

Alfabet rachunku zdar tworzg symbole formul zdaniowych, taczacych je
spojnikow (funkcji) logicznych oraz stosowane dla uporzadkowania notacji
nawiasy. Formuty zdaniowe symbolizuja konkretne zdania; zdania te moga
by¢ dobrze okreslone i woéwczas mozna im przypisaé ocene prawdy albo fatszu
lub tez symbolizowaé¢ pewne nieskonkretyzowane w danej chwili wypowiedzi.

W pierszym przypadku, takie skoriczone wypowiedzi, ktérym mozna jednoz-
nacznie przypisa¢ ocene prawdy albo fatszu, nazywane beda zdaniami. Moga
one byé¢ zapisywane jawnie, np. “Snieg jest bialy”, “W nocy jest ciemno”,
“Pada deszcz”, itp. lub tez przy uzyciu pewnych symboli, np. p czy q.
W drugim przypadku, formuta zdaniowa symbolizuje pewng blizej nie spre-
cyzowang wypowiedz, jednakze taka, ktérej wartosé logiczna moze przyjac
warto$é¢ prawdy albo fatszu. W taki przpadku formuta zdaniowa nazywana
jest zmienng zdaniowq.
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Logika

Istota wnioskowania logicznego

Chcac przpisa¢ konkretne znaczenie pewnej zmiennej zdaniowej mozna zas-
tosowaé notacje postaci

P d:ef “W nocy jest ciemno”,

co oznacza, ze p staje sie skrotowym zapisem podanego zdania. Ponadto,
bardzo czesto rozwaza sie symbole formut zdaniowych nie przypisujac im
konkretnego znaczenia, a jedynie wartosé¢ prawdy lub fatszu. Takie przyp-
isanie nosi nazwe okreslenia lub nadania interpretacji formule zdaniowej (zmi-
ennej zdaniowej).

Aby moc prowadzi¢ wnioskowanie logiczne potrzebny jest zbior formut defini-
ujacych pewng wiedze oraz reguly dla ich przetwarzania. Reguty przetwarza-

nia wiedzy zazwyczaj formutowane s3 w postaci schematu:
przestanki reguty

konkluzje

Przyktadem reguty wnioskowania jest popularna reguta modus ponens o

nastepujacym schemacie:
o, = f3

6

Na przyktad, dysponujac przestankami oo = pada deszcz oraz (3 = jezeli pada
deszcz to ulice sq mokre (logicznie: pada deszcz = ulice sa mokre) mozemy
skorzystac¢ z reguty modeus ponens wnioskujac wg schematu:

pada deszcz, pada deszcz = ulice sg mokre

ulice sg mokre

Otrzymujemy zatem konkluzje, ze ulice sa mokre, ktora stanowi nowo wyd-
edukowany fakt.
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Logika

Spéjniki i formuly logiczne

Z formul atomowych bardziej ztozone formutly budowane sa przy pomocy
odpowiednich spdjnikow logicznych. Najczescie] stosowane sg nastepujace
spojniki logiczne:

e — — negacja,

e A\ — koninkcja,

e V — alternatywa,

= — implikacja (moze by¢ rowniez postaci <),

< — rownowaznosé (implikacja dwustronna).

Przy wykorzystaniu powyzszych spéjnikéw logicznych i symboli formut zdan-
iowych (formul atomowych) buduje sie bardziej zlozone formuty logiczne
rachunku zdan. Nie wszystkie jednak mozliwe do utworzenia napisy beda
formutami. Ponizej podano definicje poprawnie skonstruowaych formut.

Definicja 52 Formuty rachunku zdan Niech P bedzie zbiorem symboli
formut atomicznych. Zbior poprawych formut rachunku zdan (krétko: for-
mut) FORjest zdefiniowane rekurencyjnie jak nastepuge:

1. Jezelip € P top € FOR,
2. Jezeli p € FOR to (—¢) € FOR,

9. Jeseli ¢, € FOR to (b A ¢) € FOR, (b V &) € FOR, (b = ¢) €
FOR oraz (Vv < ¢) € FOR,

4. Wszystkie formuty muszg byé generowane zgodnie 2z powyzszymi
requtams.
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Logika

Semantyka rachunku zdan

Formutom atomowym i ztozonym przypisywana jest ocena prawdy lub falszu.
Aktualna ocena formuty zalezy od przypisania wartosci logicznych wystepujg-
cym w niej formutom atomowym oraz od konstrukcji samej formuty. Ponizej
wprowadzono wazne pojecie interpretacyi formul atomowych w rachunku
zdan.

Definicja 53 Niech P bedzie zbiorem rozwazanych symboli formut atom-
owych a T wyréznionym zbiorem wartosci logicznych, tj. T = {true, false}.
Interpretacja symboli zbioru P nazywa sie kazdg funkcje postaci:

[:P—T

przyporzgdkowujgcq kazdemu symbolowi formuty atomowej wartosé logiczng
prawdy albo fatszu.

Interpretacja okresla zatem czy dana formuta atomowa jest uznawana za
prawdziwg czy tez falszywa. Przy danej interpretacji formuta moze byé
prawdziwa lub fatszywa; w przypadku gdy interpretacja nie przypisywataby
jednoznacznie wartosci logicznej prawdy albo fatszu wszystkim symbolom
rozwazanego zbioru, interpretacje taka okresla sie jako niepelng lub czes-
ciowq.

Definicja 54 Dwie formuty ¢ oraz Y majgce identyczng warto$é log-
iczng przy kazdej interpretacji I (I(¢) = 1(v)) nazywamy logicznie

rOwnowaznymi.

Pojecie interpretacji nalezy rozszerzyé na zbior wszystkich formut FOR.
Odpowiednia definicja ma charakter rekurencyjny.
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Logika

Semantyka — okres§lanie warto$ci logicznej formutl

Definicja 55 Niech P oznacza zbior rozwazanych symboli formut atom-
owych, T — dwuelementowy zbior wartosci logicznych, a I — interpretacje.
Interpretacja I przypisuje wartosci logiczne wszystkim formu@lom ¢, ¢ ze
zbiroru FOR, tzn.:

I: FOR — T,

utworzonym wytgcznie w oparciu o symbole wystepujgce w P zgodnie z
nastepujgcymi zasadamai:

1. I(—9) true wtw. gdy 1(¢) = false oraz [(—¢) = false wtw. gdy

(o)

2. I(¢p N) = true wtw. gdy 1(¢) = true oraz 1(v) = true; w pozostatych
przypadkach I(p N\ ) = false,

tru

3. I(¢p V) = true wtw. gdy 1(¢) = true lub 1(v) = true; w pozosta@lym
przypadku 1(¢ V 1)) = false,

4. I(¢p = ) = true wtw gdy I(¢) = false lub 1(¢) = true oraz jed-
noczesnie 1(1)) = true; w pozostatym przypadku I(p N\ ) = false,

5. 1(¢p < V) = true wtw. gdy I(p) = 1(v)); w pozostatych przypadkach
I(¢p < ) = false.

Powyzsza definicja pozwala rekurencyjnie ustali¢ wartosé logiczna dowolnie
skonstruowanej i dowolnie zlozonej poprawnej formuty rachunku zdan o ile
tylko znane sg wartosci logiczne wszystkich wystepujacych w niej formut
atomowych.
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Logika

Tabele wartos$ci logicznych

Zamiast symboli prawdy i falszu czesto stosujemy zapis uproszczony: 1 zami-
ast prawdy i 0 zamiast falszu. Tablica prawdy dla negacji przybiera postacé:

P
1
0

e =lks]

Tablica prawdy dla koninukcji przybiera postaé:

PG

==k
— O = O
—_ o O Ol >

Tablica prawdy dla dysjunkcji przybiera postac:

bvyg

==k
— O = O
— == o<

Tablica prawdy dla implikacji przybiera postacé:

P qg|p=4g
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1
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Sematyka rachunku zdan

Czesto podana powyzej definicja przedstawiana jest w formie jest tabeli ilus-

Logika

trujacej podane zaleznosci logiczne (patrz ponizej).

¢ Y | 29 | 9ANY | 9VY | 9= | 9P
true | true | false | true true true true
true | false | false | false | true true true
false | true | true | false | true true false
false | false | true | false | false true true

Semantyke wybranych funkcji mozna definiowaé¢ za pomoca sprowadzenia
jej do réwnowaznej formuly zawierajacej symbole koniunkcji, dysjunkcji i

negacji.

¢« )= =pV,
e P Y= (d=>U)N (¢ =),

e 9|t = =(¢p A1) — funkeja (kreska) Sheffera, jest to tzw. funkcja NAND;

inna notacja ¢ A 1,

e ¢ | ¥ = (¢ V1) - funkcja (strzatka) Pierce’a, jest to tzw. funkcja

NOR; inna notacja ¢ V 1,

e PP Y = (—pAY)V (p A1) — funkcja alternatywy wykluczajacej, jest

to tzw. funkcja EX-OR,

e =V Y oraz ¢ V - — funkcje zakazu lub réznice niesymetryczne.

Ogolnie dla n argumentéw wejsciowych mozna skonstruowaé¢ 22" réznych

funkcji, a wiec dla n = 2 jest 16 réznych funkcji.

45




Logika

Wazniejsze prawa logiczne

e ——p = p — prawo podwdjnego przeczenia,

e p/Aq = q/p— prawo przemiennosci koninkcji,

e pV q=qVp— prawo przemiennosci alternatywy,

e (pANq) AT =pA(qAr)— prawo tacznosci koninkcji,
e (pVq)Vr=pV(qVr)—prawo tacznosci koninkcji,

e (pVg)AT = (pAT)V(qAT)— prawo rozdzielnosci koninkcji wzgledem
alternatywy,

e (pAqQ)Vr = (pVr)A(qVr)— prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem
koninkcji,

e p A p = p— prawo idempotentnosci dla koninkcji,

e pV p = p— prawo idempotentnosci dla alternatywy,
e pA0O=0,pA1l=p-— prawo identycznosci,

e pV0O=p,pV1=1-prawo identycznosci,

e pV —p =1 - prawo wytaczonego srodka,

e p A =p = (0 — prawo sprzecznosci,

e 2(pAq) = -(p)V —(q) — prawo De Morgana,

e =(pVq) = —(p) A —(q) — prawo De Morgana,

e p = q = —q = —p — prawo kontrapozycji,

e p = q = —pV q — okreslenie implikacji za pomoca alternatywy.
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Postacie specjalne formul logicznych

Normalna postaé¢ koniunktywna

Kazda formuta logiczna rachunku zdari moze byé sprowadzona do postaci
rownowaznej, w ktorej formuty atomowe i ich negacje beda potaczone sym-
bolem alternatywy, a tak utworzone formuly — symbolem koniunkcji; jest to
tzw. normalna postacé koniuntywna, CNF' i przybiera nastepujaca forme:

(M VpaV.ooo) A V@V . ..q)N...(s1VS$2V...5,).

Normalna postaé¢ dysjunktywna

Kazda formuta logiczna rachunku zdan moze byé¢ sprowadzona do postaci
rownowaznej, w ktorej formuty atomowe i ich negacje beda potaczone sym-
bolem koninkcji, a tak utworzone formuty — symbolem alternatywy; jest to
tzw. normalna postaé dysjunktywna, DNF i przybiera nastepujacg forme:

(pl/\pg/\...pk)\/(ql/\q2/\...ql)\/...(31/\82/\...Sm).

Normalna posta¢ prawdy/jedynki oraz falszu/zera

Formuta zawsze prawdziwa zawierajaca n zmiennych zdaniowych moze zostaé
przedstawiona w postaci DNF w jednoznaczny sposéb i sktada sie ona z 2"
r6znych koniunkcji, kazda o n sktadowych, np.:

1 = pqr V pgr N pgr NV pgr N pqr N pgr N pgr NV pgr - (DNF)

Formuta zawsze falszywa zawierajaca n zmiennych zdaniowych moze zostaé
przedstawiona w postaci CNF w jednoznaczny sposob i sktada sie ona z 2"
roznych dysjunkcji, kazda o n sktadowych, np.:

0 = pqr A pgr A pgr A pgr A pgr A pgr A pgr A pgr -~ (CNF)
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Zwiazki pomiedzy zdaniami logicznymi

Zdanie proste

p=4q
Zdanie odwrotne
q=7p
Zdanie przeciwne
-p = q
Zdanie przeciwstawne
-q = Tp
Kwadrat logiczny:
p=q =P

Rownowaznosé logiczna
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Metoda zerojedynkowa

Zastosowania metody zero-jedynkowej

Metoda zerojedynkowa polega na budowie i analizie matrycy logicznej
formuty; moze by¢ stosowana do:

o weryfikacji tautologii (dla kazdej interpretacji wartosé logiczna formuty
jest true,

o weryfikacji niespelnialnosci (dla kazdej interpretacji warto§é¢ logiczna
formuty jest false,

e badania rownowaznosci formul (dla kazdej interpretacji wartosci log-
iczne sg takie same),

o weryfikacji logicznej konsekwencji (dla kazdej interpretacji prawdziwosé
formuly musi pociaga¢ prawdziwosc jej konsekwencji),

e wyznaczania interpretacji przy ktorych formuta jest prawdziwa lub
falszywa.

Przyktad. sprawdzimy, ze formuta & jest tautologia.

d=(p=r)ANg=r) = ((pVyg=r)

p q r|lp=rig=r|(p=r)Ag=7r)|(pVey=>r|®
0 0 O 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 1
1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

49



Wprowadzenie do logiki

Przykltad zastosowania metody zero-jedynkowej
Zbadamy prawdziwos¢ implikacji logicznej postaci:

(p=q) A\ (r=s)
(pVr)=(qVs)

p g r s|ip=qlr=s|(p=>9ANr=3s)|pVr|iqVs|(pVr)=(qVs)
0 00 O 1 1 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0 1 1
0 01 O 1 0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
01 0 O 1 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 1 0 1 1
0 1.1 0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 O 0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 1 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 0 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

7 analizy kolumn 71 10 wynika, ze implikacja jest prawdziwa. Poza wierszami
7, 10, 12 i 15 zachodzi ponadto réwnowaznosé.
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Wprowadzenie do logiki

Wazniejsze reguly wnioskowania

e L — regula wprowadzania alternatywy,

pVyq
. % — reguta wprowadzania koninkcji,

. prq — reguta opuszczania koniunkcji,
o 1P ’;;Sq — reguta modus ponens (modus ponendo ponens),

o IZ429 — reguta modus tollens (modus tollendo tollens),

P
. W — regula ponendo tollens,
. ]@g’p — reguta ponendo tollens,
. % — reguta przechodniodci (reguta sylogizmu hipotetycznego),
pVr, -rVq X
o« S reguta rezolucji,
. % — odwrotna reguta rezolucji (konkluzja logiczna jest odwro-
cona,),
p=-q, T=8 :
® GuS(qvs)  Prawo dylematy konstrukcyjnego,
p=q, T=8 :
® GASans  brawo dylematy konstrukcyjnego.
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Sprowadzanie dowolnych formut do postaci
normalnych

Sprowadzanie do CNF/DNF

. P VU= (d=U)A (V= P) - eliminacja symboli réwnowaznosci,
2. ® = U = -P VU - eliminacja symboli implikacji,
3. =(=P) = ® — eliminacja zagniezdzonych negacji,

4. =2(PVV) = =P AV — zastosowanie prawa De Morgana do sprowadzania
symbolu negacji bezposrednio przed formute atomowa,

5. 2(PAY) = =V — zastosowanie prawa De Morgana do sprowadzania
symbolu negacji bezposrednio przed formute atomowa,

6. DV (WAY)=(PVWU)A(PVTY) - zastosowanie prawa rozdzielnosci
alternatywy przy sprowadzaniu do CNF,

7. OAN(WVY)=(PAY)V(PAT) - zastosowanie prawa rozdzielnosci
koninkcji przy sprowadzaniu do DNF.

Przyktad:

(-pVpVg=1Vvq=1.

Sprowadzenie do postaci normalnej formuly zawsze prawdziwej (zawsze
fatszywej) pozwala okresli¢ jej wartosé logiczna.
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Podstawowe definicje, okreslenia i twierdzenia

Definicja 56 Formuta jest nazywana:
e tautologia wtw. gdy jest prawdziwa przy kazdej interpretacyi,
e formuty falsyfikowalng gdy nie jest tautologiq,

e formuty spetnialng wiw. gdy istnieje taka interpretacja, przy ktorej for-
muta ta jest prawdziwa;

e formuty niespetnialng, formuty niesp6jna lub formutsy sprzeczng wiw.
gdy przy kazdej interpretacyi fromuta ta jest fatszywa;

o fomuta U jest logiczng konsekwencja formuty ®, co notujemy & = W
wtw. gdy dla kazdej interpretacyi przy ktorej ® jest prawdziwa réwniez
U jest prawdziwa;

e formuta V jest wyprowadzalna z formuty ®, co notujemy ® - U wiw.
gdy istnieje cigg regut dowodzenia pozwalajacy uzyskaé ¥ z P,

Konsekwencje tych definicji:

e formuta jest tautologia wtw. gdy jej negacja jest niespelnialna
(sprzeczna),

e formula jest niespelnialna wtw. gdy jej negacja jest tautologia,

e formuta nie jest tautologia wtw. dla przynajmniej jednej inteerpretacji
jest falszywa,

e formuta jest niesprzeczna wtw. gdy dla przynajmniej jednej interpretacji
jest prawdziwa,

o tautologia jest zawsze formula spelnialna (ale nie odwrotnie),

o formuta niespelnialna jest formula falsyfikowalna (ale nie odwrotnie).
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Zasady dowodzenia

Twierdzenia o dedukcji

Twierdzenie 10 Jezeli Ay, Ao, ... A, sq¢ formutami logicznymi (nazy-
wanymi aksjomatami), formuta Q0 (nazywana hipotezq lub konkluzjg) jest
ich logiczng konsekwencjg witw. gdy formuta Ay N Do N ... A, = Q jest
tautologiq.

Twierdzenie 11 Jezeli Ay, Ao, ... A, sq¢ formutami logicznymi (nazy-
wanymi aksjomatami), formuta Q (nazywana hipotezq lub konkluzjg) jest
wch logiczng konsekwencjg witw. gdy formuta Ay A Do A ... A, A =8 jest
Sprzeczna.

Problem dowodzenia twierdzei ma postaé: majac dane aksjomaty
Ay, Ao, ... A, uznane za prawdziwe wykaza¢ prawdziwos¢ hipotezy ). Tak
wiec nalezy wykazac, ze:

A ANA A LA, EQ

Stosowane sg nastepujace metody:

o sprawdzanie wszystkich mozliwych interpretacji (wada: duza zlozonosé
obliczeniowa),

o dowod wprost — korzystajac z aksjomatéw i regut dowodzenia generu-
jemy nowe formutly az do uzyskania formuty (2,

e dowodzenie tautologii — korzystajac z Tw.1 dowodzimy, ze formuta
A1 ANAs AL LA, = Q jest tautologia,

o dowod mnie wprost — to dowdd twierdzenia przeciwstawnego,
rownowaznego danemu. Polega na dowodzeniu twierdzenia postaci

ﬁQ}Z—!(Al/\Ag/\...An).

e dowod przez sprowadzenie do sprzeczmosci; korzystaja z Tw.2, polega
na wykazaniu sprzecznos$ci formuty:

AN WAWAV I NA WY S O
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Algebra Boole’a

Algebra Boole’a jest struktura matematyczng postaci:
<{07 1}7 VoA O: 1)7

gdzie dany jest zbioér dwuelementowy, dziatania alternatywy (sumy), koni-
unkeji (iloczynu) oraz negacji (dopelnienia), a takze element neutralny sumy
i iloczynu. Dla uproszczenia zapisu koniunkcje p A ¢ zapisujemy jako p - ¢
lub pq, a negacje —p jako p. Dziatania alegbry Boole’a spelniajg nastepujace
prawa:

e element neutralny: pvV 0 =p, p-1=p,

identycznosé: pvV1=1,p-0=0,

idempotentnosé: pVp=p, p-p=np,

dopetnianie: pVp=1,p-p =0,

przemienno$¢: pVqg=qVp, pANqg=qADp,

tacznosé: (pVq)Vr=pV(qVr), pAqQ Ar=pA(gAT),

rozdzielnosé: pVv (gAr) = (pVo) A(pVr),pA(gVr) = (pAq)V(pAT),

pochtanianie: (p Aq)Vp=mp, (pVq) Ap=np,

prawa De Morgana: pVg=pAq, pANqg=pVq.

Przyktadami algebr Boole’a sa:
o Algebra zerojedynkowa: ({0,1},V,A,—,0,1),
e Zbiory: (2% M,U, X,0,5),
e Ciagi zerojedynkowe o dtugosci n:

{ppp...p:p€{0,1}},V,A,—,000...0,111...1).
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Funkcje Booleowskie

Niech B = {0, 1}. Funkcja booleowska n-argumentows nazywamy dowolna
funkcje typu:

f: B"— B.
W ogolnym przypadku istnieje 22" réznych funkcji booleowskich. Dla n = 1
mamy cztery funkcje, dla n = 2 jest ich 16 a dla n = 3 az 256.

Przyktad funkcji 3-argumentowe] przedstawiono ponize;.

warto$¢ |p ¢ r | f(p,q,7)
0 0 0 O 0
1 0 0 1 0
2 0 1 0 0
3 0 1 1 1
4 1 0 O 0
5 1 0 1 1
6 1 1 0 1
7 1 1 1 1

Funkcja f dla p = 0 realizuje koniunkcje pozostalych argumentéw, a dla
p = 1 —ich alternatywe; mozna wiec ja zapisa¢ w postaci:

fp.q;r)=p-(q-r)Vp-(qVr)
Inna postaé tej funkcji:
fp,ar)=p-q-rVp-q-rVp-q-TVp-q-r.
Uzywany jest tez inny wygodny zapis:

f<p7Q7T> - 2(37 5, 6, 7)

Wyrazenia postaci x -y - z, lub prosciej xyz, gdzie x = plub x = p, y = ¢ lub
y = qoraz z = r lub z = 7 nazywamy atomami (iloczynami) w B3. Roznych
takich atomoéw jest 2". Kazda funkcje mozna przedstawié¢ jako sume atoméw.

Postaé minimalna:

fp,q,7r)=p-qVp-rVVg-r.
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Wyrazenia booleowskie

Wyrazenia booleowskie stuza do zapisu i definiowania funkcji booleowskich.

Definicja 57 Niech  bedg dane symbole  zmiennych  booleowskich
D1, P2, - - -5 Pn. Wyrazeniem booleowskicm jest:

o symbol 0, 1 oraz kazdy z symboli p1,po, ..., pn,

e jezeli Py 1 Py sa wyrazeniami booleowskimi, to rowniez PV Py, Py N\ Py
oraz Py (Py) sa wyrazeniami booleowskimi.

Kazde wyrazenie booleowskie definiuje pewna funkcje booleowska. Wartosci
tej funkcji dla konkretnego wyrazenia wyznaczamy stosujac reguty algebry
Boole’a.

Dwa wyrazenia booleowskie nazywamy réwnowaznymi gdy definiuja one
identyczne funkcje.

[loczynem minimalnym n zmiennych booleowskich nazywamy koniunkcje
(atom w B") n zmiennych; zadna zmienna nie moze sie powtarzac.

Kazda funkcje i kazde wyrazenie booleowskie mozna przedstawié w
rownowaznej postaci sktadajacej sie z samych iloczynéw minimalnych - jest
to tzw. posta¢ kanoniczna (posta¢ normalna alternatywno-koniunkcyjna).
Okreslenie postaci kanonicznej polega na wskazaniu ktére iloczyny minimalne
wchodzg (+) do definicji funkeji, a ktore nie wchodza (—).

iloczyn | f(p,q,r) | czy wchodzi
pqr
pqr
pqr
pqr
pqr
pqr
pqr
pgr

— === O O O O3

O O == O O

—_ O = O = O = O3

— == O RO OO
|

o+

o7



Bramki logiczne

D
D= i

—) —

Rysunek 2: Symbole bramek logicznych
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Uklady logiczne

Z bramek logicznych mozna budowaé¢ dowolnie ztozone uktady logiczne.

\

out(X2)=1

inl(A):]

Al

Al 0l

Rysunek 3: Przyktad uktadu logicznego — sumator.

29



Analiza ukladoéw logicznych

Analiza uktadéw logicznych polega na rekonstrukcji funkcji logicznej reali-
zowanej przez zadany uktad logiczny. Mozna, to zrobié¢ postugujac sie matryca
logiczng uktadu. Dla uktadu z Rys. 2 mamy:

inpl(X1) inp2(X1) inp(A2) | X1 Al A2 | out(X2) | out(O1)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0 1 0
0 1 1 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 0 1 0 1 1

Na postawie powyzszej tabeli mozna odtworzyé funkcje w postaci kanon-
icznej; dla uproszczenia podstawmy inpl(X1) = p, inp2)X1) = ¢, inp(A2) =
c. Mamy:

out(X2) = pge V pqc N pge V pqc,

out(O1) = pgc V pge V pqc V pqc.
Mozna tez okresli¢ postacie minimalne dla tych funkc;ji:
out(X2) = pge V pqc \V pge V pqc,

out(O1) = pq V pcV qce.
Posta¢ minimalna i kanoniczna funkeji out(X2) sg identyczne.

Funkcje tego uktadu mozna tez okreslié bezposrednio w oparciu o schemat;
jednak jest ona bardziej skomplikowana i trudna do dalszej analizy.
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Synteza ukladow logicznych

Synteza uktadow logicznych polega na zaprojektowaniu struktury sieci log-
icznej realizujgcej okreslong funkcje. Funkcja ktorg nalezy zrealizowaé moze
byé¢ zadana:

e ekstensjonalnie — w postaci tabeli wej$cia-wyjscie,
e intensjonalnie — w postaci wyrazenia logicznego (booleowskiego).
Etapy projektowania obejmuja:

o specyfikacje funkcji (np. werbalna, w postaci zestawu warunkow),
e budowe tablicy opisujacej relacje wejscia-wyjscia,

e generacje funkeji,

e minimalizacje i ew. faktoryzacje funkc;ji,

e implementacje z wykorzytaniem zadanych bramek logicznych.

Tablica definiujaca funkcje budowana jest w oparciu o werbalng specyfikacje
funkcji, np.:

Zaprojektowaé uktad do glosowania, o trzech wejsciach, ktory
daje na wyjsciu 1 o ile przynajmniej na dwoch wejsciach pojawig

sie jedynkz.
p g r|flpgr)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1
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Synteza ukladow logicznych

Dla tabeli specyfikujacej dziatanie funkcji mozna latwo zbudowaé postac
kanoniczng funkcji. W tym celu nalezy:

e uwzgledni¢ jedynie te wiersze tabeli, w ktorych na wyjsciu uktadu jest
L,

e dla kazdego takiego wiersza zbudowaé iloczyn minimalny zawierajacy
wszystkie zmienne wejsciowe,

e jezeli w danym wierszu zmienna wejsciowa przyjmuje wartosé¢ 1 to w
iloczynie minimalnym wystepuje bez negacji,

e jezeli w danym wierszu zmienna wejsciowa przyjmuje wartos$é 0 to w

iloczynie minimalnym wystepuje z negacja,

e wygenerowane iloczyny minimalne potgczyé symbolem alternatywy.

Postaé¢ kanoniczna tej funkcji:
flp,q,r)=p-q-rVp-G-TVp-q-TVp-q-r.

Posta¢ kanoniczna jest zwykle zbyt rozbudowana, aby wykorzystaé ja
bezposrednio do syntezy uktadu. Nalezy zatem dokonaé¢ minimalizacji funkcji
korzystajac z praw algebry Boole’a.

Minimalizacja moze przebiegaé¢ nastepujaco:
ﬁqr\/p.@r\/p.qf\/pqr:
P-q-rVp-qr)V(p-q-rVp-q-T)V(p-qTVp-q-rT)=
q-rVp-rVp-q.

Dla realizacji tej funkcji potrzeba 3 bramki AND i 2 bramki OR.

Dla realizacji funkcji z wykorzystaniem bramek NAND stosujemy przeksz-
talcenie: f(p,q,7)=q-vVp-rVp-q=pq-pr-qr. (4 bramki NAND).
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Minimalizacja 1 przeksztalcanie wyrazen

Minimalizacje i przeksztalcanie funkcji logicznych mozna prowadzié¢ z wyko-
rzystaniem regul algebry Boole’a; pozwalaja one zachowaé¢ réwnowaznosé
wyrazerl booleowskich (funkeji). Przy minimalizacji szczegolnie uzyteczne sa
nastepujace reguty:

Regula sklejania wyrazen iloczynowych

Niech beda dane dwa iloczyny literatow postaci x1xo ... x;_1px;y1 ...z, Oraz
X1%o ... 1DTiv1 ... Ty, Kktore sa identyczne poza i-tg pozycja na ktorej
wystepuja literaly komplementarne. Iloczyny te mozna zastapié¢ jednym
iloczynem wg nastepujacego schematu:

19 ... Li— 1P Ljy1-..Ly, T1T9y ... xi_lﬁ Litl-.-Tp
11X ... Ti—1—Ljg1...-Tp

Symbol — oznacza dowolng warto$é i moze zosta¢ pominiety; otrzymamy
wowczas skrocony iloczyn postaci x1xo ... 2, 1T ... Ty.

Regutla pochlaniania wyrazen iloczynowych

W trakcie redukcji wyrazen booleowskich moze okazaé sie, ze pewne wyraze-
nia przestaja by¢ niezbedne dla zapisu funkcji — staja sie one nadmiarowe
i jako takie moga by¢ usuniete. Niech beda dane dwa iloczyny literatow
postaci x5 ...z, oraz y1ys .. .y,. Powiemy, ze zachodzi pochtanianie:

T1T2 ... Tp = Y1Y2...Yn

wtw. gdy dla kazdego i, x; = y; lub z; = —. Inaczej, wyrazenie
pochtaniajace przyjmuje wartosé¢ 1 zawsze gdy wyrazenie pochtaniane przyj-
muje wartos¢ 1. Wyrazenie pochtaniane 3115 ...1, mozna wyeliminowaé
(bez wplywu na réwnowazno$¢; pamietajmy, ze T1ZTy...Tj 1Tiy1... Ty =
1Ty .o Ti]— Tt -« - Tp).
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Tablice Karnaugha

Tablice Karnaugha stanowia wizualne narzedzie wspomagajace minimalizacje
wyrazen booleowskich i funkcji logicznych. Istota tablic Karnaugha polega na
uwidocznieniu wyrazen, ktére moga podlegaé sklejaniu w postaci sgsiednich
pol odpowiednio skonstruowanej tablicy.

x2x3 x2x3
00 o1 11 10 00 01 11 10

ol [N elC D
! U ! L

xX2x3 x2x3
00 01 11 10 00 01 11 10

1o *tol -

x3x4 x3x4
00 01 11 10 00 01 11 10
x1x2 00 ( ) x1x2 00 (: )
01 r ] 01
11 I I I l 11 I I
o (U 1o . J
x3x4 x3x4
00 01 11 10 00 , 01 11, 10
x1x2 00 ) (T x1x2 00 L J
o1 01

11 r 1 11
10 || J 10 1

Rysunek 4: Przyktady tablic Karnaugha,
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Zasady sklejania w tablicach Karnaugha

Konstrukcja tablic Karnaugha jest taka, ze kazde dwie sasiednie kratki specy-
fikuja iloczyny logiczne réznigce sie dokladnie na jednej pozycji; pola takie
mozna zatem sklei¢, analogicznie jak iloczyny zmiennych.

Obowiazuja nastepujace zasady sklejania:

e oznaczenia kratek:
- n=2: 00, 01, 11, 10,
- n = 3: 000, 001, 011, 010, 110, 111, 101, 100.

e sklejaniu podlegaja wszystkie pola zawierajace 1; pola zawierajace —
moga, ale nie musza by¢ pokryte (sa one uwzgledniane w miare potrzeb),

e ilo§¢ zaznaczonych kratek musi byé potega dwojki,

e sklejane obszary muszag mieé¢ ksztalt prostokata; sklejane moga
by¢ réwniez “prostokaty” skonstruowane na zasadzie sasiedztwa pol
rozmieszczonych symetrycznie na krawedziach,

e nalezy wykorzystaé¢ prostokaty pokrywajace jak najwiekszg liczbe je-
dynek,

e juz pokryte jedynki mozna wykorzysta¢ do ponownego sklejania, o ile
jest taka potrzeba,

e dla danego prostokata budowany jest iloczyn zmiennych, przy czym:

— jezeli wewnatrz obszaru dana zmienna przyjmuje stale wartosé 1,
to jest uwzgledniana bez negacji,

— jezeli wewnatrz obszaru dana zmienna przyjmuje stale wartosé 0,
to jest uwzgledniana z negacja,

— jezeli wewnatrz obszaru dana zmienna przyjmuje wartosé 11 0, to
jest pomijana.
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Przyktad syntezy: sumator jednobitowy

Specyfikacja zadania

Nalezy skonstruowa¢ uktad logiczny stanowigcy sumator jednobitowy,
uwzgledniajacy rowniez przeniesienie. Na wejSciu sumatora mamy dwa
sumowane bity (sygnaly p i q) oraz bit przeniesienia c. Na wyjsciu suma-
tora mamy bit wyniku s oraz bit przeniesienia t. Bit wyniku s jest réwny 1
wtedy i tylko wtedy gdy suma sygnalow wejsciowych jest nieparzysta (jedna
albo trzy jedynki). Bit przeniesienia t jest rowny 1 wtedy i tylko wtedy gdy
sumowane sg co najmniej dwie jedynki. Odpowiednig tablice specyfikacji
funkcji s i t podano ponize;j.

el el el ==e ks
——_ O O = = O O
— O = O = O = OO
—H OO KRR ORHOl®
= O - OO O

Postacie kanoniczne funkcji s i t moga by¢ odczytane bezposrednio z tabeli;
na tej podstawie mozna wypelni¢ odpowiednie tabele Karnaugha. Otrzy-
mane postacie minimalne funkeji s i ¢ sg nastepujace:

§ = pgc V pgcV pgc V pqc,
t=pqV pcV qc.
Inna posta¢ z wykorzystaniem EX-OR): s =p®qg®c,t =pqV (p® q)c.
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Metoda Quine’a—McCluskeya

Metode Quine’a—McCluskeya (zwana tez metoda implikantow) przedstawimy
na przyktadzie minimalizacji funkcji logicznej czterech zmiennych:

fla,b,c,d) = ¥(5,7,8,9,10,11, 13, 15)

Proces minimalizacji rozpoczniemy od uporzadkowania zbioréw iloczynéw
pelnych funkcji w taki sposob, aby poszczegélne grupy zawieraly iloczyny
pelne o takiej samej liczbie jedynek.

alblc|d
8 |110]0]|0
510101
9 11|10]0]1
10/1/0]|1]0
710111
11(1]0]1(1
13/1]1]01(1
151111

Nastepnie poréwnujemy kazda kombinacje nalezaca do danej grupy z kazda
kombinacjg nalezaca do grupy nastepnej. Jezeli poréwnywane kombinacje
roznig sie od siebie tylko na jednej pozycji, to taczymy je w nowg kombinacje,
W omawianym przyktadzie

wpisujac w rozrozniajace je miejsce znak ..

otrzymujemy nastepujaca posta¢ tabeli:

8,9
8,10

5,7
5,13
9,11
9,13
10,11
7,15
11,15
13,15

e}

e e e = i e B~V
= =IO ] OO oo
el e e el = E o™

[ = T B B

D
-



Kontynuujac procedure taczenia, usuwamy powtarzajace kombinacje. Proce-
dure taczenia konczymy, gdy nie ma mozliwo$ci dokonywania dalszych taczen.
Kazda kombinacja nie podlegajaca dalszemu laczeniu jest nazywana imp-
likantem prostym. W omawianym przyktadzie otrzymujemy:

alb|lc|d
8,9,10,11 |1 |0 | —|—
5,7,13,15 | — |1 |- |1
9,11,13,15 |1 |- |- |1

Nastepnie tworzymy tabele, w ktoérej wiersze odpowiadajg otrzymanym im-
plikantom prostym, a kolumny wszystkim ,prawdziwym” iloczynom pelnym,
przedstawionym w defnicji funkcji. Analizujac tabele stawiamy znak ,x” w
tych polach, ktore lezg na przecieciu kolumny reprezentujacej dany iloczyn
pelny (w postaci liczby dziesietnej) oraz wiersza odpowiadajacego implikan-
towi prostemu, ktory 6w iloczyn pelny zawiera.

W naszym przykladzie wyglada to nastepujaco:

5178191011 ]13 |15
8,9,10,11 | a—b X |[X| X | X
5 713,15 | bd | x| x X | X
9,11,13,15 | ad X X | X | X

Uproszczona funkcja, rownowazna funkcji minimalizowanej, moze by¢ otrzy-
mana w postaci sumy wybranych implikantow prostych. Wybor implikantéw
prostych jest przeprowadzony tak, aby pokrywaly one wszystkie rozwazane
iloczyny petne. W naszym przyktadzie mozna orzymaé¢ w ten sposéb dwie
funkcje odpowiadajace funkcji minimalizowane;j:

fl(a7 b7 C, d) — CLZ_) -+ bd
f2(a7 b7 C, d) — CII)-’— bd"‘ ad
Ostatecznie najprostszg postaé¢ ma funkcja f; zatem:

fa,b,c,d) =%(5,7,8,9,10,11,13,15) = ab + bd
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Rachunek predykatow pierwszego rzedu

Dotychczas prezentowane w toku wyktadu elementy logiki matematyczne;
opieraly sie gtéwnie o tzw. rachunek zdar.

Definicja 58 Rachunek zdari (ang. propositional calculus) to dzial logiki
matematycznej badajgcy zwigzki miedzy zdaniami (zmiennymi zdaniowymsi)
lub funkcjami zdaniowymi utworzonymi za pomocq spojnikow zdaniowych
ze zdan lub funkcyi zdaniowych prostszych. Rachunek zdan okresla sposoby
stosowania spojnikow zdaniowych w poprawnym wnioskowaniu.

Rachunek zdan jest rozstrzygalny, tj. mozemy obliczy¢ wartos¢ dowolne;j
formuty.

Rachunek predykatéw pierwszego rzedu

Jesli chcemy opisaé jaki§ wycinek rzeczywistosci, to czesto rachunek zdan
okazuje sie nie wystarczajacy. Brakuje aparatu matematycznego umozliwia-
jacego operowanie na abstrakcyjnych obiektach; nie pozwala to na opisywanie
praw, ktérym te obiekty moga podlega¢. Rachunek predykatéw pierwszego
rzedu wprowadza tego typu mechanizmy i stanowi punkt wyjscia dla wielu
systemow formalnych.

Definicja 59 Alfabet rachunku predykatow pierwszego rzedu tworzq nastepu-
jagce rodzaje wyrazen:

o zmienne indywiduowe:
T1,T2y ...,

o n—argumentowe symbole funkcyjne (n > 0):

f??fg)"')

(symbole O-argumentowe nazywamy statymi indywiduowyms)

o n—argumentowe symbole predykatowe (n > 0):
PPy
(symbole O-argumentowe nazywamy statymi zdaniowymi)
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e symbole logiczne:
_\7 i? v
zwane odpowiednio negacjq, implikacjg oraz kwantyfikatorem ogolnym.

Definicja 60 Zbior termow jest najmniejszym zbiorem spetniajgcym
nastepujgce warunks:

e stale indywiduowe sqg termami
e zmienne mdywiduowe sg termami

o jesli [ jest symbolem funkcji n—argumentowej, a tq,...,t, s¢ termams,
to takze f(ty,...,t,) jest termem.

Definicja 61 Jesli P jest symbolem relacji n—argumentowey, ti,...,t, sq
termami, to P(ty1,...,t,) jest formutq atomowq (atomem).

Wystapienie zmiennej nazywamy zwigzanym wtedy gdy znajduje sie w za-
siegu dziatania kwantyfikatora, natomiast gdy nie jest ono zwigzanym jest
nazywane wystgpieniem wolnym.

Definicja 62 Zmienna jest wolna w danej formule, jesli przynajmnie; jedno
jej wystgpienie w tej formule jest wolne.

Zmienna jest zwigzana w danej formule, jesli przynajmnie; jedno jej wys-
tgpienie w tej formule jest zwigzane.

Definicja 63 Formute bez zmiennych wolnych nazywamy formuly
zamkniety lub zdaniem.

Definicja 64 Zbior formul jest naymniejszym zbiorem  spetniajgcym
warunks::

e atomy sq formutami,
o jesli v i B sq formutami, to (—a) oraz (o = (), sq¢ formutami,
o jesli a jest formutq, = jest zmienng wolng w a, to (Vx) « jest formutq.
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Dla uproszczenia zapisu wprowadzamy symbole takie jak: A, V, &
, 3 nazywane: koniunkcjg, alternatywa, réwnowaznoscig, kwantyfika-
tor szczegOlowym (egzystencjalnym). Sa one definiowalne za pomoca
wymienionych trzech: -, =V, w nastepujacy sposob:

eaVp=-a=p

e aNf = ~(a= —f)

casf=(a=B)AB=a)=(a=0) =3 a)

e (Fx)P(z) = ~((V2)=P(x))
Definicja 65 Interpretacjq formuly o nazywamy pare (D, m), gdzie D
(dziedzina) jest niepustym zbiorem, zas m takq funkcjg przyporzedkowujgcg

wartosé statym, symbolom funkcyjnym i predykatowym wystepujgcym w o,
ze:

o kazemu symbolow: statej idywidutowej jest przyporzedkowany element
zbioru D,

o kazdemu n—argumentowemu symbolow: funkcynemu f" przyporzgd-
kowane jest odwzorowanie z D" w D,

e kazdemu n—argumentowemu symbolow: predykatowemu P" przyporzqd-
kowane jest odwzorowanie z D" w {0,1}

o kazdemu symbolow: statej zdaniowej jest przyporzgdkowany element ze
zbioru {0, 1} wartosci logicznych.

Niech AS(Z) bedzie zbiorem wszystkich wartosciowan zmiennych w inter-
pretacji Z = (D, m) to znaczy wszystkich funkcji v okreslonych na zbiorze
funkcji indywidutowych takich, ze v(zy) € D.

Definicja 66 Wartosé termu dla ustalonej interpretacji T = (D, m) oraz
wartosciowania v € AS(I) okresla sie nastepujgco:
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o Wartz,(zr) = v(zy)
m(fy)
o Wartz,(fi(t1,...,tn)) = m(fi) (Wartz,(t1),. .., Wartz,(t,))

o Wartz,v(flg)

Definicja 67 Wartosé formuly atomowej dla danej interpretacji T =
(D, m) oraz warto$ciowania v € AS(Z) okresla sie nastepujgco:

o Wartz,(PY) =m(PY)
o Wartz,(Pl'(t1,...,tn) = m(Pl)(Wartz,(t1), ..., Wartz,(t,))

Niech AS?(Z) dla wartosciowania v € AS(Z) oraz zmiennej indywiduowej z,
bedzie zbiorem wszystkich wartosciowan v’ takich, ze dla dowolnej zmiennej
indywiduowej y réznej od x zachodzi v'(y) = v(y). To znaczy, wartosciowania
7 ASY(I) moga roznié sie jedynie wartosciami dla zmiennej .

Definicja 68 Wartosé formuly zlozZonej zalezy wylgcznie od wartosci
symboli wystepujgcych w tej formule:

1,  jesli Wartz,,(a) =0
0, w przeciwnym przypadku

Wartz ,(—a) = {

0, jesli Wartz,(a) =1iWartr,(6) =0
1, w przeciwnym przypadku

Wartr (o= ) = {

1, jesli Warty (o) = 1dla kazdego v € AS*(T)
0, w przeciwnym przypadku

Wartz,((Vx)a) = {
Wtlasnosci formutl

e Formuta « jest spetniona przy interpretacji Z oraz warto$ciowaniu v €
AS(T) wtedy i tylko wtedy, gdy Wartz,(a) = 1.
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e Formula « jest prawdziwa przy interpretacji Z wtedy i tylko wtedy,
gdy Wartz,(a) = 1 dla kazdego wartosciowania v € AS(Z). Mowimy
wowczas, ze Z spetnia «, tzn. Z jest modelem dla a.

e Formula o jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka interpre-
tacja Z oraz warto$ciowanie v € AS(Z), przy ktorych wartosé formuty
a wynosi 1.

o Formula « jest prawdziwa (jest tautologia) wtedy i tylko wtedy, gdy
kazda interpretacja Z spelnia a.

e Formuta « jest falsyfikowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
interpretacja Z oraz wartosciowanie v € AS(Z), przy ktorych wartosé
formuty o wynosi 0.

e Formuta « jest falszywa przy interpretacji Z wtedy i tylko wtedy,
Wartz,, (o) = 0 dla kazdego wartosciowania v € AS(Z).

e Formuta « jest falszywa wtedy i tylko wtedy, gdy formuta « jest fatszywa

przy kazdej interpretacji Z.

Przyktlad:
Rozwazmy zdanie:

([131 + 5 < [132) = (2 < 1’1), gdzie T, Ty € N

operuje ona na dwoch zmiennych indywiduowych xqi x9, ktérych dziedzing
D sa liczby naturalne N. Liczby 5 1 2 sg stalymi indywiduowymi. Wystepu-
jaca tu operacja dodawania moze zostaé przedstawiona w postaci funkcji o
jednym argumencie g : N — N, a wyrazenia objete nawiasami potraktujemy
jako predykaty dwuargumentowe P.. Sama formuta o odpowiadajaca temu
zdaniu przybiera wtedy postac:

Oé(.iUl,.ﬁl)'Q) — (P<<f_|_5($1),£l}'2) = P<(27x1))7 gdZie X1, T2 c N

przy czym interpretacja Z symbolu funkcyjnego f.5 bedzie przyporzad-
kowywata mu odwzorowanie g:
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m(fi5) =ggdzieg: NxN—-=Nigx)=z+5

a symbolowi predykatowemu P. odwzorowanie h:

m(P-) = h gdzie h : N x N — N jest zadane wzorem:

1 gdyx < x4
0 gdy—(x1 < x9)

h(w1,zs) = {

Pozostaje zatem jeszcze wyznaczyé wartoSciowanie dla zmiennych indywid-
uowych x1,xs. Niech zatem v; € AS(Z) bedzie zdefiniowane nastepujaco:
vi(x1) = 3 oraz vi(w9) = 10. Przy takim wartoSciowaniu zmiennych xy, z9
mamy;

Wartz v, (P<(fi5(21), 22)) = m(Po)(Wartz, (f45(21)), Wartr,, (22)) =

= h(m(fys)(Wartz,, (1)), Wartr,, (22)) = hg(oi(z1)), 0i(22)) =
h(g(3),10) = h(8,10) =1

zatem wartoSciowanie pierwszego uzytego w formule predykatu jest réwne
1 — tzn. przy takiej interpretacji oraz wartosciowaniu jest on prawdziwy.
Podobnie mozna pokazaé¢, ze Wartz,, (P<(2,21)) = 1 a w konsekwencji
warto§ciowanie calej formulty Wartz,, (o) = 1. Oznacza to, ze formuta o
jest spetniona przy interpretacyit I oraz wartoSciowaniu vy, tym samym jest
formuty spetnialng.

Latwo pokazaé, ze nie jest formuta prawdziwg. Wystarczy, rozwazy¢ wartos-
ciowanie: vy(x1) = 1, vo(z2) = 10.

Przyktad:

Rozwazmy dwie nastepujace formuty zmiennych m,n € N,
1. Ym (3n (n > 2™))
2. dm (Vn (n > 2™))

Obie zmienne m, n, w obu tych formutach sa zmiennymi zwigzanymi tj. zna-
jduja sie w zasiegu kwantyfikatorow. Mozna pokazaé, ze pierwsza przedstaw-
iona formuta jest prawdziwa tj. dla dowolnej wartosci m mozemy tak do-
bra¢ n aby n > 2™ byla prawdziwa. Druga formuta natomiast jest falszywa,
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poniewaz nieprawdziwa jest formuta Vn(n > 2™) gdzie m jest zmienng wolng,
gdyz samo n > 2™ nie jest prawdziwe, dla dowolnego wartosciowania takiego,
ze v(m) = v(n).

Z przykladu widaé, iz stosowanie kwatyfikatorow ogolnego oraz
szczegbtowego nie jest przemienne.

Crasem przy zapisie zdania postaci ,,Vm (In (n > 2™))” mozna opuscié¢ niek-
tore nawiasy — ,Vm In (n > 2™)”.

Zaleznoéci logiczne w rachunku predykatéow:
o VaVyp(x,y) < YyVrp(x,y)
e dzxIyp(x,y) < JyJzp(x,y)
o JxVyp(x,y) < Yydrp(x,y)
o Vap(x) = Jxp(x)

Prawa De Morgana

(=p(2))
(=p(x))
o Vaxp(x) < -3z (—p(x))
o Jup(r) & =V (-p(r))

Twierdzenie 12 ,, Twierdzenie Churcha” Logika pierwszego rzedu nie jest
rozstrzygalna, ale jest czeSciowo rozstrzygalna, tzn. mnie istnieje algorytm,
ktory dla danej, dowolnej formuly o rozstrzyga czy jest ona tautologiq, czy
nie. Istnieje jednak algorytm, ktory dla dowolnej formuty G, ktora jest tau-
tologig potrafi to stwierdzic.

Twierdzenie Churcha o czesciowe]j rozstrzygalnosci rachunku predykatow
rozwiewa marzenia o konstrukeji programu, ktéry odpowiadatby na pytanie
czy dana formuta jest twierdzeniem danej teorii czy nie. Maksimum tego,
czego mozna oczekiwaé od automatycznych systeméw dowodzenia twierdzen,
jest konstrukcja dowodu dla formuty bedacej twierdzeniem rozwazanej teorii.
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