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Elementy logiki: Podstawy matematyzne 2Wprowadzenie do logikiPrzedmiot logikiPrzedmiotem logiki matematyznej s¡ nast�puj¡e zagadnienia:
• formalna, symbolizna reprezentaja wiedzy; wiedza wyra»ana w j�zykunaturalnym jest zapisywana w postai formuª logiznyh,
• przetwarzanie wiedzy za pomo¡ reguª stanowi¡yh shematy wniosko-wania; w tym elu formuªowane s¡ reguªy wnioskowania,
• badanie wªasno±i generowanyh wniosków i systemów logiznyh; wªa-sno±i te obejmuja m. in. poprawno±¢ i zupeªno±¢.Klasyzna logika formalna bada mehanizmy rozumowa« niezawodnyh, wktóryh otrzymywane wnioski s¡ zawsze prawdziwe, o ile wyhodzi si� z praw-dziwyh przesªanek, a wi� wnioskowania dedukyjnego. Czasem dopuszzasi� równie» inne shematy wnioskowania, prowadz¡e do u»yteznyh, hoia»nie zawsze prawdziwyh wniosków (np. abdukja oraz indukja).Alfabet rahunku zda« tworz¡ symbole formuª zdaniowyh, ªaz¡yh jespójników (funkji) logiznyh oraz stosowane dla uporz¡dkowania notajinawiasy. Formuªy zdaniowe symbolizuj¡ konkretne zdania; zdania te mog¡by¢ dobrze okre±lone i wówzas mo»na im przypisa¢ oen� prawdy albo faªszulub te» symbolizowa¢ pewne nieskonkretyzowane w danej hwili wypowiedzi.W pierszym przypadku, takie sko«zone wypowiedzi, którym mo»na jed-noznaznie przypisa¢ oen� prawdy albo faªszu, nazywane b�d¡ zdaniami.Mog¡ one by¢ zapisywane jawnie, np. ��nieg jest biaªy�, �W noy jestiemno�, �Pada deszz�, itp. lub te» przy u»yiu pewnyh symboli, np. pzy q. W drugim przypadku, formuªa zdaniowa symbolizuje pewn¡ bli»ejnie spreyzowan¡ wypowied¹, jednak»e tak¡, której warto±¢ logizna mo»eprzyj¡¢ warto±¢ prawdy albo faªszu. W taki przpadku formuªa zdaniowanazywana jest zmienn¡ zdaniow¡.©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 3Wprowadzenie do logikiIstota wnioskowania logiznegoCh¡ przpisa¢ konkretne znazenie pewnej zmiennej zdaniowej mo»na za-stosowa¢ notaj� postai
p

def
= �W noy jest iemno�,o oznaza, »e p staje si� skrótowym zapisem podanego zdania. Ponadto,bardzo z�sto rozwa»a si� symbole formuª zdaniowyh nie przypisuj¡ im kon-kretnego znazenia, a jedynie warto±¢ prawdy lub faªszu. Takie przypisanienosi nazw� okre±lenia lub nadania interpretaji formule zdaniowej (zmiennejzdaniowej).Aby mó prowadzi¢ wnioskowanie logizne potrzebny jest zbiór formuªde�niuj¡yh pewn¡ wiedz� oraz reguªy dla ih przetwarzania. Reguªy prze-twarzania wiedzy zazwyzaj formuªowane s¡ w postai shematu:przesªanki reguªykonkluzje .Przykªadem reguªy wnioskowania jest popularna reguªa modus ponens o na-st�puj¡ym shemaie:

α, α =⇒ β

β
.Na przykªad, dysponuj¡ przesªankami α = pada deszz oraz β = je»eli padadeszz to ulie s¡ mokre (logiznie: pada deszz =⇒ ulie s¡ mokre) mo»emyskorzysta¢ z reguªy modeus ponens wnioskuj¡ wg shematu:pada deszz, pada deszz =⇒ ulie s¡ mokreulie s¡ mokre .Otrzymujemy zatem konkluzj�, »e ulie sa mokre, która stanowi nowo wyde-dukowany fakt.©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 4Wprowadzenie do logikiSpójniki i formuªy logizneZ formuª atomowyh bardziej zªo»one formuªy budowane s¡ przy pomoyodpowiednih spójników logiznyh. Najz�±iej stosowane s¡ nast�puj¡espójniki logizne:
• ¬ � negaja,
• ∧ � koninkja,
• ∨ � alternatywa,
• ⇒ � implikaja (mo»e by¢ równie» postai ⇐),
• ⇔ � równowa»no±¢ (implikaja dwustronna).Przy wykorzystaniu powy»szyh spójników logiznyh i symboli formuªzdaniowyh (formuª atomowyh) buduje si� bardziej zªo»one formuªy logiznerahunku zda«. Nie wszystkie jednak mo»liwe do utworzenia napisy b�d¡formuªami. Poni»ej podano de�nij� poprawnie skonstruowayh formuª.De�nija 1 Formuªy rahunku zda« Nieh P b�dzie zbiorem symboli for-muª atomiznyh. Zbiór poprawyh formuª rahunku zda« (krótko: formuª)FORjest zde�niowane rekurenyjnie jak nast�puje:1. Je»eli p ∈ P to p ∈ FOR,2. Je»eli φ ∈ FOR to (¬φ) ∈ FOR,3. Je»eli φ, ψ ∈ FOR to (ψ ∧ φ) ∈ FOR, (ψ ∨ φ) ∈ FOR, (ψ ⇒ φ) ∈

FOR oraz (ψ ⇔ φ) ∈ FOR,4. Wszystkie formuªy musz¡ by¢ generowane zgodnie z powy»szymi regu-ªami.©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 5
Wprowadzenie do logikiSemantyka rahunku zda«Formuªom atomiznym i zªo»onym przypisywana jest oena prawdy lub faª-szu. Aktualna oena formuªy zale»y od przypisania warto±i logiznyh wy-st�puj¡ym w niej formuªom atomowym oraz od konstrukji samej formuªy.Poni»ej wprowadzono wa»ne poj�ie interpretaji formuª atomowyh w ra-hunku zda«.De�nija 2 Nieh P b�dzie zbiorem rozwa»anyh symboli formuª atomowyha T wyró»nionym zbiorem warto±i logiznyh, tj. T = {true, false}. In-terpretaja symboli zbioru P nazywa si� ka»d¡ funkj� postai:

I : P −→ Tprzyporz¡dkowuj¡¡ ka»demu symbolowi formuªy atomowej warto±¢ lo-gizn¡ prawdy albo faªszu.Interpretaja okre±la zatem zy dana formuªa atomowa jest uznawana zaprawdziw¡ zy te» faªszyw¡. Przy danej interpretaji formuªa mo»e by¢ praw-dziwa lub faªszywa; w przypadku gdy interpretaja nie przypisywaªaby jed-noznaznie warto±i logiznej prawdy albo faªszu wszystkim symbolom roz-wa»anego zbioru, interpretaj� tak¡ okresla si� jako niepeªn¡ lub z�±iow¡.De�nija 3 Dwie formuªy φ oraz ψ maj¡e identyzn¡ warto±¢ logizn¡ przyka»dej interpretaji I (I(φ) = I(ψ)) nazywamy logiznie równowa»nymi.Poj�ie interpretaji nale»y rozszerzy¢ na zbiór wszystkih formuª FOR.Odpowiednia de�nija ma harakter rekurenyjny.©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 6Wprowadzenie do logikiSemantyka � okre±lanie warto±i logiznej formuªDe�nija 4 Nieh P oznaza zbiór rozwa»anyh symboli formuª atomowyh,T � dwuelementowy zbiór warto±i logiznyh, a I � interpretaj�. Interpre-taja I przypisuje warto±i logizne wszystkim formu�lom φ, ψ ze zbioruFOR, tzn.:
I : FOR −→ T,utworzonym wyª¡znie w opariu o symbole wyst�puj¡e w P zgodnie znast�puj¡ymi zasadami:1. I(¬φ) = true wtw. gdy I(φ) = false oraz I(¬φ) = false wtw. gdy

I(φ) = true,2. I(φ ∧ ψ) = true wtw. gdy I(φ) = true oraz I(ψ) = true; w pozostaªyhprzypadkah I(φ ∧ ψ) = false,3. I(φ ∨ ψ) = true wtw. gdy I(φ) = true lub I(ψ) = true; w pozosta�lymprzypadku I(φ ∨ ψ) = false,4. I(φ ⇒ ψ) = true wtw gdy I(φ) = false lub I(φ) = true oraz jednoze-±nie I(ψ) = true; w pozostaªym przypadku I(φ ∧ ψ) = false,5. I(φ ⇔ ψ) = true wtw. gdy I(φ) = I(ψ); w pozostaªyh przypadkah
I(φ⇔ ψ) = false.Powy»sza de�nija pozwala rekurenyjnie ustali¢ warto±¢ logizn¡ dowol-nie skonstruowanej i dowolnie zlo»onej poprawnej formuªy rahunku zda« oile tylko znane s¡ warto±i logizne wszystkih wyst�puj¡yh w niej formuªatomowyh.©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 7Wprowadzenie do logikiTabele warto±i logiznyhZamiast symboli prawdy i faªszu zesto stosujemy zapis uproszzony: 1 za-miast prawdy i 0 zamiast faªszu. Tablia prawdy dla negaji przybiera posta¢:
p ¬p0 11 0Tablia prawdy dla koninukji przybiera posta¢:

p q p ∧ q0 0 00 1 01 0 01 1 1Tablia prawdy dla dysjunkji przybiera posta¢:
p q p ∨ q0 0 00 1 11 0 11 1 1Tablia prawdy dla implikaji przybiera posta¢:
p q p⇒ q0 0 10 1 11 0 01 1 1©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 8Wprowadzenie do logikiSematyka rahunku zda«Cz�sto podana powy»ej de�nija przedstawiana jest w formie jest tabeli ilu-struj¡ej podane zale»no±i logizne (patrz poni»ej).
φ ψ ¬φ φ ∧ ψ φ ∨ ψ φ⇒ ψ φ⇔ ψtrue true false true true true truetrue false false false true true truefalse true true false true true falsefalse false true false false true trueSemantyk� wybranyh funkji mo»na de�niowa¢ za pomo¡ sprowadzeniajej do równowa»nej formuªy zawierajaej symbole koniunkji, dysjunkji inegaji.

• φ⇒ ψ ≡ ¬φ ∨ ψ,
• φ⇔ ψ ≡ (φ⇒ ψ) ∧ (φ⇐ ψ),
• φ|ψ ≡ ¬(φ ∧ ψ) � funkja (kreska) She�era, jest to tzw. funkja NAND;inna notaja φ ∧ ψ,
• φ ↓ ψ ≡ ¬(φ ∨ ψ) � funkja (strzaªka) Piere'a, jest to tzw. funkjaNOR; inna notaja φ ∨ ψ,
• φ

⊕
ψ ≡ (¬φ∧ψ)∨ (φ∧¬ψ) � funkja alternatywy wykluzaj¡ej, jestto tzw. funkja EX-OR,

• ¬φ ∨ ψ oraz φ ∨ ¬ψ � funkje zakazu lub ró»nie niesymetryzne.Ogólnie dla n argumentów wej±iowyh mo»na skonstruowa¢ 22
n ró»nyhfunkji, a wi� dla n = 2 jest 16 ró»nyh funkji.©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 9Wprowadzenie do logikiWa»niejsze prawa logizne
• ¬¬p ≡ p � prawo podwójnego przezenia,
• p ∧ q ≡ q ∧ p � prawo przemienno±i koninkji,
• p ∨ q ≡ q ∨ p � prawo przemienno±i alternatywy,
• (p ∧ q) ∧ r ≡ p ∧ (q ∧ r) � prawo ª¡zno±i koninkji,
• (p ∨ q) ∨ r ≡ p ∨ (q ∨ r) � prawo ª¡zno±i koninkji,
• (p∨ q)∧ r ≡ (p∧ r)∨ (q ∧ r) � prawo rozdzielno±i koninkji wzgl�demalternatywy,
• (p∧q)∨r ≡ (p∨r)∧(q∨r) � prawo rozdzielno±i alternatywy wzgl�demkoninkji,
• p ∧ p ≡ p � prawo idempotentno±i dla koninkji,
• p ∨ p ≡ p � prawo idempotentno±i dla alternatywy,
• p ∧ 0 ≡ 0, p ∧ 1 ≡ p � prawo identyzno±i,
• p ∨ 0 ≡ p, p ∨ 1 ≡ 1 � prawo identyzno±i,
• p ∨ ¬p ≡ 1 � prawo wyª¡zonego ±rodka,
• p ∧ ¬p ≡ 0 � prawo sprzezno±i,
• ¬(p ∧ q) ≡ ¬(p) ∨ ¬(q) � prawo De Morgana,
• ¬(p ∨ q) ≡ ¬(p) ∧ ¬(q) � prawo De Morgana,
• p⇒ q ≡ ¬q ⇒ ¬p � prawo kontrapozyji,
• p⇒ q ≡ ¬p ∨ q � okre±lenie implikaji za pomoa alternatywy.©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 10Postaie spejalne formuª logiznyhNormalna posta¢ koninktywnaKa»da formuªa logizna rahunku zda« mo»e by¢ sprowadzona do postairównowa»nej, w której formuªy atomizne i ih negaje bed¡ poª¡zone sym-bolem alternatywy, a tak utworzone formuªy � symbolem koniunkji; jest totzw. normalna posta¢ koniuntywna, CNF i przybiera nast�puj¡¡ form�:
(p1 ∨ p2 ∨ . . . pk) ∧ (q1 ∨ q2 ∨ . . . ql) ∧ . . . (s1 ∨ s2 ∨ . . . sm).Normalna posta¢ dysjunktywnaKa»da formuªa logizna rahunku zda« mo»e by¢ sprowadzona do postairównowa»nej, w której formuªy atomizne i ih negaje bed¡ poª¡zone sym-bolem koninkji, a tak utworzone formuªy � symbolem alternatywy; jest totzw. normalna posta¢ dysjunktywna, DNF i przybiera nast�puj¡¡ form�:
(p1 ∧ p2 ∧ . . . pk) ∨ (q1 ∧ q2 ∧ . . . ql) ∨ . . . (s1 ∧ s2 ∧ . . . sm).Normalna posta¢ prawdy/jedynki oraz faªszu/zeraFormuªa zawsze prawdziwa zawieraj¡a n zmiennyh zdaniowyh mo»e zosta¢przedstawiona w postai DNF w jednoznazny sposób i skªada si� ona z 2nró»nyh koniunkji, ka»da o n skªadowyh, np.:

1 = pqr ∨ pqr̄ ∨ pq̄r ∨ pq̄r̄ ∨ p̄qr ∨ p̄qr̄ ∨ p̄q̄r ∨ p̄q̄r̄ (DNF)Formuªa zawsze faªszywa zawieraj¡a n zmiennyh zdaniowyh mo»e zosta¢przedstawiona w postai CNF w jednoznazny sposób i skªada si� ona z 2nró»nyh dysjunkji, ka»da o n skªadowyh, np.:
0 = pqr ∧ pqr̄ ∧ pq̄r ∧ pq̄r̄ ∧ p̄qr ∧ p̄qr̄ ∧ p̄q̄r ∧ p̄q̄r̄ (CNF)©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 11
Zwi¡zki pomi�dzy zdaniami logiznymiZdanie proste

p⇒ qZdanie odwrotne
q ⇒ pZdanie przeiwne

¬p⇒ ¬qZdanie przeiwstawne
¬q ⇒ ¬pKwadrat logizny:

p⇒ q

¬p⇒ ¬q

q ⇒ p

¬q ⇒ ¬p
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Elementy logiki: Podstawy matematyzne 12Metoda zerojedynkowaZastosowania metody zero-jedynkowejMetoda zerojedynkowa polega na budowie i analizie matryy logiznejformuªy; mo»e by¢ stosowana do:
• wery�kaji tautologii (dla ka»dej interpretaji warto±¢ logizna formuªyjest true,
• wery�kaji niespeªnialno±i (dla ka»dej interpretaji warto±¢ logiznaformuªy jest false,
• badania równowa»no±i formuª (dla ka»dej interpretaji warto±i lo-gizne s¡ takie same),
• wery�kaji logiznej konsekwenji (dla ka»dej interpretaji prawdziwo±¢formuªy musi poi¡ga¢ prawdziwo± jej konsekwenji),
• wyznazania interpretaji przy któryh formuªa jest prawdziwa lub faª-szywa.Przykªad. sprawdzimy, »e formuªa Φ jest tautologi¡.

Φ = ((p⇒ r) ∧ (q ⇒ r)) ⇔ ((p ∨ q) ⇒ r)

p q r p⇒ r q ⇒ r (p⇒ r) ∧ (q ⇒ r) (p ∨ q) ⇒ r Φ0 0 0 1 1 1 1 10 0 1 1 1 1 1 10 1 0 1 0 0 0 10 1 1 1 1 1 1 11 0 0 0 1 0 0 11 0 1 1 1 1 1 11 1 0 0 0 0 0 11 1 1 1 1 1 1 1©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 13
Wprowadzenie do logikiPrzykªad zastosowania metody zero-jedynkowejZbadamy prawdziwo±¢ implikaji logiznej postai:

(p⇒ q) ∧ (r ⇒ s)

(p ∨ r) ⇒ (q ∨ s)

p q r s p⇒ q r ⇒ s (p⇒ q) ∧ (r ⇒ s) p ∨ r q ∨ s (p ∨ r) ⇒ (q ∨ s)0 0 0 0 1 1 1 0 0 10 0 0 1 1 1 1 0 1 10 0 1 0 1 0 0 1 0 00 0 1 1 1 1 1 1 1 10 1 0 0 1 1 1 0 1 10 1 0 1 1 1 1 0 1 10 1 1 0 1 0 0 1 1 10 1 1 1 1 1 1 1 1 11 0 0 0 0 1 0 1 0 01 0 0 1 0 1 0 1 1 11 0 1 0 0 0 0 1 0 01 0 1 1 0 1 0 1 1 11 1 0 0 1 1 1 1 1 11 1 0 1 1 1 1 1 1 11 1 1 0 1 0 0 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1Z analizy kolumn 7 i 10 wynika, »e implikaja jest prawdziwa. Poza wierszami7, 10, 12 i 15 zahodzi ponadto równowa»no±¢.©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 14
Wprowadzenie do logikiWa»niejsze reguªy wnioskowania

•
p

p∨q � reguªa wprowadzania alternatywy,
•
p, q

p∧q � reguªa wprowadzania koninkji,
•
p∧q
p

� reguªa opuszzania koniunkji,
•
p, p⇒q

q
� reguªa modus ponens (modus ponendo ponens),

•
p⇒q, ¬q

¬p � reguªa modus tollens (modus tollendo tollens),
•
p∨q, ¬p

q
� reguªa ponendo tollens,

•
p
⊕
q, p

¬q � reguªa ponendo tollens,
•
p⇒q, q⇒r

p⇒r
� reguªa przehodnio±i (reguªa sylogizmu hipotetyznego),

•
p∨r, ¬r∨q

p∨q � reguªa rezoluji,
•
p∧r, ¬r∧q

p∧q � odwrotna reguªa rezoluji (konkluzja logizna jest odwró-ona),
•

p⇒q, r⇒s

(p∨r)⇒(q∨s)
� prawo dylematy konstrukyjnego,

•
p⇒q, r⇒s

(p∧r)⇒(q∧s) � prawo dylematy konstrukyjnego.©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 15
Sprowadzanie dowolnyh formuª do postainormalnyhSprowadzanie do CNF/DNF1. Φ ⇔ Ψ ≡ (Φ ⇒ Ψ) ∧ (Ψ ⇒ Φ) � eliminaja symboli równowa»no±i,2. Φ ⇒ Ψ ≡ ¬Φ ∨ Ψ � eliminaja symboli implikaji,3. ¬(¬Φ) ≡ Φ � eliminaja zagnie»d»onyh negaji,4. ¬(Φ∨Ψ) ≡ ¬Φ∧¬Ψ � zastosowanie prawa De Morgana do sprowadzaniasymbolu negaji bezpo±rednio przed formuª� atomow¡,5. ¬(Φ∧Ψ) ≡ ¬Φ∨¬Ψ � zastosowanie prawa De Morgana do sprowadzaniasymbolu negaji bezpo±rednio przed formuª� atomow¡,6. Φ ∨ (Ψ ∧ Υ) ≡ (Φ ∨ Ψ) ∧ (Φ ∨ Υ) � zastosowanie prawa rozdzielno±ialternatywy przy sprowadzaniu do CNF,7. Φ ∧ (Ψ ∨ Υ) ≡ (Φ ∧ Ψ) ∨ (Φ ∧ Υ) � zastosowanie prawa rozdzielno±ikoninkji przy sprowadzaniu do DNF.Przykªad:

(p ∧ (p⇒ q)) ⇒ q = ¬(p ∧ (p⇒ q)) ∨ q =
¬(p ∧ ¬(p ∨ q)) ∨ q = (¬p ∨ ¬¬(p ∨ q)) ∨ q =
(¬p ∨ (p ∨ q)) ∨ q = (¬p ∨ p ∨ p ∨ q) ∨ q =

(¬p ∨ p ∨ q = 1 ∨ q = 1.Sprowadzenie do postai normalnej formuªy zawsze prawdziwej (zawszefaªszywej) pozwala okre±li¢ jej warto±¢ logizn¡.©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 16Podstawowe de�nije, okre±lenia i twierdzeniaDe�nija 5 Formuªa jest nazywana:
• tautologi¡ wtw. gdy jest prawdziwa przy ka»dej interpretaji;
• formuª¡ falsy�kowaln¡ gdy nie jest tautologi¡,
• formuª¡ speªnialn¡ wtw. gdy istnieje taka interpretaja, przy której for-muªa ta jest prawdziwa;
• formuª¡ niespeªnialn¡, formuª¡ niespójn¡ lub formuª¡ sprzezn¡ wtw.gdy przy ka»dej interpretaji fromuªa ta jest faªszywa;
• fomuªa Ψ jest logizn¡ konsekwenj¡ formuªy Φ, o notujemy Φ |= Ψwtw. gdy dla ka»dej interpretaji przy której Φ jest prawdziwa równie»

Ψ jest prawdziwa;
• formuªa Ψ jest wyprowadzalna z formuªy Φ, o notujemy Φ ⊢ Ψ wtw.gdy istnieje i¡g reguª dowodzenia pozwalajay uzyska¢ Ψ z Φ.Konsekwenje tyh de�niji:
• formuªa jest tautologi¡ wtw. gdy jej negaja jest niespeªnialna(sprzezna),
• formuªa jest niespeªnialna wtw. gdy jej negaja jest tautologi¡,
• formuªa nie jest tautologi¡ wtw. dla przynajmniej jednej inteerpretajijest faªszywa,
• formuªa jest niesprzezna wtw. gdy dla przynajmniej jednej interpretajijest prawdziwa,
• tautologia jest zawsze formuª¡ speªnialn¡ (ale nie odwrotnie),
• formuªa niespeªnialna jest formuª¡ falsy�kowaln¡ (ale nie odwrotnie).©Antoni Lig�za



Elementy logiki: Podstawy matematyzne 17Zasady dowodzeniaTwierdzenia o dedukjiTwierdzenie 1 Je»eli ∆1,∆2, . . .∆n s¡ formuªami logiznymi (nazywanymiaksjomatami), formuªa Ω (nazywana hipotez¡ lub konkluzj¡) jest ih logizn¡konsekwenj¡ wtw. gdy formuªa ∆1 ∧ ∆2 ∧ . . .∆n ⇒ Ω jest tautologi¡.Twierdzenie 2 Je»eli ∆1,∆2, . . .∆n s¡ formuªami logiznymi (nazywanymiaksjomatami), formuªa Ω (nazywana hipotez¡ lub konkluzj¡) jest ih logizn¡konsekwenj¡ wtw. gdy formuªa ∆1 ∧ ∆2 ∧ . . .∆n ∧ ¬Ω jest sprzezna.Problem dowodzenia twierdze« ma posta¢: maj¡ dane aksjomaty
∆1,∆2, . . .∆n uznane za prawdziwe wykaza¢ prawdziwo±¢ hipotezy Ω. Takwi� nale»y wykaza¢, »e:

∆1 ∧ ∆2 ∧ . . .∆n |= ΩStosowane s¡ nast�puj¡e metody:
• sprawdzanie wszystkih mo»liwyh interpretaji (wada: du»a zªo»ono±¢oblizeniowa),
• dowód wprost � korzystaj¡ z aksjomatów i reguª dowodzenia generujemynowe formuªy a» do uzyskania formuªy Ω,
• dowodzenie tautologii � korzystaj¡ z Tw.1 dowodzimy, »e formuªa

∆1 ∧ ∆2 ∧ . . .∆n ⇒ Ω jest tautologi¡,
• dowód nie wprost � to dowód twierdzenia przeiwstawnego, równowa»-nego danemu. Polega na dowodzeniu twierdzenia postai
¬Ω |= ¬(∆1 ∧ ∆2 ∧ . . .∆n).

• dowód przez sprowadzenie do sprzezno±i; korzystaj¡ z Tw.2, polegana wykazaniu sprzezno±i formuªy:
∆1 ∧ ∆2 ∧ . . .∆n ∧ ¬Ω.©Antoni Lig�za


