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Klasyfikacja AK
@ Po co?

o AK = modele, czy tez matematyczne realizacje proceséw dyna-
micznych w dyskretnym czasie i dyskretnej przestrzeni.
e Wspomnielismy juz, ze klasyfikacje AK — gdyby sie powiodta
— stata by sie jednoczednie klasyfikacja wszystkich proceséw
dynamicznych.
e Jak?
e Ewolucja sieci zalezy od regut i stanu poczatkowego sieci.
o Woszystkie znane préby klasyfikacji prébuja uniezalezni¢ sie od
tej drugiej zaleznosci.
@ Do jakiej klasy zaliczyé dany automat? Problem ten dla AK pra-
cujacych na nieskonczonej sieci jest nierozstrzygalny — ogdlnego
algorytmu nie mal
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Klasyfikacja na podstawie obserwacji
Klasyfikacja AK na podstawie obserwacji jest:

@ trudna, bo czasochtonna i pamieciozerna,

@ ale za to wiele wskazuje na to... ze wysoce nieskuteczna.

Najstarsza, pierwsza — i najpopularniejsza — klasyfikacja AK pochodzi
od Wolframa. Zgodnie z nig, AK podzieli¢ mozna na cztery klasy:

@ AK prowadzace do jednorodnych konfiguracji sieci, w ktérych stan
wszystkich komoérek jest taki sam i nie zmienia sie w czasie.

@ AK prowadzace do nie zmieniajacych sie lub periodycznych prostych
konfiguracji.

© AK prowadzace do konfiguracji chaotycznych.

© AK prowadzace do ztozonych konfiguracji lokalnych, czesto o dtugich
czasach zycia.
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Klasyfikacja

Klasyfikacja Wolframa

@ AK pierwszych dwdch klas prowadza do statych konfiguracji.

@ AK klasy trzeciej sg niestabilne: mate zmiany konfiguracji poczatko-
wej moga prowadzi¢ do catkiem réznych ewolucji czasowych sieci —
nawet chaotycznych; z pewnos$cia wiec nie nadaja sie do przechowy-
wania informacji (i obliczen).

@ Natomiast dla AK z czwartej grupy istnieja konfiguracje sieci bloku-
jace rozchodzenie sie uszkodzen. Stad AK klasy czwartej uwaza sie
za mogace wykonywa¢ obliczenia.

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe
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Klasyfikacja Wolframa oparta jest na
@ dtugiej obserwacji standéw sieci,
@ przy przypadkowo dobranych konfiguracjach poczatkowych.

Przypadkowo dobrana oznacza w rzeczywistosci usrednienie po wielu kon-
figuracjach poczatkowych. Rodzi to podstawowe pytania:

@ Jak typowe s3 wyniki naszych symulac;ji?
@ Czy statystyka jest wystarczajaco bogata?
@ Czy czas obserwacji byt dostatecznie dtugi?

@ Cow przypadku automatéw dziatajacych na skonczonej sieci oznacza
klasa Il skoro za chaos uwazamy state zwiekszanie sie réznic miedzy
stanami sieci?
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@ Problem Poincarego: powrét do tych samych punktéw w przestrzeni
fazowe;.

@ Granica termodynamiczna: przejscie z rozmiarem uktadu do nieskon-
czonosci.

@ Analogia do namagnesowania uktadéw skonczonych: wazna kolejnos¢
wykonywania przejs¢ granicznych z N — oo i H — 0.

@ Kilasyfikujac AK mamy podobna sytuacje: tez musimy wykonaé dwa
przejscia graniczne: N — oo i t — o0.

@ Jedli najpierw wykona¢ drugie z nich — kazdy automat okaze sie
periodyczny — i tego wyniku przejscie do granicy termodynamicznej
nie zmieni.
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@ Jedli jednak najpierw wykonaé N — oo, przyjmujac skonczony czas
obserwacji, to mozemy zaobserwowa¢ zachowania chaotyczne: mata
zmiana konfiguracji poczatkowej sieci prowadzi do narastajacych w
czasie modyfikacji kolejnych stanéw uktadu.

@ Uzasadnienie tej witasnie kolejnosci daje fizyka eksperymentalna.

@ Najpopularniejsza miarg réznic miedzy stanami sieci o7 i 03 jest od-
legto$¢ Hamminga:

N

d(o1,02) = Z |si(o1) — si(02))]

i=1
gdzie s; oznacza stan i-tej komérki w konfiguracji o.
@ Przyktad: 32.
[K.Kutakowski, Automaty komérkowe, OEN AGH, Krakéw 2000][1]
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Diagramy de Bruijna
@ Okreslamy diagram dla rodziny AK, np.: (k,r) = (2,1).

@ Mamy dla niej cztery tzw. czesciowe otoczenia (partial neighbourho-
ods):
00 01 10 11

stanowigce wierzchotki diagramu.

@ Te wierzchotki, ktére moga sasiadowad, sa potaczone krawedziami (8
konfiguracji otoczenia dla (2,1) — wiec i 8 krawedzi).

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe
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Cir

{HU i}
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@ Diagram moze réwniez nie$¢ informacje o danym automacie: Jesli
xyz — y to krawedz xy — yz pogrubiamy.
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@ Jedli na diagramie zobaczymy wzmocniong petle, to pewna konfi-
guracja jest stabilna i granica rozchodzacych sie uszkodzen nie moze
jej pokona¢. Wtedy automat nie moze byé chaotyczny! Z pewnoscia
nie jest on AK z klasy trzeciej.

@ Np. dla AK, ktérego diagram przedstawiono powyzej, mamy:
e wzmocniong krawedz 11-11, wiec 111 — 1,

e wzmocniong krawedz 01-11, wigc 011 — 1,
e wzmocniong krawedz 11-10, wiec 110 — 1,
e wzmocniong krawedz 01-10, wiec 010 — 1,

e a wiec “1" jest stabilna: 1% — 1.
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Klasyfikacja na podstawie regut

@ ChcielibysSmy skutecznie klasyfikowaé AK na podstawie formalnego
badania ich regut.

@ Prébujemy wiec zdefiniowaé (jeden lub kilka) parametr, ktérego war-
to$¢ pozwolitaby okresli¢ przynalezno$¢ AK do tej czy innej klasy.

@ Na ogdt parametry te s3 definiowane w sposéb probabilistyczny — tj.

z uzyciem rachunku prawdopodobienstwa.

Metody $redniego pola
Metody Sredniego pola = metody zaniedbujace korelacje miedzy komor-
kami.

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe
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Aktywnosé AK

@ Najprostszym takim parametrem jest A = wzgledna ilo$¢ jedynek w
tabeli definiujacej regute F automatu. Np. dla automatu 224, tj.:

111 110 101 100 011 010 001 000
0 0 0 1 0 1 1 0

zwanego jednowymiarowym Lifem. Jak wynika z reguty A = 3/8 =
0.375.

@ Gdyby automat byt probabilistyczny, aktywno$¢ mozna by okreslaé
jako prawdopodobienstwo otrzymania “1" i z takim wtasnie prawdo-
podobienstwem AK generowatby “1" — np. automat 224, zachowuje
w czasie $rednig ilos¢ “1" o koncentracji 3/8.

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe
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@ Traktowanie jednak deterministycznego AK za pomoca poje¢ pro-
babilistycznych jest réwnoznaczne z zaniedbaniem informacji o da-
lekozasiegowych korelacjach, czyli o tym co jest w AK najbardziej
interesujace.

@ Mozna by wiec spodziewac sie, ze wszystkie metody probabilistyczne
okazj sie nieskuteczne.

@ Jednak, poza nimi i poznanymi wczesniej metodami opartymi na ob-
serwacji, nie dysponujemy zadnymi innymi.

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe
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Stabilno$¢ rozwigzan réwnania iteracyjnego

@ Rozwazmy réwnanie iteracyjne typu x,11 = G(x,), ktére przy zadanej
warto$ci poczatkowej xo pozwala generowaé kolejne wartosci x, i n €
N.

@ Wskaznik n mozna traktowad jak dyskretny czas.

@ Punkty spetniajace réwnosé x* = G(x*) nazywamy punktami sta-
tymi.

@ Pytanie o stabilnos¢ punktu statego, jest pytaniem, czy jesli punkt
Xp przyjmuje warto$¢ bliska punktowi statemu x* to kolejne wyrazy
Xn+1, Xn+2, Xn+3, ... beda coraz blizsze x*, czy tez coraz dalsze?

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe
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@ Innymi stowy, czy mate odchylenie od punktu statego jest wzmacniane
czy ostabiane przez ewolucje czasowg?

@ Jezeli jest wzmacniane — to punkt staty jest niestabilny.

@ 0, = x, — x™ jest n-tym odchyleniem od punktu statego.
1
0 G(x)=G(x*)+ G'(x*)(x — x*) + EG//(X*)(X —x*)2 4

0 Xpi1 — X* = G(x,) — x* = G(x*) + G'(x*)(xp — x*) — x* = (xp —
x*)G'(x*)

® Spi1 = G'(x*) -6,

@ Jesli wiec |G'(x*)| < 1, to punkt staty x* jest stabilny.

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe
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Réwnania ewolucji
Metoda uproszczonego réwnania ewolucji stosuje sie do AK, ktére zacho-
wuja stan prézni (000 — 0).

@ Oznaczmy czesto$¢ zer w czasie t przez v;.

@ Roéwnanie iteracyjne ma postac
Viy1l = V? + (1 - I/?)(l - /43) = G(Vt)

gdzie k jest zrenormalizowang aktywnoscig, bez uwzglednienia stanu
prézni (ktéry na pewno zwrdci zero).

@ Np. dla 224 k = 3/7.

@ Konfiguracje inne niz 000 zdarzaja sie z czestoscia 1 — 13 a prawdo-
podobienstwo, ze zwrdca 0 wynosi 1 — k.

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe
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@ Punkty state réwnania ewolucji dla 224 znajdujemy rozwiazujac réw-
nanie:
v=1>34+(1-1v)1-3/7)

@ Pierwszy z nich v; =1 jest niestabilny G'(vf) =9/7 > 1.
. 1 1. . p
@ Drugi v = 6\/57 ~3 jest stabilny |G’(v3)| < 1.

@ Oznacza to, ze AK 224 zachowuje $rednia koncentracje "1" \* =
1—v*~0.242.

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe
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@ Doktadniejsze podejscie polega na wyseparowaniu w funkcji G konfi-
guracji o réznych ilosciach zer:

3
verr = bij(1—wm)*,
i=0
gdzie b; jest ilocig konfiguracji otoczenia o i zerach, ktére dajg “0".

@ Np. dla 224.c b; s3 nastepujace:

by = 1 — zachowanie stanu prézni,

b, = 0 — kazdy stan z dwoma “0" daje “1",
by = 3 — kazdy stan z dwoma “1" daje “0",
by =1 — trzy “1" daja “0".

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe



Klasyfikacja

@ Analogiczne réwnanie mozna napisa¢ dla koncentracji “1".
@ Dla 224cc:
)\t+1 - 3)\1—(1 - >\t)2
co oznacza, ze 1" otrzymujemy, gdy w otoczeniu jest jedna “1" i

dwa “0”, a takie konfiguracje s3 trzy.

@ Punkty state to A* = 0 (zachowany stan prézni — niestabilny) oraz
A =1—1/v/3 ~ 0.423 — stabilny.

@ W tym przyblizeniu érednia koncentracja “1" ktéra zachowuje auto-
mat wynosi wiec ok. 42%.

@ Symulacja komputerowa dla 224, pozwala szacowaé A na ok. 35%.

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe
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Teoria struktury lokalnej
Zastepuje ona ewolucje konfiguracji sieci zgodna z reguta deterministyczna
AK poprzez ewolucje rozktadu prawdopodobieristwa lokalnych konfiguracji.

Podstawowym zatozeniem teorii jest zaniedbanie korelacji miedzy odpo-
wiednio dalekimi komérkami sieci (metody $redniopolowe zaniedbuja kore-
lacje w ogdle).

@ Dla danej konfiguracji o(n) o rozmiarze n znajdujemy wszystkie kon-
figuracje £(m), ktére ja produkuja zgodnie z deterministycznymi re-
gutami AK (m = n+ 2r).

@ Znajac P,(0) i korzystajac z formuty Bayesa na prawdopodobienstwo
warunkowe, obliczamy rozkfad prawdopodobiefstwa Py, (£).
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@ Np. dla AK 1D P, (&) konfiguracji lokalnej £(n+1), ktéra powstata
z konfiguracji o(n) przez dofaczenie do niej z prawej strony jednej
komorki w stanie s, otrzymujemy ze wzoru:

Pria(§) _  Pa(LE)

P.(0) P.—1(Lo)

gdzie L7 jest konfiguracjg otrzymana z konfiguracji 7 przez odjecie z
lewej strony jednej komoérki.

@ Obliczamy zmodyfikowane prawdopodobienstwo P,(o) konfiguracji
o, sumujac prawdopodobiefstwa P,(£) wszystkich konfiguracji &,
ktére ja produkowaty.
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Kolejne powtarzanie sekwencji tych krokéw powinno doprowadzi¢ do usta-
lenia sie pewnego rozktadu prawdopodobienstwa P,(c), ktérego dalsze ob-
liczenia juz nie beda modyfikowaty.

Przewidywania teorii struktury lokalnej okazaty sie zgodne z wynikami ob-
liczen deterministycznych jedynie dla niektérych AK, spetniajacych okre-

$lone wtasnosci....

[H.A.Gutowitz et al, Physica D28 (1987) 18][2]
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Szybko$¢ rozprzestrzeniania sie réznic
@ Wyobrazmy sobie dwie konfiguracje poczatkowe jednowymiarowej sieci:
a= ( 73727‘3717‘307817327"')

b:( 7b727b71ab07b17b27"')

takie, ze a; = b; dla i < 0, ag # bg, oraz b; losowane niezaleznie od
a; dlai > 0.

@ Réznica w czasie t:

. 0 gdy a,-(t) = b,'(t),
i) = {1 dy ai(t) # bi(z).

@ Potozenie frontu i¢(t) okresla sie jako min{i : §;(t) = 1}.
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@ Szybkos$¢ rozprzestrzeniania sie réznic (w lewo):

Y o i(r) = i(r + 1)

t—00,7—00,t/T—0 t
, 0 ile ta granica oczywiscie istnieje.
Analogicznie definiuje sie szybko$¢ rozprzestrzeniania sie réznic w prawo

P

Catkowita szybko$¢ v = v, + yp. Taki pomiar v powinien by¢ przeprowa-
dzony dla duzej sieci i mozliwie wielu stanéw poczatkowych.

@ Maksymalna v, i vp wynosi r — zasieg AK. Maksymalna v = 2r —
zazwyczaj jednak zadna z  nie osigga wartosci maksymalnej.

@ Niech A bedzie prawdopodobienstwem otrzymania wyniku réznego od
“g

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe



Klasyfikacja

@ Wybrane w sposéb przypadkowy dwie konfiguracje 2r+1 liczb dadza:

e to samo z prawdopodobiefstwem P = A% + (1 — \)?,
e a co innego z prawdopodobienstwem. 1 — Py = 2A(1 — A)

@ Prawdopodobienstwo, ze v, = r wynosi:

a_ry@—r41," " ,dr—1 1 .
P ’ o " S coinnego | =1 — Py
a,r7a,r+1,"' )arflvo

@ Whktad takiego przypadku do v, wynosi r(1 — Py).
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@ Prawdopodobienstwo, ze v, = r — 1 wynosi:

a_r,d—r41," " ,dr—1, 1
P — to samo | = Ps
a_ry,d—r41," " ,Aar-1,

p d_ryd—r41," " aar—27laar
d—r,d—r41,° " ,dr-2, 07 ar

— Co innego> =1-— P

, czyli Ps(1 — Pss).
@ Wktad takiego przypadku do v, wynosi (r — 1)Pys(1 — Pys).
@ Sumujac wktady od wszystkich predkosci 0. .. r:

r

VL:Z(r_i)Pt{s(l_Pts):

i=0
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@ Dla v > 0 automat uwaza sig¢ za chaotyczny.
@ Aktywno$¢ A jest zwiazany z klasyfikacja Wolframa:

e A\ — 0 — AK jest na ogdét klasy | lub II,

e gdy A — 0.5 AK najprawdopodobniej nalezy do klasy IlI,

e trudny do okreslenia obszar przejsciowy miedzy klasami Il a Il
zajmuja AK IV klasy.

@ Obszar przejécia fazowego miedzy klasami AK mozemy badaé przez
7(A) =0.

@ Réwnanie na v, pokazuje, ze vy =0 tylkodla A=0i A =1.
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ganma
10
7.5F P N
. - ’, N
sk
a T R=10
2.504
;
0k
0

lambda

@ Oznacza to, ze w/g metod probabilistycznych prawie wszystkie AK
sg chaotyczne...
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