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Pochodna dyskretna

Nadeszta chyba wtasciwa chwila, by — dla uzyskania ciagtosci akgji i pézniejszych wydarzen — poinformowaé,
ze najwigkszy matematyk Swiata Dysku lezat w tej chwili i spokojnie jadt kolacje. Interesujace jest to, ze ze wzgledu
na swoja przynalezno$¢ gatunkowa, matematyk jadt na kolacje swéj obiad.

[Terry Pratchett, Piramidy, Prészynski i S-ka (Warszawa 1998)]

Zapis odwzorowan na zbiorach skonczonych
@ Odwzorowania F skonczonych zbioréw X na siebie dadza sie przed-

stawi¢ w postaci graféw.
@ Np. dla zbioru 10 punktéw jedno z takich odwzorowah mozna przed-

stawié jako:
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l 1 4 f 9 j0
7
§



Pochodna dyskretna

@ Poniewaz zbidr jest skonczony, “Sciezka” moze konczy¢ sie albo w
cyklu granicznym, albo w punkcie statym (czyli cyklu granicznym o
dtugosci 1).

@ Baza wektorowa:

, gdzie e} =djdlaj=1,...,N (symbol/delta Kroneckera).
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@ Kazdemu odwzorowaniu mozna przyporzadkowa¢ macierz odwzoro-
wania:
o jesli punkt i ma przej$¢ w punkt j, to w j-tym wierszu w i-tej
kolumnie musi sie pojawi¢ “1",

e poniewaz punkt i moze przej$¢ tylko w jeden stan, wiec w i-tej
kolumnie moze sie pojawi¢ doktadnie jedna “1",

e poniewaz w j-ty stan moze przechodzi¢ wiecej niz jeden stan,
wiec w j-tym wierszu moze by¢ wiecej “1”,

e poniewaz niektére stany moga by¢ tylko stanami poczatkowymi
— niektdére wiersze moga mie¢ same “0".

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe



Pochodna dyskretna

@ Np. dla “naszego” odwzorowania z grafu mamy macierz A(F) po-
staci:
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@ Generalnie, nie ma sposobu na skrécenie dowolnego przepisu: u nas
akurat przepis jest taki:
@ numer punktu podnie$ do kwadratu,

@ cyfry uzyte do zapisu wyniku dodaj do siebie,

© jesli wynik jest wiekszy niz 9, idZz do (2).

@ Woprowadzenie liczb 0...9 utfatwito nam sprawe — generalnie jed-
nak mozemy je uzna¢ za symboliczny zapis stanéw uktadu, ktérego
komérki sieci maja tylko k = 2 stany: “0” i “1" (zmienne Boole’a).

@ Zbiér stanéw uktadu o rozmiarze N jest wéwczas iloczynem karte-
zjanskim N zbioréw {0, 1}.

@ Elementem takiego zbioru jest ciag N “0" i “1".
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@ Jest 2N takich ciagéw — kazdy z nich moze by¢ uwazany za wierz-
chotek n-kostki w n-wymiarowej przestrzeni (n = 2V).

@ Odwzorowanie F : X 3 X — F(X) = ¥ € X mozna przedstawi¢ (cho¢
nie zawsze wiadomo jak) w postaci:

v = f(x1, %2, ..., Xn)
y2 = f(x1, X2, ..., Xn)
: )
yn—1 = fv—1(x1, %2, ..., Xn)
YN = fu(x1, %2, ..., Xn)
, gdZie X = (X15X2a T aXN—17XN) i .)7: (}’17}’27~ .. ,YN—17YN)
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@ Macierz zaleznosci B odwzorowania F: B(F) = [bj], gdzie

b — 0 gdy f; nie zalezy od x;
Y11 gdy f zalezy od Xj

@ Macierz B(F) nie daje petnej informacji o odwzorowaniu F: na jej
podstawie nie mozna odtworzyé F, ale za to jest to macierz N x N
zamiast 2V x 2V (jak to byto w przypadku macierzy odwzorowania
A(F)).

Np. dla X = {0,1} x {0,1} x {0,1} i F danej przepisem:

i =x1-X+x3 = fi(xy, X2, x3)
yo  =x1+ X3 = h(xi,x,x3)
y3 =x-x3 = f3(x1, X2, x3)
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@ Funkcja F w postaci grafu:

@ Na tej podstawie mozna podaé réwniez macierz A(F).
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@ Natomiast macierz B(F) dla tego odwzorowania ma posta¢:
111
B(F)=|1 0 1
011

@ Macierz zaleznosci B(F) mozna tez przedstawi¢ w postaci grafu po-
taczen, pokazujacego od ktérych zmiennych x; zalezy y;:

1\.2
3l
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Boole'owska odlegtos¢ wektorowa

@ Dla dwéch punktéw X = (x1,Xx2,..., %), ¥ = V1, Y2, .., yn) defi-
niujemy odlegtos¢:

—

(%a y) = (5(X17)/1)7 6(X2a)/2)7 ceey 5(XN3)/N)))

Q.

, gdzie

5( ) 0 daxi=y
XiyYi) =
Y 1 dlax#y

Odlegtos¢ ta jest wektorem!

@ Odlegto$¢ Hamminga mozna otrzymaé, sumujac elementy tego wek-
tora.
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Odlegtosé ta spetnia aksjomaty (przyzwoitej) odlegtosci, tj.:
0o dxy)=0ex=y

W trzecim aksjomacie + jest oczywiécie boolowskie, natomiast nie-
réwnos¢ jest spetniona dla kazdej skfadowej z osobna.

Przy okazji, jedno twierdzenie...

-

d(F(X), F(¥)) < B(F) - d(X,7),

, gdzie B(F) jest macierza zaleznosci funkcji F.
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@ ... no i moze jeszcze jedno:

B(Eo F) <B(E)-B(F)

@ Sasiedztwo: Kazdemu (z n = 2N) wierzchotkéw n-kostki X = (x1, x2, . - ., Xn)
mozemy przypisa¢ N jego sasiadéw:

)?1 = ()_(1,X2,...,XN)
Xo = (X1, X2, XN)
)'ZN = (X1,X2,...,)_<N)

@ Np. dla N = 3 sasiadami punktu (0,1,1) sa (1,1,1), (0,0,1) i (0,1,0)
— nazwa jest wiec geometrycznie catkiem uzasadniona.

K. Malarz ZIS WFilS AGH Automaty Komérkowe



Pochodna dyskretna

Pochodna Boole'a

@ Pochodna dyskretna: odwzorowanie F w punkcie ¥ € {0,1}" jest
macierza Boole'a N x N o wyrazach:

1 gdy fi(xa, .o, X,y xn) #

£l — 7£fi(X1,...,)_<j,...,xN)
i 0 gdy filxt, .., X, xn) =
:f;'(X]_7.-.,)_(j7...,XN)

@ Innymistowy, f1(X) = 1, gdy fi(x;) # fi(%); i £;(X) = 0 w przeciwnym
wypadku, dla i,j=1,..., N.
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@ Np.: N=2, X=1{0,1} x {0,1} i F dana przepisem:

filx,x) =x1 + X

h(x1, %) =x1 - X

W punkcie X = (1,0) mamy dwéch sasiadéw: % = (0,0) oraz X, =
(1,1)

@ Dla sasiada X; mamy:

Ooraz
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@ Dla sasiada X:

fl()?):1 /o

h(%) = 1} =2 =0
oraz

75(%):1 I

h(%) = 0} ==l

Czyli pochodna funkcji F w punkcie (1,0) jest:
, {00
F.o -]

i nalezy ja chyba sobie kojarzy¢ raczej z pochodna kierunkows.
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@ Majac pochodng funkgcji F w punkcie X, mozemy odtworzy¢ wartosci
funkcji F dla sasiadéw X: dla sasiada Xy funkcja F(X;) powinna réznié
sie od F(X) tam, gdzie w pochodnej s3 jedynki, a wiec F(%;) = (1,0)
a F(%) = (1,0).

@ Np.: zatézmy, ze przy N = 3 warto$¢ funkcji F w (0,1,1) wynosi
F(0,1,1) =(1,0,1), za$ pochodna w tym punkcie:

F'(0,1,1) =

—_ =
o O o
=

Woéwczas mozna odtworzy¢ warto$¢ funkcji F dla wszystkich N sasia-
déw (0,1,1): F(%) =(0,1,0), F(%) =(1,0,1) i F(%3) = (0,0,0).
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@ Twierdzenie:
VX e {0, 11N vy e {Ki}ic v
d(F(%), F(¥)) = F(X)d(%.7)
@ Twierdzenie: Jezeli B(F) — macierz zaleznosci odwzorowania F, X €

{0,1}", to:
V% F/(%) < B(F)

oraz
sup{F'(x)} = B(F)
(tu kres goérny jest réwny maksimum).

@ Jedna z nadziei, jaka fizycy wigzali z AK, byta préba przetozenia
jezyka réwnan rézniczkowych na formalizm AK — stad caty ten dosé
egzotyczny aparat matematyczny.

@ Niestety, tu akurat AK nie spetnity poktadanych w nich nadziei —
aparat za$ pozostat...

[K.Kutakowski, Automaty komérkowe, OEN AGH, Krakéw 2000][1]
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