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Woprowadzenie
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Terry Pratchett, Rownoumagicznienie, Prészynski i S-ka, 2006

Doskonale wiadomo, ze istotnym warunkiem sukcesu jest brak
wiedzy o niemozliwosci tego, co cztowiek prébuje osiagna¢. Osoba
nie zdajaca sobie sprawy z szansy porazki moze by¢ kijem
wepchnietym w szprychy roweru historii.
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Woprowadzenie
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Woprowadzenie |

Oryginalnie sformutowany przez Lenza [1] i rozwigzany dla
jednowymiarowego ferromagnetyka w E. Ising. “Beitrag zur Theorie
des Ferromagnetismus”. Zeitschrift fiir Physik 31 (1925), 253-258.

Catkowita energia uktadu

1
E=— Z Ji;8iS; — HZS
1] 1

gdzie zmienna spinowa S; przyjmuje tylko dwie wartosci S; = +1
(czasami S; = £1/2, czasami S; = 0,1)
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Wprowadzenie [l

Catka oddziatywania wymiany

T = Jji =J, dlaij bedacych najblizszymi sasiadami;
v 0, w przeciwnym wypadku.

(W magnetyzmie jest to prawie zawsze prawda.)

@ J > 0 — sprzezenie ferromagnetyczne — preferowane
ustawienie 1 — 1 i/lub | — |
@ J < 0 — sprzezenie antyferromagnetyczne — preferowane

ustawianie | — 1 i/lub T — |
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Woprowadzenie |lI

Na H mozemy patrze¢ jak na energie oddziatywania spinéw z
zewnetrznym polem magnetycznym badz wprost jak na pole H.
Wowczas H ), S; jest suma energii zeemannowskich H o S;.
Pole H stara sie ustawi¢ spiny zgodnie ze soba.

Reguta DAK = tendencja uktadu do zmniejszania energii:

Si(t+1) = sign Z JijS;+H | . (1)
J

Fizycznie odpowiada to T' = 0.
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Dowaod Derridy |

@ Dla prostoty dowodu zatézmy H = 0.

o gi(t) = >_; Jij S;(t)

o Funkcja pracy:

ZJUS i(t+1)

e W(t) mozna zapisa¢ na dwa sposoby:
W(t) =

:_Zgz (t+ 1)
:_Zgi t+1)8
7
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Dowaod Derridy |l

e Z reguty (1) DAK mamy:
Si(t +2) = sign(gi(t+ 1))

@ Z pierwszej réwnosci w (2):

W(t+1) Zg,tﬂ (t+2) Z\%t%—l

e Z drugiej réwnosci w (2):
W(t) =
== loi(t +1)| - signlgi(t + 1)]Si(¢)

i
= - Z lg:(t + 1)[ - Si(t +2)S:(2)
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Dowaod Derridy 111

@ Réznica
W(t+1) = W(t) == [git+1)]-[1 - Si(t+2)Si(t)]

jest niedodatnia.
@ Z tego wnioskujemy, ze W (t) jest nierosnaca.

@ Dla uktadéw skonczonych wiecznie maleé nie moze, wiec
Si(t+2) = S;(t).

@ Mamy wiec do czynienia z AK klasy Il. A gdy
S;i(t — 00) — const — z AK klasy .
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Metody Monte Carlo |

@ Do obliczania réwnowagowych wartosci charakterystycznych
wielkosci uktadu opisanego modelem Isinga mozemy sie
postuzy¢

formalizmem sumy statystycznej:

Z =7 _exp[-BE(o)). (3)

Sumowanie odbywa sie po wszystkich stanach uktadu o.

@ Odwrotnos¢ energii termicznej:
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Metody Monte Carlo Il

o Dla uktadu N spinéw mamy jednak 2V mozliwych stanéw
uktadu i tyle samo sktadnikéw Z — problem jest wiec klasy
NP.

e Sciste obliczenia (oprécz pracy doktorskiej Isinga dla 1D)
powiodty sie dla sieci dwuwymiarowej pod nieobecnos¢ pola
magnetycznego [3].

@ Dlatego w celu obliczenia magnetyzacji w zaleznosci od pola
H i temperatury T musimy positkowac¢ sie probabilistycznymi
automatami komérkowymi.

o Niech p; bedzie prawdopodobiefistwem, ze i-ty spin jest
zwrécony w gore.
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Metody Monte Carlo IlI

@ Zmiana tego p; moze by¢ zapisana w czasie:

dp;
T = =) + (1= pwil=),
gdzie w;(1T—) jest prawdopodobienstwem odwrdécenia i-tego
spinu z 1 na J.
o W réwnowadze
i,
dt
@ A samo p; dane jest rozktadem Gibbsa p; x exp[—BE(1)].
o Skad
w;(T—
M — exp{BIE() — B()]} = exp[26F(1)]

niezaleznie czy w réwnowadze czy nie (bo w; nie zaleza od p;).
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Schemat Metropolisa

W schemacie Metropolisa [4], prawdopodobienistwo akceptacji
nowej konfiguracji jest dane poprzez

p%am = min{1, exp[—(Em. - E.ui)/kBT]}' (4)

W przeciwienstwie jednak do dynamiki glauberowskiej spiny sa
odwiedzane w losowej kolejnosci (losowa permutacja etykiet spinéw
strzeze by kazdy spin byt odwiedzony i to dokfadnie raz na MCS).
@ Wybieramy losowo komérke i.
e Tworzymy konfiguracje prébng z losowo wybranym spinem
S! = +1 i obliczamy z wigzang z tym wyborem zmiane energii
AE:
AFE <0 — akceptujemy konfiguracje prébna;
AFE > 0 — akceptujemy ja z prawdopodobiefistwem
exp(—pAE).
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Dynamika Glaubera |

Dla kazdego spinu i znajdujacego sie w otoczeniu (rozumianym
,razem z nim") o konfiguracji p;, nowa konfiguracja n; powstata
poprzez wylosowanie (S; = £1) jest tworzona i akceptowana z
prawdopodobienstwem

exp(—Ey, /ksT)

exp(—E,, /ksT) + exp(—Ey, /kT)

gdzie E,, jest energia konfiguracji n;, E,, jest energia konfiguracji
i; a kp jest stata Boltzmanna [5].

@ Dla kazdego i obliczamy:

1
14 exp{—2,8[zj JijSi(t)]}
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Dynamika Glaubera Il

e Losujemy liczbe R € [0; 1]
o Jesli Sl(t) =-1
o R<ri(t) = Si(t+1) =+1
o R>rit) = Si(t+1) = —1
o Jesli S;(t) = +1
o R<1—ri(t) = Si(t+1) = +1
o R>1—ry(t) = Si(t +1) = —1
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Kapiel cieplna

o Komorki modyfikujemy jedna za druga.
e Dla kazdej obliczamy:

1
14 exp{—25[zj JigS;()]}

@ Losujemy liczbe R € [0; 1]. Jesli

T (t)

R < ’I”Z'(t) to Sz(t + 1) = +1;
R>’I“i(t) to Sl(t—l—l) =—1.
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Kilka uwag natury technicznej |

o Dla T' = 0 wszystkie te trzy metody sprowadzaja sie do reguty
deterministycznej (1).

@ Dla niskich temperatur algorytm ,lubi” sie zawiesi¢ na
metastabilnej konfiguracji spinéw (np. dla temperatury ponizej
Tc i w polu réwnym zero H = 0 jesli zaczniemy symulacje od
stanu z m = 0).

e Uktad bedzie dazyt do stanu réwnowagi w sposéb
niewyobrazalnie powolny.

e Wprowadza sie ,demony Creutza” — btadzace po siatce i
odwracajace ,,domeny” niezaleznie od regut.

o Najlepiej wiec rozpoczynaé symulacje z m = 1.

K. Malarz, KISiFK WFilS AGH Automaty Komérkowe



Teoria
0000000000eee

Kilka uwag natury technicznej Il

@ Dla najbardziej interesujacego tj. 3D przypadku nie ma
rozwiazan analitycznych i symulacja jest jedynym podejsciem
teoretycznym.

@ , Multispin coding” jest technika pozwalajaca na przyspieszenie
obliczen poprzez operowanie na 32-bitach jednoczesnie.

@ Przy sprzezeniu antyferromagnetycznym w celu ominiecia
przerzucania wszystkich stanéw sieci z T na | przy poczatkowe]
m = 1 nalezy przechodzi¢ przez siatke rozsadnie (tj. co drugi
wezet).
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Kilka uwag natury technicznej Il

o Energia spinu na siatkach regularnych jest ,skwantowana”: nie
ma co jej za kazdym razem obliczaé. To oznacza, ze zmiana
energii zwigzana z odwréceniem spinu réwniez przyjmuje kilka
wielkosci w zaleznosci do liczby koordynacyjnej wezta sieci w
ktérej umieszczony jest spin. Wystarczy stworzy¢ tablice
prawdopodobienstw akceptacji nowej konfiguracji/odwrécenia
spinu r w zaleznosci od ,zwrotu” spinu i liczby spinéw
skierowanych w okreslona strone w jego otoczeniu (nie liczac

jego).
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Rysunek: Gestos¢ energii i ciepto wtasciwe
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L=102, tpax=103, T=5 x 10%, m(0)=1
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Rysunek: Namagnesowanie i podatnos¢
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Nir=2 10%, N=10°
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Rysunek: T2P = 2.27[J/kg), TEP = 4.51[J/kp]
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T na sieciach regularnych z dodatkowymi sasiadami

Nigr=2 10% [MCS], N=10%: L;5=10%, L,p=10%, Lgp=102
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Rysunek: Wrécimy do tego [6] i nadamy wynikowi (nad)interpretacje
socjologiczna...
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Tc na sieciach Archimedesa |

0.4 : 2 ‘
A @ 4,8
g (4,8%) ] T‘
0.2 r N (3,129 i
"
i * |
0.2 ¢
-0.4 -
1 1.5 2 2.5 3
TJkB

K. Malarz, KISiFK WFilS AGH Automaty Komérkowe



Wyniki
[efefelel T I I ]

Tc na sieciach Archimedesa |l

Rysunek: Zaleznos¢ (m) od temperatury T dla sieci Archimedesa (3*,6),
(3,4,6,4), (4,6,12), (4,82) i (41). N ~ 6 - 10 spinéw, po Niger = 2 - 10°
[MCS]. (m) jest usrednione po ostatnich 103 [MCS].

Tabela: Temperatury Curie T na sieciach Archimedesa [7-9]

z sie¢ Te [J/kB] zrédto

3 (3,12%) 1,25 [10]
(4,6,12) 1,40 [10]
(4,82) 1,45 [10]
(63) 1,52

4 (3,4,6,4) 215 [10]
(4%) 2/ arcsinh 1 ~ 2,27
(3,6,3,6) 2,27

5 (3%6) 2,80 [10]
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Tc na sieciach Archimedesa IlI
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Rysunek: Zaleznos¢ (m) od zredukowanej temperatury T'/T¢ dla sieci
(3%,6), (3,4,6,4), (4,6,12), (4,8%) i (4)
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Tc na sieciach Archimedesa IV

Dla kazdej z rozwazanych sieci, zaleznos¢ m(T'/T¢) jest zgrubsza
taka sama jak dla sieci kwadratowej [10]. W tym ostatnim
przypadku znamy za$ przepis analityczny

COS 2 K
m(x)| = \/ OS2/ %) (2 /) — 1],

sinh*(2/k)

gdzie k =T/T¢.

W przeciwienstwie do pétdoktadnego wzoru Galama—Maugera na
zalezno$¢ T od wymiaru przestrzeni d i liczby koordynacyjnej sieci
z, pokazujemy, ze temperatura krytyczna dla IM rézni sie
nieznacznie dla kilku AL (gdzie d = 2) z tymi samymi wartos$ciami
z. Podobnie jak w przypadku zjawiska perkolacji, takze dla IM
wymiar d i liczba koordynacyjna z nie s3 wystarczajace do
wyznaczenia punktu krytycznego T¢.
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Efektywny algorytm obliczania sumy statystycznej |

n — liczba spinéw do goéry (S; = +1)

k — liczba wiagzan antyréwnolegtych (S5;S; = —1)

@ L — rozmiar sieci

e N = L? — liczba wszystkich spinéw

e Q(n,k) — liczba konfiguracji siatki L x L o zadanej liczbie n i
k

e 1/8=kpT
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Efektywny algorytm obliczania sumy statystycznej Il

E(n,k)=—-J ) _ SiS; HZS = 2J(k—L*+L)—H(L*>—2n)

<i,5>

Z =3 9n, k) - expl-BE(n, k)] ™

n,k

=Z""Y A(n,k)-Q(n, k) - exp[-BE(n, k)] (8)

= BU(S?) = (S:)*) = BL{(2n — L*)?) — (2n— L*)?]  (9)
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Efektywny algorytm obliczania sumy statystycznej Il

metoda brutalnej sity
M 10°  10% 107 10% 10° 1010
tcpy [sec] 0,86 6,90 66,4 660 6648 65752

na SGI 2800 — 264 ~ 1012 — 4.6 milionéw lat!

Qsxa(b®,n1+n9, k1+ko+k) Z Qusea(b],n1, k1) -Qasa(bl, no, ka),

bl ;11 7k1
bl,na,ko

gdzie 0 < k' < 4 jest dodatkowa liczba wigzan antyréwnolegtych na
,zgrzewie" dwéch sieci 4 x 4 a b® tworzy sie na podstawie b i b3.
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Efektywny algorytm obliczania sumy statystycznej IV

Podobnie

Qsxs(n1+ng, kit+ke+k") = Z Qgsea(bF,m1, k1) -Qgxea (b5, 12, ka),

b8 k1
b8 na,ko

i znéw 0 < k" < 8 jest dodatkowa liczba wiazan antyréwnolegtych
na zfaczu dwéch siatek 8 x 4.

Procedura ta pozwolita okresli¢ Qgys

na SGI 2800 w zaledwie 22 godziny, co daje przyspieszenie 1 831
636 363 ~ 2107 [11].
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Efektywny algorytm obliczania sumy statystycznej V

Podejscie sredniopolowe J < 0i x = (mq +my)/H (H — 0):

{ma = tgh (8(Jm, + H)) (10)

my = tgh (B(Jma + H))
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Efektywny algorytm obliczania sumy statystycznej VI

// h
0.8 ‘A‘f / . o

/
06 ; 4
o

W hmax

02 /47 8x8 4
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Efektywny algorytm obliczania sumy statystycznej VII

periodic boundary conditions

6x6

z=log Q(n,k)/log max Q(n,k)

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0
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Lawiny dla J < 0
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Lawiny odwrécen spinéw w antyferromagnetyku

Sieci spindéw ze sprzezeniem antyfermognatycznym (J < 0)
przemiatane wolnozmiennym zewnetrznym polem magnetycznym
H.

Przyktady petli histerezy m(H) dla matych graféw i obnizanego

pota (ciagta czerwona linia) i zwiekszanwego pola (kropkowana
czarna linia) [12, 13].
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Rysunek: Petle histerezy
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Lawiny dla J < 0
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Rysunek: Snapshots from simulation for scale-free tree (M = 1, left) and
scale-free simple graph (M = 2, right) for N = 200 and magnetic field
H =0-4.Spins §; = —1 (red) and S; = +1 (yellow) and their pairs
S;S; =41 (black) S;S; = —1 (blue) for all 1 <4, < N. (Figures using
Pajek)
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Rysunek: Histogramy rozmiaréw s lawin odwrécen spinéw
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