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Terry Pratchett, Ciekawe czasy, Prészynski i S-ka (Warszawa 2003)

To motyl burz.

Skrzydetka ma nieco bardziej wystrzepione niz u pospolitych motyli.
W rzeczywistosci, dzieki fraktalnej naturze wszechswiata, oznacza
to, ze te postrzepione brzegi s3 nieskonczone — tak jak
nieskonczona jest dowolna linia brzegowa, mierzona z ostateczna,
mikroskopowa doktadnoscia. A jesli nawet nie, to przynajmniej jest
tak bliska nieskonczonej, ze w pogodne dni mozna stamtad
zobaczy¢ sama Nieskonczonosé.

(-]

Kwantowy motyl pogody (Papilio tempestae) ma catkiem
zwyczajny zétty kolor, cho¢ mandelbrotowskie desenie na
skrzydetkach powinny wzbudzi¢ zainteresowanie. Jego najbardziej
niezwykta cecha jest zdolnos¢ wptywania na pogode.
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Model Drossela i Schwabla [1] |

W modelu Drossela i Schwabla na sieci kwadratowej—przy
zatozeniu otoczenia von Neumanna badz Moore'a—stany
pojedynczej komérki odpowiadaja przebywaniu w niej trawy, drzewa
badz ptonacego drzewa. Reguta automatu (aplikowana
synchronicznie do wszystkich komérek) dana jest algorytmem:
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Model Drossela i Schwabla [1] Il

Model Drossela i Schwabla

© w komorce porostej trawa kietkuje drzewo z
prawdopodobienstwem p,

@ drzewo nie majace w swoim otoczeniu ptonacego drzewa
zaczyna samoistnie ptona¢ (np. wskutek trafienia piorunem
albo samozaptonu) z prawdopodobienstwem f,

© drzewo majace w swoim otoczeniu ptonace drzewo zajmuje sie
od niego,

@ ptonace drzewo wypala sie, zamieniajac w komérke porosta
trawa.
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Model Drossela i Schwabla [1] Il

Parametrem kontrolnym modelu jest stosunek p/f informujacy
o Sredniej ilos¢ kietkujacych drzew pomiedzy dwoma kolejnymi
uderzeniami pioruna.

Las ptonie szybko a rosnie wolno (f < p), albo mozna sobie
wyobrazi¢ modyfikacje modelu, w ktérej pozar rozprzestrzenia
sie tylko po koronach drzew — ptona tylko wysokie, tzn. stare.

Mozna tez uwzglednia¢ kierunek wiatru, nachylenie stoku,
wilgotnos¢ drzew, etc.

Efektywno$¢ propagacji pozaru jest uzalezniona od obecnosci
klastréw drzew. Przez klaster nalezy rozumieé spéjny zbiér
komoérek bedacych w tym samym stanie.
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Model Drossela i Schwabla [1] IV

@ Spojnosé oznacza, ze od kazdej do kazdej komoérki w klastrze
daje sie ,dojs¢" przechodzac tylko przez inne komérki tego
klastra a w jednym kroku wykonuje sie ruch w obrebie
przyjetego otoczenia.

Prég perkolacyjny

Czy istnieje taka gesto$¢ drzew p., przy ktérej jeden piorun jest w
stanie podpali¢ ,,prawie caty” las?

K. Malarz, KISiFK WFilS AGH Automaty Komérkowe



Perkolacja
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Perkolacja |

o Siet.

o Kazdy wezet jest zajety z prawdopodobienstwem p badz pusty
z prawdopodobieastwem 1 — p.

o Zajete wezty naleza do jednego klastra jesli istnieje mozliwosé
potaczenia ich linig famang przechodzaca przez zajete wezty.

@ Dla niskich koncentracji p nie ma przejscia miedzy jednym a
drugim brzegiem — sie¢ odpowiada np. izolatorowi.

@ Istnieje krytyczne pokrycie sieci p. powyzej ktérego sie¢ staje
sie przewodnikiem. To prawdopodobiefstwo p. nazywamy
progiem perkolacyjnym.
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Perkolacja Il

sie¢ pe(site) sie¢ pe(site)
kwadratowa (2D) 0.5927460 | tr6jkatna (2D) 1/2
kubiczna (3D)  0.3116080 diament 0.4301
BCC (3D) 0.2459615 | heksagonalna (2D) 0.697043
FCC (3D) 0.1992365 Kagomé 0.69704
4D 0.197 5D 0.141
FCC (4D) 0.0842 FCC (5D) 0.0431
6D 0.107 7D 0.089

http://en.wikipedia.org/wiki/Percolation_threshold
Perkolacja moze by¢ wiec dobrym przyktadem przejs¢ fazowych:
przewodnictwo/nadprzewodnictwo, ciecz/ciato state,
magnetyk/paramagnetyk, zol/zel, i stuzy¢ do badania
rozprzestrzenianie sie pozaréw i epidemii.
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Perkolacja Ill

Perkolacja, p, p. d= d=3
parametr porzadku Ps: 8 | 5/36 0.417(3)
dtugos¢ korelacji &: v 4/3 0.875(8)
sredni rozmiar klastra S: v | 43/18 1.795(5)

Magnetyzm, T', T,

parametr porzadku m: 3 1/8 0.32
dtugos¢ korelacji &: v 1 0.63
podatnos¢ x: v 7/4 1.24

tatwe uogdlnienie na dowolny wymiar sieci.
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Perkolacja IV

Przejscie fazowe charakteryzowane jest poprzez wtasciwosci
geometryczne klastréw w poblizu parametru krytycznego

@ prawdopodobienstwo, ze wezet nalezy do nieskonczonego

klastra:
P x (p - pc)ﬁ

@ dtugosc korelacji:
’—I/

§O(|p_pc

@ masa klastra (Srednia ilos¢ weztéw w klastrze)

S o ‘p - pc|_’7

&1 S s3 otrzymywane po usrednieniu po wszystkich klastrach o
skonczonych rozmiarach.
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L=100, Nyyy=10°, p,=0.5927, y=43/18
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Skalowanie elementéw skonczonych |

| ogélnie w poblizu progu perkolacyjnego wielkosci X
charakteryzujace klastry podlegaja prawu skalujacemu:

X(p;L) =L F((p—pc) L"), (1)

gdzie F(-) jest funkcja skalujaca, = wyktadnikiem skalowania a v
jest wyktadnikiem krytycznym zwigzanym z dtugoscia korelacji &.
Wartos¢ L* - X (p = p.) = F(0) nie zalezy od rozmiaru liniowego L,
co pozwala na tatwe wyznaczenie wartosci p. techniky poszukiwania
przeciecia sie wykreséw X (p) sporzadzanych dla réznych L.

Co wiecej wykresy te mozna natozy¢ na siebie odpowiednio
przeskalowujac osie, czyli umiejetnie dobierajagc wyktadniki z i 3.
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Skalowanie elementéw skonczonych |l

Jesli uda nam sie zaproponowaé wielkos¢ X, ktéra ze swej natury
do natozenie sie wykreséw nie wymaga skalowania wzdtuz osi
rzednych to prawo (1) da sie przepisac jako:

X(p: L) = G((p — pc)LY). (2)

Taka wielkoscia jest np. wrapping probability W (p, L) méwiace o
prawdopodobienstwie tego, ze w uktadzie zaobserwujemy klaster
taczacy przeciwlegte ,krawedzie” uktadu.

Brak koniecznosci skalowania wzdtuz ,0si y" bierze sie stad, ze
W(p—0,L)=0iW(p—1,L)=1.
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Skalowanie elementéw skonczonych Il
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Skalowanie elementéw skonczonych 1V

Dokfadnie taka metodyke poszukiwania wartosci krytyczne;j
prawdopodobienstwa ogladali$my juz dyskutujac model Sznajdéw:
pokazywaliSmy, ze to czy zwyciezy opinia Czerwonych czy
Niebieskich zalezy od poczatkowego udziatu ich opinii (p. = 1/2) w
grupie.

e Whyktadniki krytyczne 3, v, v s3 uniwersalne — nie zalezg od
szczeg6téw dotyczacych sieci (kwadratowa czy tréjkatna) czy
typu perkolacji (weztéw czy wigzan) oraz przyjetego otoczenia
a jedynie od wymiaru przestrzeni.

o Nieskonczony klaster perkolacyjny dla p = p. ma podobnie jak
dywan Sierpinskiego dziury wszelkich rozmiaréw: jest
samopodobny z dowolna skala tego podobienstwa (wieksza niz
dtugos¢ jednostkowa ale mniejsza niz rozmiar sieci).

K. Malarz, KISiFK WFilS AGH Automaty Komérkowe



Perkolacja
000000eeee0000

Skalowanie elementéw skonczonych V

o Wymiar fraktalny definiujemy poprzez mase M klastra
ograniczonego sfera o promieniu 7:

M (r) o 77,
@ Dtugosc korelacji & definiuje charakterystyczna dtugosé

(Srednia odlegtos¢ miedzy weztami w tym samym klastrze)
odgraniczajaca strukture samopodobna od homogenicznej:

dy
M(r) rd, r<§
ré,.  r>¢

o Wymiar fraktalny nieskonczonego klastra jest powiazany z

wyktadnikami krytycznymi: df = d — > [2].
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Algorytm Hoshena—Kopelmana |

Istnieje wiele technik numerycznych pozwalajacych identyfikowaé
klastry [3-6]. Jednym z nich jest algorytm Hoshena—Kopelmana [3].
@ Algorytm przechodzac z od géry do dotu, od lewej do prawej
za kazdym razem napotykajac zajety wezet sieci stara sie

przydzieli¢ mu etykiete.

e Etykiety przydziela sukcesywnie no chyba, ze (zaktadajac
otoczenie von Neumanna) jego lewy badz gérny sasiad jest tez
zajety.

o Te dwa wezty juz maja wczesniej przydzielone etykiety i badany
wezet stanie sie czeScig ktéregos z juz istniejacych klastrow.

o Jesli oba wezty sa zajete to wtasnie inwigilowany wezet potaczy
dwa klastry: rekurencyjnie trzeba powymienia¢ dotychczasowe
etykiety na mniejsza z etykiet komoérek (i — 1,7) i (4,5 — 1).
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Algorytm Hoshena—Kopelmana Il
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Algorytm Hoshena—Kopelmana IV

K. Malarz, KISiFK WFilS AGH Automaty Komérkowe



Pozary a perkolacja
©0000000000000000000000000000

Pozary a perkolacja |

W kontekscie pozaréw laséw szczegélnie nas interesuje rozktad
N (S) rozmiaréw klastréw.

Z pewnoscia bytoby mito méc przewidywaé pozary laséw

@ Roéwnie atrakcyjnym celem bytoby cho¢ oszacowanie ryzyka
pozaréw laséw w danym roku znajac statystyke pozaréw w
latach poprzednich.

o Oczywiscie rzeczywiste eksperymentowanie w tej sprawie
raczej nie wchodzi w rachube.

@ Jednak posiadamy takie dane ,eksperymentalne” w
statystykach straznikéw lasu czy zaktadéw ubezpieczeniowych.

@ Modelowy las stanowi siatka kwadratowa.
o Kazda komoérka moze by¢ porosta trawa badz drzewem z
prawdopodobiefAstwem p.
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Pozary a perkolacja Il

@ Drzewa, zaréwno juz istniejace jak i Swiezo wykietkowane
tworza klastry o réznych rozmiarach.

@ Przez klaster rozumiemy zbiér drzew majacych sasiadéw w
otoczeniu von Neumanna.

e Odwzorowanie p,, — pp+1 (gdzie n numeruje lata) jest
ztozeniem dwéch funkgji:

o Pierwsza
p—p+rp(l—p) (3)

opisuje okres wzrostu (pojawiania sie drzew) (0 < r < 1).
e Potem nastepuje czas pozaréw:

p—p—S(p). (4)
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Pozary a perkolacja Il

@ Srednia gestoé¢ drzew na siatce
1
S(p) = 72 Z Wi S; (5)
i

moze by¢ wyznaczona na dwa sposoby:

wl=s;/L* badz w! = si/Zsi.
%

@ Przyjecie wag w’ oznacza, ze piorun czasami bedzie trafiat w
trawe nie wywotujac pozaru (jak w modelu Drossela i
Schwabla).

e Natomiast wagi w” odpowiadaja intencjonalnemu wzniecaniu
pozaréw przez podpalaczy.
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Pozary a perkolacja IV

@ Do ustalenia rozktadu prawdopodobienistwa napotkania klastra
o rozmiarze s; uzywamy algorytmu Hoshena—Kopelmana.

@ Symulacja jest prowadzona na sieci kwadratowej o rozmiarze
103 x 103

e Odwzorowanie p,, — pp+1 dla kazdego p jest uzyskiwane
poprzez usrednieni po setce niezaleznych realizacji sieci (tj.
przypadkowego rozktadu drzew na niej).

e Odwzorowanie p,, — pny1 tworzymy taczac prostymi sasiednie
1001 punktéw uzyskanych z symulacji.

e Odwzorowanie p,, — p,+1 nie pozwoli nam co prawda na
rekonstrukcje dynamiki frontu pozaru (jak to czyni AK) a
raczej pozwoli symulowa¢ statystki , gestosci’ drzew w
kolejnych latach n.
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Dopasowanie p,, — p,+1 dla wag w’ (do analizy diagramu
bifurkacyjnego)

H(p) =p+rp(1—p)

Clp) = {0-1exp[1oo<o.6—p>]+o.4m = p>06 o

p — p<0.6
Pnt+1 = G(H (pn))
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Dopasowanie p, — p,+1 dla wag w” (do analizy rozktadu

rozmiaréw pozaréw)

H(p) =p+rp(1—p)

Glp) = peexp(—12.735\/p —pe.) <= p > pe
P — P =< Pe

Pny1 = G(H(pn))
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Pozary a perkolacja
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L=1000, Ny;=100, 1=0.5

T T T T T T

/] P

n+1

T
w’ (natural)

=P, +1P,(1-P,)
Eq. (2)

0.5

n

0.6
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L=1000, Nyyy=100

Phst

0.7 0.8 0.9 1

K. Malarz, KISiFK WFilS AGH owe




Pozary a perkolacja
00000000@00000000000000000000

W’ (natural), pg=0.5, Niier=10%, Npys=100

0.1 1 1 1 1 1 1 1 ! L
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w' (natural), py=0.5, Niyg=10%, N_;=100
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Twierdzenie Sharkovskiiego

Woytapanie cyklu granicznego o dtugosci trzy dowodzi — zgodnie z
twierdzeniem Sharkovskiiego — iz, w uktadzie pojawia sie cykle
graniczne o wszystkich mozliwych dtugosciach.
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w” (provoked), py=0.5, N“e,=106, Npts=100
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Wyktadnik Lyapunova

Ewolucja czasowa réznicy In |p,,(po,t) — pn(po + €, t)| dla dwéch
trajektorii réznigcych sie o € w poczatkowej gestosci drzew py.
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w’ (natural), s=1o"5, r=1.0
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Wspotczynnik Lyapunova

Wida¢, ze trajektorie rozjezdzaja wyktadniczo z czasem. Tempo
tego uciekania od siebie trajektorii okresla wspétczynnik Lyapunova
. Jego dodanie wartosci okreslaja obszary w ktérych uktad jest
chaotyczny A jego ujemne wartosci zgadzaja sie z obszarami okien
stabilnosci ujawnionych na diagramach bifurkacyjnych.
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W’ (natural), py=0.5, e=10""%..10"° N
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w" (provoked), py=0.5, e=10""°..10""°, N;,c=100
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Rozktady rozmiaréw pozaréw

e Dla pozaréw o duzych rozmiarach histogram N (S,,) daje sie
dopasowac¢ zaleznoscig wyktadnicza.

o Mate ale skoficzone pozary sa ignorowane w przyblizeniu
analitycznym (7).

e Dla danych ,eksperymentalnych” (Kanada, 1970-2000),
histogramy zostaty przeskalowane do wartosci najwiekszego
pozaru zaobserwowanego na danym obszarze.
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Histogram of burned area normalized to its largest value (Canada, 1970-2000)
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Pozary a perkolacja
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W' (natural), pg=0.5, Ny =10%, 1=0.8

1e+08 T T T T T T T
+
1e+07 | B
1e+06 | * 4
i
+
¥+
100000 ﬁ . s 4
+
i + =
i * H++
} * o %’,#
10000 | hiat! #f *%ﬁi% i
¢
+
1000 1 1 1 1 1 1 1
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6
A"
K. Malarz, KISiFK WFilS AGH owe

0.7



Pozary a perkolacja
00000000000000000000008000000

w” (provoked), pg=0.5, r=0.3, N“e,=108
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Poréwnanie z danymi ,eksperymentalnymi”

e Kilka czynnikéw (jak wilgotnosé¢, uksztattowanie terenu, etc.)
nie maja swoich bezposrednich odpowiednikéw w podejsciu
Sredniopolowym.

@ Mozna oczekiwag, ze czynniki te dodaja rodzaj ,szumu”
nieobecnego w deterministycznych odwzorowaniach
Pn = Pn+1-

@ ,Szum” ten mozemy prébowa¢ odtworzyé zmniejszajac rozmiar
modelowanego lasu (L = 10° — L = 50).
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Pozary a perkolacja
00000000000000000000000080000

Forest fire statistic (Yukon, Canada, 1971-1998)
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Pozary a perkolacja
0000000000000000000000000e000

w’ (natural), L=50, py=0.5, r=0.3
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Pozary a perkolacja
00000000000000000000000000800

w” (provoked), L=50, py=0.5, r=0.3
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Pozary a perkolacja
000000000000000000000000000e0

Forest fire statistic (Yukon, Canada, 1971-1998)

T T T T T T

4500

4000

3500

3000

2500

2000

An, [km?]

1500
1000

500 4
° °
1 1 1 , 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
A, [km?]

K. Malarz, KISiFK WFilS AGH owe




Pozary a perkolacja
0000000000000000000000000000e

w” (provoked), L=50, P;=0.5, r=0.3
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Whioski
°

Whioski [7, 8]

@ Jesli deterministyczne podejscie sredniopolowe w granicy
termodynamicznej wskazuje na zachowanie na chaotyczne
zachowanie uktadu to trudno sobie wyobrazi¢ jakakolwiek inng
technike ktéra dawataby kontrolowane rozwigzanie.

e Udato sie (co prawda tylko jakosciowo) odtworzy¢
.eksperymentalne” statystki pozaréw.

@ Zaréwno diagramy bifurkacyjne jak i wykfadniki Lyapuova
wskazuja na chaotycznos¢ ewolucji czasowej pozaréw laséw.

@ Znaczy to, ze ich przewidywanie w dtugiej skali czasu jest
niemozliwe.

@ Koronnym (ewolucyjnym) dowodem na chaotyczno$¢ pozaréw
jest przypadek sekwoi.
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