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Opowiesé 1

Wstep

— Tak to wiasnie wyglada, kiedy ludzie prébuja edukowaé swoje dzieci — stwierdzit kruk —
zamiast méwié im o réznych rzeczach...

[Terry Pratchett, Muzyka duszy, Prészynski i S-ka (Warszawa 2002)]

1.1

1.2

Czym sg automaty komoérkowe (AK)?

alternatywng matematyka, szczegdlnie przydatng w obliczeniach réwnoleglych, wolna od
bledéw zaokraglen,

narzedziem do symulacji proceséw fizycznych, w ktorych bierze udzial wiele uktadow od-
dziatujacych ze soba,

obiektami matematycznymi, interesujacymi z punktu widzenia teorii proceséw dynamicz-
nych,

zabawka,

oraz — przedmiotem tego wyktadu...

Troche historii

Za twoérce automatéw komorkowych uwaza sie Janosa von Neumanna, Wegra pracujacego
w Princeton. Jak wiadomo, wprowadzil do swego modelu “pierwotnej zupy” dyskretny
czas i przestrzen z inspiracji Stanistawa Ulama, lwowskiego matematyka, ktory przebywal
wtedy w Los Alamos. Ulam jest tez autorem okreslenia automatéw komoérkowych jako
“fizyki urojonej”...

Najstynniejszym chyba automatem jest Life autorstwa angielskiego matematyka Johna
H. Conwaya. Ten automat mial kiedys swoj fanklub wsréd naukowcéw i studentéw USA.
W konkursie na konfiguracje komérek, ktéra bedzie rosta nieskonczenie, zwyciezyla w
listopadzie 1970 grupa z MIT, publikujac “dziato szybowcowe” i zgarniajac nagrode w
wysokoéci 50 dolaréw amerykanskich. W Life mozna widzie¢ model zyjacego srodowiska; w
uzyciu jest terminologia “zZywych” i “martwych” komorek. Ale jest to automat uniwersalny,
czyli zdolny do kazdej operacji logicznej.

AK weszty do bibliotek fizykéw na poczatku lat 80-tych. Jednym z gtéwnych popularyza-
toréw tej idei byt Stephen Wolfram, znany jako twérca pakietu Mathematica. Prébowat on
rowniez sklasyfikowa¢ AK — gdyby sie ten zamiar powiddl, mozna by méwié o klasyfikacji
wszystkich dyskretnych proceséw dynamicznych.
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Opowiesé 2

Skala trudnosci

Oczywiscie, nadrektorze. Ale zdaje pan sobie chyba sprawe, ze odnalezienie go ‘moze nam
zabra¢ cate lata?

— Ehm... — wtracit Myslak. — Gdyby$my odszyfrowali jego sygnature thaumiczna, HEX pora-
dzitby sobie z tym w jeden dzien.

Dziekan rzucit mu gniewne spojrzenie.

— To nie jest magia — burknat. — To... mechanika!
[Terry Pratchett, Ciekawe czasy, Prészyniski-i S-ka (Warszawa 2003)]

2.1 Maszyna Turinga

Deterministyczna maszyna Turinga sktada sie:

e 7z modulu sterujacego mogacego si¢-znajdowaé¢ w jednym ze skonczonej ilosci standéw w
danej chwili,

e glowicy czytajaco-piszacej,

e tasmy bedacej ukladem pamigciowym podzielonym na jednostki i prawostronnie nieskon-
czonym,

i moze by¢ traktowana jako model kazdego obliczenia sekwencyjnego.

Kazde obliczenie mozna przedstawi¢ poprzez siedem elementarnych operacji, tworzacych
jezyk Turinga—Posta mogacy realizowa¢ dowolne mozliwe obliczenia. Np. DRUKUJ-0 — ma kod
000, DRUKUJ-1"——ma kod 001, IDZ-W-LEWO — ma kod 010, az STOP — ma kod 100. Tym
sposobem; wszystkie mozliwe algorytmy (a miedzy nimi i dowody twierdzen) mozna ustawié
w ciag i ponumerowaé — tworzg one zbidr przeliczalny.

Swoj numer ma réwniez sama maszyna Turinga — czyli algorytm odczytujacy i wykonujacy
dowolny zadany algorytm.

2.2 Twierdzenie Godla

e Swoj numer ma réwniez dowdd, ze niektorych algorytméw nie ma na liScie — inaczej
mowiac, nie istnieja.

e Nie istniejg wiec dowody niektérych twierdzen! Mozna je wypowiedzieé, ale nie-
sposéb udowodnié.
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Ta teza jest tredcia stynnego twierdzenia Godla, opublikowanego w 1931 roku: “W ra-
mach kazdego formalizmu mozna wypowiedzie¢ twierdzenia, ktérych nie mozna
udowodnié w ramach tego formalizmu”.

Problem stopu: Czy dla danego programu Turinga—Posta P, mozna za pomoca obliczenia
sprawdzi¢ czy dla pewnej danej tego programu, program P zatrzyma sie jesli obliczenie
programu P zostalo rozpoczete z ta dang?

Problem stopu i inne problemy tej klasy nazywamy nierozwiazywalnymi badz nieroz-
strzygalnymi (undecidable).

Inng kategorie trudnosci stanowia problemy w zasadzie rozwiazywalne, ktérych czas roz-
wiagzywania jest jednak bardzo dlugi.

Problem komiwojazera: dane sa polozenia N miast, ktére komiwojazer chce odwiedzi¢. W
jakiej kolejnosci powinien je odwiedzaé, jesli w kazdym musi byé¢ dokladnie jeden raz a
catkowita droga powinna by¢ najkrétsza?

Czas wykonania takiego algorytmu jest proporcjonalny do N!, czyli rosnie z N szybciej,
niz N, gdzie o € N.

Ta zalezno$¢ czasu obliczen od rozmiaru problemu moze stuzyé do' naiwnego rozroznienia
miedzy problemami klasy P (polynomial) a problem klasy NP (non-polynomial). Te drugie
sa uwazane za praktycznie nierozwiazywalne (intractable).

Istnieje cala grupa probleméw klasy NP ktére da sie wzajemnie na siebie przetlumaczy¢
(w formalnej definicji problemy maja byé¢ wielomianowo redukowalne jeden w drugi) —
tworza one grupe probleméw NP-zupelnych (NP-com).

Gdy zaczynalismy dzisiejszy wyktad problem komiwojazera byl na liScie probleméw NP-
com (P#NP)...

Poréwnanie czaséw obliczeh probleméw klasy P i klasy NP.
Typ N=10. N=20 N =40 N =60
N 10°s 2-10°s 4-10°s 6-10"°s
N?2 107%s 4-107*s 0.0016 s 0.0036 s
N3 0.001s 0.008s 0.064 s 0.216 s
N4 0.1s 3.2s 1.7 min. 13 min.
2N 7 0.001s 1s 12.7 dni 36600 lat
3V 0.059s 58 min. 385500 lat  1.2-10% lat

Ztozonosé problemu definiuje si¢ jako minimalna dtugosé algorytmu jego rozwiazania.

O nieprzewidywalnosci obliczeniowej méwimy, gdy algorytmu nie mozna skrécié: jedyna
droga uzyskania wyniku jest wykonanie obliczen krok po kroku.

[K.Kutakowski, Automaty komdrkowe, OEN AGH, Krakow 2000]
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Opowiesé¢ 3
Definicje i inne klamstwa

Elfy sa przedziwne. Budza zdziwienie.
Elfy sa cudowne. Sprawiaja cuda.
Elfy sa fantastyczne. Tworza fantazje.
Elfy s urocze. Rzucaja urok.
Elfy s czarowne. Splataja czary.
Ich uroda powala. Strzats.
Ktopot ze stowami polega na tym, ze ich znaczenie moze sie wi¢ jak waz.-A jesli kto$ chce znalez¢
weze, powinien ich szuka¢ za stowami, ktére zmienity swdj sens.
Nikt nigdy nie powiedziat, ze elfy s3 mite.
Elfy sa zte.
[Terry Pratchett, Panowie i damy, Prészynski i S-ka (Warszawa 2002)]

Deterministyczny automat komoérkowy jest pojeciem matematycznym definiowanym po-
przez:

e sie¢ komérek {i} D-wymiarowej przestrzeni,

e zbiér {s;} stanéw pojedynczej komérki — zwykle ten sam dla wszystkich komoérek i k-
elementowy,

e regule F' okreslajaca stan komorki w chwili ¢ + 1 w zaleznosci od stanu w chwili ¢ tej
komoérki i komorek ja otaczajacych:

si(t+1) = F({s;(1)}), gdzie j € O(i)

i O(7) jest otoczeniem i-tej komoérki.
Do najpopularniejszych otoczen na sieci 2-wymiarowej nalezy zaliczyé¢ otocznie von Neu-
manna (144) i Moore’a (1+8).

Jeéli ponadto funkcja F' zalezy od zmiennej losowej to automat nazywamy probabilistycz-
nym automatem komoérkowym.

3.1 Life Conwaya

e AK Life jest zdefiniowany na dwuwymiarowej sieci kwadratowej, a wiec D = 2.

e 7Zbiér stanéw kazdej komérki zawiera tylko dwa elementy (k = 2), a mianowicie “1” i “0”.
Inaczej méwiac, komoérka jest “zywa” lub “martwa’”. Otoczeniem i-tej komdrki w automacie
Life sa wszystkie komorki z nia sasiadujace, a wiec stykajace sie¢ z nig krawedziami lub
rogami (otoczenie Moore’a).
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e Regula tego automatu jest nastepujaca:

— jesli w otoczeniu komorki (nie liczac jej samej) sa w czasie t trzy komérki zywe, to w
czasie (t + 1) ta komorka jest zywa,

— jezeli w jej otoczeniu w czasie t sa dwie komérki zywe, a ona sama réwniez jest zywa,
to pozostaje zywa réwniez w czasie t + 1,

— w pozostalych przypadkach jest ona martwa w czasie t + 1.

o Life jest AK deterministycznym.

3.2 Najprostsza notacja
e Jak widaé, wazne parametry AK to:

— wymiar sieci D,
— ilo$¢ standéw pojedynczej komorki k,
— oraz otoczenie.

e Czesto uzywanym parametrem jest promien r otoczenia. Dla automatu Life r = 1; argu-
mentem funkcji F' sa tylko najblizsi sasiedzi danej komorki.

e Czesto uzywang notacja dla okreslenia calej rodziny automatow jest podanie dwoéch liczb:
(k,r). W tej notacji automat Life jest zapisany jako (2,1).

e Notacja ta nie jest precyzyjna: nie podaje wymiaru sieci, w zwiazku z czym nie musi by¢
jasne, czy np. dla automatu dwuwymiarowego otoczenie jest otoczeniem von Neumanna czy
Moore’a. Niemniej czesto jej sie uzywa zwtlaszcza, gdy chodzi o automaty jednowymiarowe.

3.3 Elementarne AK

e Najdokladniej zbadana rodzina automatéw sa jednowymiarowe (D = 1) automaty deter-
ministyczne o dwoch stanach komérki (k = 2) i otoczeniu skladajacym sie z najblizszych
sasiadéw (r = 1) — zgodnie z najprostsza notacja te automaty oznaczamy jako (2,1).

e Argumentem funkcji \F jest stan 2r + 1 = 3 komérek, kazda z nich moze byé¢ w k = 2
stanach — funkcja F musi by¢ wiec okrelona dla 22 = 8 réznych konfiguracji. Dla kazdej
z nich funkcja F moze przyjmowaé k = 2 wartoéci. Mozna ja wiec okreslié na 28 = 256
Sposobow.

e Za Wolframem te 256 jednowymiarowych AK nazywamy elementarnymi.

e Czesto okresla sie AK elementarny, podajac wartosci funkcji F' stanéw otoczenia w naste-
pujacej kolejnosci:

111 110 101 100 011 010 001 000

e Do zdefiniowania reguly wystarczy wiec podaé ciag odmiu liczb “0” i “1” — tworzacych w
zapisie binarnym kolejny numer automatu elementarnego

e Np. automat 904ec = 1011010y, to automat o regule:

111 110 101 100 011 010 001 000
0 1 0 1 1 0 1 0

Definicje i inne ktamstwa 13
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e Miedzy nami mowiac 904ec jest réwnowazny dzialaniu XOR na stanach sasiadow komorki
centralnej — jakby tego jeszcze bylo malo, to z jednej komorki “1” w morzu “0” generuje

on fraktal: dywan Sierpinskiego...

konfiguracja

0000000000000000000000000000000000000000000000010000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000101000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000001000100000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000010101010000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000100000001000000000000
0000000000000000000000000000000000000000001010000010100000000000
0000000000000000000000000000000000000000010001000100010000000000
0000000000000000000000000000000000000000101010101010101000000000
0000000000000000000000000000000000000001000000000000000100000000
0000000000000000000000000000000000000010100000000000001010000000
0000000000000000000000000000000000000100010000000000010001000000
0000000000000000000000000000000000001010101000000000101010100000
0000000000000000000000000000000000010000000100000001000000010000
0000000000000000000000000000000000101000001010000010100000101000
0000000000000000000000000000000001000100010001000100010001000100
0000000000000000000000000000000010101010101010101010101010101010
0000000000000000000000000000000100000000000000000000000000000001
0000000000000000000000000000001010000000000000000000000000000010
0000000000000000000000000000010001000000000000000000000000000100
0000000000000000000000000000101010100000000000000000000000001010
0000000000000000000000000001000000010000000000000000000000010000
0000000000000000000000000010100000101000000000000000000000101000
0000000000000000000000000100010001000100000000000000000001000100
0000000000000000000000001010101010101010000000000000000010101010
0000000000000000000000010000000000000001000000000000000100000000
0000000000000000000000101000000000000010100000000000001010000000
0000000000000000000001000100000000000100010000000000010001000000
0000000000000000000010101010000000001010101000000000101010100000
0000000000000000000100000001000000010000000100000001000000010000
0000000000000000001010000010100000101000001010000010100000101000
000000000000000001000100010001.0001000100010001000100010001000100
0000000000000000101010101010101010101010101010101010101010101010
0000000000000001000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000010100000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000100010000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000001010101000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000010000000100000000000000000000000000000000000000000000
0000000000101000001010000000000000000000000000000000000000000000
0000000001000100010001000000000000000000000000000000000000000000
000000001.0101010101010100000000000000000000000000000000000000000
0000000100000000000000010000000000000000000000000000000000000000
0000001010000000000000101000000000000000000000000000000000000000
0000010001000000000001000100000000000000000000000000000000000000
0000101010100000000010101010000000000000000000000000000000000000
0001000000010000000100000001000000000000000000000000000000000000
0010100000101000001010000010100000000000000000000000000000000000

3.3.1 Legalne AK

e Wiérdéd AK elementarnych szczegdlne miejsce wedlug Wolframa zajmuja tzw. AK legalne,

ktore:

— zachowuja stan prézni (quiescent state) 000 — 0, a wiec nie generuja drazniacych

Definicje i inne kfamstwa
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oscylacji,
— oraz wykazuja symetrie: F'(001) = F'(100) i F'(110) = F(011),

co daje 2° = 32 legalne AK o regule typu:

111 110 101 100 O11 010 001 000
a [ v J J¢] € ) 0

3.3.2 Automaty glosujace

e Jeszcze mocniejszym zadaniem jest ograniczenie regut do tzw. AK glosujacych (liczacych)
dla ktérych istotna jest tylko ilos¢ “1” w otoczeniu:

111 110 101 100 011 010 001 000
a BB y B y y 0

e Tych automatéw (nawet wraz z tymi ktore nie zachowuja stanu prézni) jest tylko 24 = 16.
e Sposdb zapisu regul takich automatéw polega na

— podaniu litery symbolizujacej otoczenie: D=2, T=3, Q=4, H=8 i C=center,
— oraz liczby, ktoéra oznacza ilos¢ “1” w otoczeniu komoOrki, aby warto$é reguty byla
“1’7'

e W tej konwencji otoczenie von Neumanna zapisuje sie jako Q+C=V, za$ otoczenie Moore’a
jako H+C=M.

e Np. dwuwymiarowy AK, ktéry zwraca “1” wtedy gdy wsrdéd najblizszych sasiadow dwie
komérki maja wartosé “1” nosi nazwe Q2.

e Mozna tez wyrdznia¢ pojedyncze komoérki: N, E, S, W.

e Inne notacje pozwalajace kodowaé reguty automatu w formie ich nazw raczej trudno sie
przyjmuja...

Definicje i inne ktamstwa 15
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Opowiesé 4
Klasyfikacja AK

e Po co?

— AK = modele, czy tez matematyczne realizacje proceséw dynamicznych w dyskretnym
czasie i dyskretnej przestrzeni.

— Wspomnieli$my juz, ze klasyfikacje AK — gdyby sie powiodla — stata by sie jedno-
czesnie klasyfikacja wszystkich procesow dynamicznych.

o Jak?

— Ewolucja sieci zalezy od regul i stanu poczatkowego sieci.

— Woszystkie znane préby klasyfikacji probuja uniezalezni¢ sie od tej drugiej zalezno$ci.

e Do jakiej klasy zaliczy¢ dany automat? Problem ten dla AK pracujacych na nieskonczo-
nej sieci jest nierozstrzygalny — ogdlnego algorytmu nie ma!

4.1 Klasyfikacja na podstawie obserwacji
Klasyfikacja AK na podstawie obserwacji jest
e trudna, bo czasochtonna i pamieciozerna,

e ale za to wiele wskazuje na to... ze wysoce nieskuteczna.

Najstarsza, pierwsza — i najpopularniejsza — klasyfikacja AK pochodzi od Wolframa. Zgod-
nie z nig AK'podzieli¢ mozna na cztery klasy:

1. AK prowadzace do jednorodnych konfiguracji sieci, w ktérych stan wszystkich komoérek
jest taki sam i nie zmienia si¢ w czasie.

2. AK prowadzace do nie zmieniajacych sie lub periodycznych prostych konfiguracji.
3. AK prowadzace do konfiguracji chaotycznych.

4. AK prowadzace do zlozonych konfiguracji lokalnych, czesto o dtugich czasach zycia.
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0000000000000000000000000000011010000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000100010000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000001100110000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000010001000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000110011000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000001000100000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000011001100000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000100010000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000001100110000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000010001000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000110011000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000001000100000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000011001100000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000100010000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000001100110000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000010001000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000110011000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000001000100000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000011001100000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000100010000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000001100110000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000010001000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000110011000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000001000100000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000011001100000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000100010000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0001100110000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0010001000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0110011000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1000100000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1001100000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0010000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0110000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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0000000000000000000000000000011010000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000100011000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000001110100100000000000000000000000000000
0000000000000000000000000010000111110000000000000000000000000000
0000000000000000000000000111001000001000000000000000000000000000
0000000000000000000000001000111100011100000000000000000000000000
0000000000000000000000011101000010100010000000000000000000000000
0000000000000000000000100001100110110111000000000000000000000000
0000000000000000000001110010011000000000100000000000000000000000
0000000000000000000010001111100100000001110000000000000000000000
0000000000000000000111010000011110000010001000000000000000000000
0000000000000000001000011000100001000111011100000000000000000000
0000000000000000011100100101110011101000000010000000000000000000
0000000000000000100011111100001100001100000111000000000000000000
0000000000000001110100000010010010010010001000100000000000000000
0000000000000010000110000111111111111111011101110000000000000000
0000000000000111001001001000000000000000000000001000000000000000
0000000000001000111111111100000000000000000000011100000000000000
0000000000011101000000000010000000000000000000100010000000000000
0000000000100001100000000111000000000000000001110111000000000000
0000000001110010010000001000100000000000000010000000100000000000
0000000010001111111000011101110000000000000111000001110000000000
0000000111010000000100100000001000000000001000100010001600000000
0000001000011000001111110000011100000000011101110111011100000000
0000011100100100010000001000100010000000100000000000000010000000
0000100011111110111000011101110111000001110000000000000111000000
0001110100000000000100100000000000100010001000000000001000100000
0010000110000000001111110000000001110111011100000000011101110000
0111001001000000010000001000000010000000000010000000100000001000
1000111111100000111000011100000111000000000111000001110000011100
1101000000010001000100100010001000100000001000100010001000100010
0001100000111011101111110111011101110000011101110111011101110111
0010010001000000000000000000000000001000100000000000000000000000
1111111011100000000000000000000000011101110000000000000000000001
0000000000010000000000000000000000100000001000000000000000000010
1000000000111000000000000000000001110000011100000000000000000111
0100000001000100000000000000000010001000100010000000000000001000
1110000011101110000000000000000111011101110111000000000000011100
0001000100000001000000000000001000000000000000100000000000100010
0011101110000011100000000000011100000000000001110000000001110111
0100000001000100010000000000100010000000000010001000000010000000
1110000011101110111000000001110111000000000111011100000111000000
0001000100000000000100000010000000100000001000000010001000100000
0011101110000000001110000111000001110000011100000111011101110000
0100000001000000010001001000100010001000100010001000000000001000
1110000011100000111011111101110111011101110111011100000000011100
0001000100010001000000000000000000000000000000000010000000100010
1011101110111011100000000000000000000000000000000111000001110111
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0000000000000000000000000000011010000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000111100000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000001100100000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000011101000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000110110000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000001111110000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000011000010000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000111000100000000000000000000000000000000000
0000000000000000000001101001000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000011110010000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000110010100000000000000000000000000000000000000
0000000000000000001110101000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000011011010000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000111111100000000000000000000000000000000000000000
0000000000000001100000100000000000000000000000000000000000000000
0000000000000011100001000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000110100010000000000000000000000000000000000000000000
0000000000001111000100000000000000000000000000000000000000000000
0000000000011001001000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000111010010000000000000000000000000000000000000000000000
0000000001101100100000000000000000000000000000000000000000000000
0000000011111101000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000110000110000000000000000000000000000000000000000000000000
0000001110001110000000000000000000000000000000000000000000000000
0000011010011010000000000000000000000000000000000000000000000000
0000111100111100000000000000000000000000000000000000000000000000
0001100101100100000000000000000000000000000000000000000000000000
0011101011101000000000000000000000000000000000000000000000000000
0110110110110000000000000000000000000000000000000000000000000000
1111111111110000000000000000000000000000000000000000000000000000
1000000000010000000000000000000000000000000000000000000000000000
1000000000100000000000000000000000000000000000000000000000000000
1000000001000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000010000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000100000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000001000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000010000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000100000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0001000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0010000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0100000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

4.1.1 Klasyfikacja Wolframa
e AK pierwszych dwéch klas prowadza do stalych konfiguracji.

e AK klasy trzeciej sa niestabilne: male zmiany konfiguracji poczatkowej moga prowadzié
do calkiem réznych ewolucji czasowych sieci — nawet chaotycznych; z pewnoscia wiec
nie nadaja si¢ do przechowywania informacji (i obliczen).

e Natomiast dla AK z czwartej grupy istnieja konfiguracje sieci blokujace rozchodzenie sie
uszkodzen. Stad AK klasy czwartej uwaza sie za mogace wykonywaé obliczenia.

Klasyfikacja AK 20
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Klasyfikacja Wolframa oparta jest na

dlugiej obserwacji stanéw sieci,

przy przypadkowo dobranych konfiguracjach poczatkowych.

Przypadkowo dobrana oznacza w rzeczywistosci usrednienie po wielu konfiguracjach po-
czatkowych. Rodzi to podstawowe pytania:

Jak typowe sa wyniki naszych symulacji?
Czy statystyka jest wystarczajaco bogata?
Czy czas obserwacji byl dostatecznie dlugi?

Co w przypadku automatow dziatajacych na skoniczonej sieci oznacza klasa III skoro za
chaos uwazamy stale zwiekszanie si¢ réznic miedzy stanami sieci?

Problem Poincarego: powr6t do tych samych punktéw w przestrzeni fazowej.
Granica termodynamiczna: przejscie z rozmiarem uktadu do nieskoficzonosci.

Analogia do namagnesowania uktadéw skonczonych: wazna kolejno$é wykonywania przej$é
granicznych z N — coi H — 0.

Klasyfikujac AK mamy podobng sytuacje: tez musimy wykonaé¢ dwa przejscia graniczne:
N —-o0it— oo

Jedli najpierw wykonaé drugie z nich — kazdy automat okaze sie periodyczny — i tego
wyniku przejscie do granicy termodynamicznej nie zmieni.

Jedli jednak najpierw wykonaé N — oo; przyjmujac skonczony czas obserwacji, to mo-
zemy zaobserwowaé zachowania chaotyczne: mala zmiana konfiguracji poczatkowej sieci
prowadzi do narastajacych w czasie modyfikacji kolejnych stanéw uktadu.

Uzasadnienie tej wtasnie kolejnosci daje fizyka eksperymentalna.

Najpopularniejsza miara réznic miedzy stanami sieci o1 i o2 jest odleglo$¢ Hamminga:

N
d(o1,09) = > [si(o1) — si(02)]
i=1

gdzie s; oznacza stan i-tej komérki w konfiguracji o.

Przyktad: 32.

[K.Kulakowski, Automaty komdrkowe, OEN AGH, Krakow 2000]
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konfiguracja
010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010 32
101010101010101010101010101010101010101010101010101010101010100 31
010101010101010101010101010101010101010101010101010101010101000 30
001010101010101010101010101010101010101010101010101010101010000 29
000101010101010101010101010101010101010101010101010101010100000 28
000010101010101010101010101010101010101010101010101010101000000 27
000001010101010101010101010101010101010101010101010101010000000 26
000000101010101010101010101010101010101010101010101010100000000 25
000000010101010101010101010101010101010101010101010101000000000 24
000000001010101010101010101010101010101010101010101010000000000 23
000000000101010101010101010101010101010101010101010100000000000 22
000000000010101010101010101010101010101010101010101000000000000 21
000000000001010101010101010101010101010101010101010000000000000 20
000000000000101010101010101010101010101010101010100000000000000 19
000000000000010101010101010101010101010101010101000000000000000 18
000000000000001010101010101010101010101010101010000000000000000 . 17
000000000000000101010101010101010101010101010100000000000000000. 16
000000000000000010101010101010101010101010101000000000000000000 15
000000000000000001010101010101010101010101010000000000000000000 14
000000000000000000101010101010101010101010100000000000000000000 13
000000000000000000010101010101010101010101000000000000000000000 12
000000000000000000001010101010101010101010000000000000000000000 11
000000000000000000000101010101010101010100000000000000000000000 10
000000000000000000000010101010101010101000000000000000000000000 9

000000000000000000000001010101010101010000000000000000000000000
000000000000000000000000101010101010100000000000000000000000000
000000000000000000000000010101010101000000000000000000000000000
000000000000000000000000001010101010000000000000000000000000000
000000000000000000000000000101010100000000000000000000000000000
000000000000000000000000000010101000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000001010000000000000000000000000000000
0000000000000000000000000000001:00000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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4.1.2 Diagramy de Bruijna
e Okreslamy diagram dla rodziny AK, np.: (k,r) = (2,1).

e Mamy dla niej cztery tzw. czeSciowe otoczenia (partial neighbourhoods):
00 01 10 11

stanowigce wierzcholki diagramu.
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e Te wierzcholki, ktére moga sasiadowad, sa polaczone krawedziami (8 konfiguracji otoczenia
dla (2,1) — wiec i 8 krawedzi).

%)

e Diagram moze réwniez nies¢ informacje o danym automacie: Jesli zyz — y to krawedz
xy — yz pogrubiamy.

e Jedli na diagramie zobaczymy wzmocniong petle, to pewna konfiguracja jest stabilna i
granica rozchodzacych si¢ uszkodzen nie moze jej pokonaé¢. Wtedy automat nie moze by¢
chaotyczny! 7Z pewnos$cig nie jest on AK z klasy trzeciej.

e Np. dla AK, ktérego diagram przedstawiono powyzej mamy

— wzmocniong krawedz 11-11, wiec 111 — 1,
— wzmocniong krawedz 01-11, wiec 011 — 1,
— ‘wzmocniong krawedz 11-10, wigc 110 — 1,
— wzmocniong krawedz 01-10, wiec 010 — 1,

— a wiec “1” jest stabilna: x1x — 1
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4.2 Klasyfikacja na podstawie regut

e Chcielibysmy skutecznie klasyfikowaé AK na podstawie formalnego badania ich regut.

e Prébujemy wigc zdefiniowaé (jeden lub kilka) parametr, ktérego wartosé pozwolitaby okre-
8li¢ przynaleznosé AK do tej czy innej klasy.

Klasyfikacja AK 24


http://home.agh.edu.pl/malarz/dyd/ak/

http://home.agh.edu.pl/malarz/dyd/ak/ Opowies¢ 4

e Na ogdél parametry te sg definiowane w sposob probabilistyczny — tj. z uzyciem rachunku

prawdopodobienstwa.

4.2.1 Metody S$redniego pola

Metody $redniego pola = metody zaniedbujace korelacje miedzy komérkami.

4.2.1.1 Aktywnosé AK

Najprostszym takim parametrem jest A = wzgledna ilo$¢ jedynek w tabeli definiujacej
regute F' automatu. Np. dla automatu 224ec, tj.:

111 110 101 100 011 010 001 000
0 0 0 1 0 1 1 0

zwanego jednowymiarowym Lifem. Jak wynika z reguty A\ = 3/8 = 0.375.

Gdyby automat byl probabilistyczny, aktywno$é¢ mozna by okreélaé jako prawdopodobien-
stwo otrzymania “1” i z takim wtasnie prawdopodobienstwem AK generowatby “1” — np.
automat 224, zachowuje w czasie $rednia ilos¢ “1” o koncentracji 3/8.

Traktowanie jednak deterministycznego AK za pomoca pojeé¢ probabilistycznych jest
rownoznaczne z zaniedbaniem informacji o dalekozasiegowych korelacjach, czyli o tym co
jest w AK najbardziej interesujace.

Mozna by wiec spodziewaé sie, ze wszystkie metody probabilistyczne okaza sie niesku-
teczne.

Jednak poza nimi i poznanymi wczesniej metodami opartymi na obserwacji nie dysponu-
jemy zadnymi innymi.

4.2.1.2 Stabilno$é rozwigzan réwnania iteracyjnego

Rozwazmy réwnanie iteracyjne typu z,+1 = G(z,), ktére przy zadanej wartodci poczat-
kowej xy pozwala generowaé kolejne wartosci x,, i n € N.

Wskaznik n mozna traktowaé jak dyskretny czas.
Punkty speliajace réwnosé x* = G(z*) nazywamy punktami stalymi.

Pytanie o stabilno$é¢ punktu stalego, jest pytaniem, czy jesli punkt x, przyjmuje wartosé
bliska punktowi statemu z* to kolejne wyrazy xn+1, Tnt2, Tnt3, ... beda coraz blizsze x*,
czy tez coraz dalsze?

Innymi stowy czy malte odchylenie od punktu stalego jest wzmacniane czy ostabiane przez
ewolucje czasowa?!

Jezeli jest wzmacniane — to punkt staly jest niestabilny.

0n = Tp — ¥ jest n-tym odchyleniem od punktu statego.

G(z) = G(z*)+ G (z*)(x — z*) + %G”(w*)(w —a*) 4

Tpt1 — 2 = G(zy) — 2" = G(z*) + G'(2*)(zp, — %) — 2" = (x, — 2")G'(2)
Opt1 = G'(z*) - 6,

Jesli wiec |G'(2*)| < 1 to punkt staly x* jest stabilny.
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4.2.1.3 Roéwnania ewolucji

Metoda uproszczonego réwnania ewolucji stosuje sie do AK, ktére zachowuja stan prézni (000 —

0).

Oznaczmy czestosS¢ zer w czasie t przez vy.
Roéwnanie iteracyjne ma postaé
Vi1 = v 4+ (L= 1) (1 = k) = G(w)

gdzie k jest zrenormalizowana aktywnoscia, bez uwzglednienia stanu prézni (ktéry na
pewno zwrdci zero).

Np. dla 224e. k = 3/7.

Konfiguracje inne niz 000 zdarzaja si¢ z czestoscia 1—13 a prawdopodobienstwo, ze zwréca
0 wynosi 1 — k.

Punkty state réwnania ewolucji dla 224, znajdujemy rozwiazujac réwnanie
v=1v"+(1-v%(1-3/7)
Pierwszy z nich v = 1 jest niestabilny G'(vf) =9/7 > 1.

1 1
Drugi v5 = 6\/5 —5 jest stabilny |G'(v3)] < 1.

Oznacza to, ze AK 224, zachowuje $rednig koncentracje “1”7 \* =1 — v* = 0.242.

Doktadniejsze podejscie polega na wyseparowaniu-w funkcji G konfiguracji o réznych ilo-
Sciach zer:

3
Vir1 = waf(l - I/t)g_z,
=0
gdzie b; jest ilodcia konfiguracji etoczenia o i zerach, ktore daja “0”.
Np. dla 2240 b; sa nastepujace:

— b3 = 1 — zachowanie stanu prézni,
— by = 0 — kazdy stan z dwoma “0” daje “17,
— by = 3 — kazdy stan z dwoma “1” daje “0”,
— bp=1—+trzy “1” daja “0”.
Analogiczne rownanie mozna napisaé dla koncentracji “1”

Dla 2244
M1 = 3M(1 — \p)?

co oznacza, ze “1” otrzymujemy gdy w otoczeniu jest jedna “1” i dwa “0” a sa trzy takie
konfiguracje.

Punkty stale to A\* = 0 (zachowany stan prézni — niestabilny) oraz \* = 1—1/v/3 ~ 0.423
— stabilny.

W tym przyblizeniu srednia koncentracja “1” ktora zachowuje automat wynosi wiec ok.
42%.

Symulacja komputerowa dla 224, pozwala szacowaé A na ok. 35%.
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konfiguracja
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konfiguracja
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4.3

Teoria struktury lokalnej

Zastepuje ona ewolucje konfiguracji sieci zgodng z reguta deterministyczna AK poprzez ewolucje
rozktadu prawdopodobienstwa lokalnych konfiguracji.

Podstawowym zatozeniem teorii jest zaniedbanie korelacji miedzy odpowiednio dalekimi ko-
morkami sieci (metody Sredniopolowe zaniedbuja korelacje w ogole).

Dla danej konfiguracji o(n) o rozmiarze n znajdujemy wszystkie konfiguracje {(m), ktore
ja produkuja zgodnie z deterministycznymi regutami AK (m = n 4+ 2r).

Znajac P, (o) korzystajac z formuly Bayesa na prawdopodobienstwo warunkowe obliczamy
rozklad prawdopodobienstwa Py, ().

Np. dla AK 1D P,,11(§) konfiguracji lokalnej £(n + 1), ktéra powstata z konfiguracji o(n)
przez dolaczenie do niej z prawej strony jednej komérki w stanie s, otrzymujemy ze wzoru

Po1(§) _ Pu(LE)
P, (o) P,_1(Lo)

gdzie L7 jest konfiguracja otrzymana z konfiguracji m przez odjecie z lewej strony jednej
komorki.

Obliczamy zmodyfikowane prawdopodobienstwo P, (o) konfiguracji o, sumujac prawdopo-
dobienstwa Py, (§) wszystkich konfiguracji &, ktére ja produkowaly.

Kolejne powtarzanie sekwencji tych krokéw powinno doprowadzi¢ do ustalenia sie pewnego roz-
ktadu prawdopodobienstwa P, (o), ktérego dalsze obliczenia juz nie beda modyfikowaly.

Przewidywania teorii struktury lokalnej okazaly si¢'zgodne z wynikami obliczenn determini-
stycznych jedynie dla niektérych AK, spelniajacych okreslone wlasnosci.... [H.A.Gutowitz et al,
Physica D28 (1987) 18]

4.4

Szybkos$¢ rozprzestrzeniania sie réznic

Wyobrazmy sobie dwie konfiguracje poczatkowe jednowymiarowej sieci
a=(,a_2,a_1,a0,a1,az,---)
b=(--,b2,b_1,bo,b1,b2,--)

takie, ze a; =b; dla ¢ < 0, ag # by, oraz b; losowane niezaleznie od a; dla ¢ > 0.

Roéznica w czasie ¢:
dy a;(t) = b;(t),

Mt)_{Og v ai(t) = bi(t)

1 gdy ai(t) # bi(t).

Potozenie frontu i (t) okredla sie jako min{i : 6;(t) = 1}.
Szybkos¢ rozprzestrzeniania si¢ réznic (w lewo)

B O R G

t—o00,7—00,t/7—0 t

o ile ta granica oczywiscie istnieje.

Analogicznie definiuje si¢ szybko$¢ rozprzestrzeniania sie réznic w prawo yp. Catkowita szybkosé
v = vy +7vp. Taki pomiar v powinien by¢ przeprowadzony dla duzej sieci i mozliwie wielu stanéw
poczatkowych.
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e Maksymalna 7, i vp wynosi r — zasieg AK. Maksymalna v = 2r — zazwyczaj jednak
zadna z - nie osigga wartosci maksymalnej.

e Niech X bedzie prawdopodobienstwem otrzymania wyniku réznego od “0”.
e Wybrane w sposéb przypadkowy dwie konfiguracje 2r + 1 liczb dadza

— to samo z prawdopodobiefistwem P = A2 + (1 — \)?

— a co innego z prawdopodobienstwem 1 — P,g = 2A(1 — \)

e Prawdopodobienistwo, ze yr, = r wynosi:

P (a—'r‘7a—7“+17 c sy Ar—1, 1

— co innego | =1 — Py,
A_yyQ—py1," " 5, Ar—1,

e Wktiad takiego przypadku do 7z, wynosi r(1 — Pj)

e Prawdopodobienstwo, ze v, = r — 1 wynosi:

Ay, Qpyl, 5 Qr_1, 1
P — to samo | = Fy,
QpyQepi1y " Qr—1,

P <a—7‘7 Q—p41, " ,0r-2, ]-7 Qr

— co innego | =1 — Py,
ApyQri1, ", Qr_2, 07 Qr

czyli Pts(]- — Pts)-
e Wklad takiego przypadku do 77, wynosi (r— 1)Ps(1 — Pyy)

e Sumujac wklady od wszystkich predkogciO...r:
r .
= Z(r — i) PL(1—Py)=...
i=0
e Dla v > 0 automat uwaza sie za chaotyczny.

o Aktywnosé A jest zwigzany z klasyfikacja Wolframa:

— A — 0 — AK jest na ogét klasy I lub I,
— gdy A= 0:5 AK najprawdopodobniej nalezy do klasy III,
—\trudny do okreslenia obszar przejSciowy miedzy klasami IT a 11T zajmujg AK IV klasy.

e Obszar przejscia fazowego miedzy klasami AK mozemy badaé przez () = 0.

e Roéwnanie na vy, pokazuje, ze vy =0 tylkodla A=01i A = 1.
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e Oznacza to, ze w/g metod probabilistycznych prawie wszystkie AK sa chaotyczne...
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Odwracalnosé

Babcia i pani Plinge przeciskaty sie miedzy przechodniami na ulicach, podazajac w kierunku Mro-
kéw — czesci miasta ttocznej jak gniazdo gawrondéw, a pachnacej jak wysypisko $mieci. | odwrotnie.
[Terry Pratchett, Maskarada, Prészynski i S-ka (Warszawa 2003)]

e generalnie — nierozwiazywalne
e wyjatek stanowia AK 1D

e zasadnicza trudnosé: reguta AK jest funkcja stanu kilku komérek ale zwraca wartosé tylko
jednej komérki:

odwzr. lokalne = odwzr. globalne

4

(odwzr. lokalne)™ “«+ (odwzr. globalne) ™!

5.1 Przyktad: (2,1/2)

Np. rozwazmy grupe AK (2,1/2), tzn. grupe automatéw o dwéch stanach komérki sieci i
zaleznosci jej stanu w chwili (¢ 4+ 1) tylko od jej stanu w chwili ¢ jak i jej jednego (np. lewego)
sasiada:

11 10 01 00

0o 1 1 1
Rodzina automatéw (2,1/2)
nr AK regula | nr AK regula
0 0000 |8 1000
1 0001 9 1001
2 0010 10 1010
3 0011 11 1011
4 0100 12 1100
5 0101 13 1101
6 0110 14 1110
7 0111 15 1111

Takich AK jest tylko 16.

Ale z géry mozna odrzuci¢ te, ktére maja przewage “1” nad “0” w regule badz przewage “0”
nad “1”.

7 kolei w czesci sposrod pozostalych AK ewolucja komorki zalezy tylko od stanu jednej z
komorek otoczenia:
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11 10 01 00
0O 0 1 1

3, yr —~y

11 10 01 00

D, Yr —r~ T

0 1 0 1

o 10, yz — o 11 10 01 00
’ 1 0 1 0

o 12, yz — y 11 10 01 00

1 1 0 O

Te AK sa z pewnoscig odwracalne — nawet mozna tatwo wskaza¢ AK do nich odwrotne...
Pozostaly wiec do przebadania tylko dwa automaty z rodziny (2,1/2): 61 9.

e Metody sprawdzanie zalezy od przyjetych warunkow brzegowych

e Dla periodycznych w.b. i skonczonego rozmiaru sieci N mozna to zrobi¢ w sposéb wyczer-
pujacy: jesli znajdziemy dwie konfiguracje w nastepnym kroku dajace jedna — automat
jest nieodwracalny.

e Zasadnicza trudno$¢ — rozmiar sieci N

e Np. dla N = 3 i periodycznych w.b. mamy 2V = 23 = 8 stanéw ukltadu:

stan sieci: | 111 110 101 100 011 010 001 000
6 0oo 101 011 110 110 O11 101 00O
9 111 010 100 001 001 100/ 010 111

Mozna sie wiec spodziewad, ze jesli lista standow komorek zawiera k symboli, to otrzymamy
k! rownowaznych automatow — wszystkie odwracalne lub wszystkie nieodwracalne.

e Zawsze jednak pozostaje watpliwosc¢ czy dla wigkszego N regula nie przestaje by¢ bijekcja.

e Mozemy wiec jedynie by¢ pewni wyniku negatywnego: jak jest nieodwracalny dla danego
uktadu — to jest nieodwracalny w ogdle...

[K.Kutakowski, Automaty kemérkowe, OEN AGH, Krakéw 2000]

5.2 Rajski ogréd
e (Czy istniejg konfiguracje, ktore nigdy nie powstang jako wynik dziatania danego automatu?

e Taka konfiguracja mogtaby byé¢ tylko stanem poczatkowym uktadu; ewolucja zgodna z
regutami gry nigdy do niej nie powrdci.

e Metoda szukania konfiguracji nieosiagalnej réwniez zalezy od przyjetych warunkow brze-
gowych.

[E.Moore, Proc. Symp. Appl. Math. 14 (1962) 17|
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5.2.1 Przyktad: Life

Sprobujmy np. oszacowaé¢ minimalny rozmiar uktadu, dla ktorego istnieje konfiguracja nie-
osiggalna:

e Idea rachunkow zasadza sie na poréwnaniu liczby N, wszystkich stanéw wyjsciowych z
liczba N, standéw otrzymanych pod dzialaniem automatu.

e Jesli Ny, > N, to istniejg konfiguracje, ktérych nie mozna otrzymad...
e Rozwazmy uktad sktadajacy sie z M x M kwadratéw 5 x 5.
e Liczba stanéw takiej sieci wynosi (225)M ’.

e Zalézmy, ze jeden z kwadratéw 5 x 5 sklada si¢ wytacznie z martwych komorek:

e Taki stan jest rownowazny stanowi, w ktérym taki kwadrat zastapimy kwadratem-5x 5 z
doktadnie jedna zywa komorka centralna w tym sensie, ze w nastepnym kroku oba te
stany wybranego kwadratu 5 x 5 daja ten sam stan koncowy calego uklad.

e Tak wiec wystarczy rozwazac
(225 . 1)M2 _ 224.999999957004337...~M2(_ N,)
- N o
z 225M* konfiguracji uktadu 5M x 5M.
e Rozwazmy “Srodkowa’ czesé takiego kwadratu z kwadratéow: (5M — 2) x (5M — 2)

o (Czesc¢ ta posiada doktadnie NV, = 2(6M-2)?

dostepnych stanéw.
e Tak wiec w sytuacji, gdy
24.999999957004337.. .- M? < 25M? — 20M + 4
czeéé z konfiguracji nie bedzie miata swojego poprzednika!

o M > 2315816000

Poszukiwanie “rajskiego ogrodu” jake drogi do badania odwracalnosci automatu jest wolna od
wad metody wyczerpujace;.

5.3 Symetria T

e Rozszerzmy regute F' AK w sposob nastepujacy:
s(t+1)=[F({s(t)}) —s(t—1).MOD.k

e Tak skonstruowane AK sa nie tylko odwracalne ale i sekwencje standéw przejawiaja symetrie
wzgledem odbicia w czasie: wystarczy zmieni¢ kolejnoscia dwa nastepujace po sobie stany
calego uktadu, a dalszy rozwdj ukladu opisany tymi regutami bedzie polegal na cofaniu
si¢ w czasie [G.Y.Vichniac, Physica D10 (1984) 96].

e Istnieja AK odwracalne, ktore tej symetrii nie wykazuja: warunek symetrii T jest silniejszy
od warunku odwracalnosci.

e Np. 6R:

t-1. 1 0 1 o0 1 0 1 O
t: 11 11 10 10 01 01 00 00
t+1: 1 0 o0 1 0 1 1 O
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e Juz z samej tabeli wida¢ symetrie T: zmieniajac jej pierwszy wiersz z trzecim otrzymamy
tg samg regute.

e Mozna automat 6R sprowadzi¢ do automatu ktéry nie wymaga pamieci o poprzednich
stanach komoérki — ceng jaka trzeba zaptacié¢ jest rozszerzenie standéw komorki o ta wlasnie
informacje: 11, 10, 01, 00 = 3, 2, 1, 0.

e Taka reguta wykazuje pewna nadmiarowos$é: nie odréznia stanu 3X od 1X oraz stanu 2X
od 0X.

33 32 31 30 23 22 21 20 13 12 11 10 03 02 01 00
3 0 2 1 2 1 3 0 3 0 2 1 2 1 3 0
[K.Kutakowski, Automaty komérkowe, OEN AGH, Krakéw 2000]
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Liniowo$¢ i iniektywnos¢ AK

- Zastanawiatem sie tylko, nic wiecej. Prawdopodobnie wszyscy to wiedza, prawdopodobnie py-
tajac, wychodze na gtupca, prawdopodobnie jest to rzecz powszechnie znana....
[Terry Pratchett, WiedZmikofaj, Prészynski i S-ka (Warszawa 2004)]

e Reguly AK (2,1) liniowych speliaja zasade superpozycji:

F(zyz.XOR.uwvw) = F(zyz). XOR.F (uvw)

e 1 XORy=02z=y

e Dla okreslenia liniowego AK wystarczy podaé regule dla trzech konfiguracji otoczenia
tworzacych tzw. baze.

e Np. (100), (010) i (001) tworza baze bo mozna z nich i operacji XOR odtworzy¢ wszystkie
stany otoczenia:

000 100.XOR.100

001 001
010 010
011 010.XOR.001
100 100

101 100.XOR.001
110 100.XOR..010
111 100.XOR.010.XOR..001

e Wartoéé reguty dla trzech bazowych konfiguracji otoczenia na k3 = 8 sposobéw.

e Latwo je otrzymacé jeden po drugim podstawiajace “0” i “1” za F'(001), F'(010) i F(100) a
nastepnie korzysta¢ z definicji AK liniowego. Sa nimi automaty: Ogec, 60dec; 90dec, 102dec,
1504ec, 1704dec, 204gec 1 2404ec:

— 0 jest automatem produkujacym “0” bez wzgledu na stan otoczenia,

— 604ec, 90gec 1 1024ec sa rownowazne regule . XOR.y, . XOR..z oraz y.XOR..z,
— 150gec odpowiada . XOR.y.XOR..z,

— 170gec 1 2404ec przesuwaja calg sie¢ w lewo i prawo o jedng komorke,

— 2044cc to transformacja identycznosciowa.
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6.1 Iniektywnos¢

Reguta AK jest iniektywna w (i + k)-tej sktadowej (gdzie k = —r,...,r), jesli dla kazdego
stanu otoczenia (z;—y, ..., x;+,) regula jest jedno—jednoznacznym odwzorowaniem

Titk © F(xier, ..., Tigr)
gdy pozostate z;1; (dla j # k) sa stale.

100 101 110 111 — 1
000 001 010 011 — O
jest iniektywna w (i — 1) skladowe;.

o 15:

e 150: jest iniektywny we wszystkich trzech sktadowych:

- w (i—1), bo:
110 000 101 011 — O
010 100 o001 111 — 1
— w1, bo:
110 000 101 011 — -0
100 010 111 001 — -1
— w (i + 1), bo:
110 000 101. 011 = O
111 001 100 0100 — 1

Kazdy liniowy automat jest iniektywny w przynajmniej jednej skladowej, lub jest réwny
Zero.
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, np. 30:
000 101 110 111 — O
100 001 010 011 — 1
jest iniektywny w (i — 1) sktadowej a nie jest liniowy, bo

0 = F(101) = F(110.XOR.011) #
4 F(110).XOR.F(011) = 0.XOR.1 = 1.

6.2 Sekwencje.aperiodyczne

e Regula' AK pozwala na generacje ciagu s;(t) stanéw pojedynczej komorki nie potrafimy
odkry¢ zadnej prawidlowodci.

e Podobnie jak w eksperymencie fizycznym mamy wiec generator liczb prawdziwie losowych.
e Np. AK 904ec, czyli reguta XOR zdefiniowana na stanach sasiadéw:
8i<t + 1) = Si_l(t).XOR.SH_l(t)

mamy

si(t) = si—+(0).XOR.si4++(0)
co wiaze sig¢ z jego liniowoscia.

e Jedli przyjrzymy sie stanom centralnej komoérki, widaé, ze nie moze byé ona periodyczng
funkcja czasu, gdyz napotykamy dowolnie dtugie ciagi “0”. Jest to tzw. sekwencja aperio-
dyczna.
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e Zdolno$¢ automatéw do generowania sekwencji aperiodycznych okresla twierdzenie: Jezeli
regula jest iniektywna w (i+1) sktadowej i konfiguracja (100) daje “1”, lub jesli regula jest
iniektywna w (i — 1) skladowej i konfiguracja (001) daje “1”, to dla dowolnych skonczonych
warunkéw poczatkowych moze istnie¢ najwyzej jedna sekwencja periodyczna.

e Niektére automaty nieliniowe potrafia “nasladowaé” AK 90ge. jesli pozbawimy stan po-
czatkowy niektorych skonczonych konfiguracji. Taka operacje okresla sie czasem jako line-
aryzacje AK chociaz wlasciwie powinno sie mowié o linearyzacji sieci...

[K.Kutakowski, Automaty komdrkowe, OEN AGH, Krakow 2000]
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Opowiesé 7
Pochodna dyskretna

Nadeszta chyba wtasciwa chwila, by — dla uzyskania ciggtosci akcji i pbézniejszych wydarzen —
poinformowaé, ze najwiekszy matematyk $wiata Dysku lezat w tej chwili i spokojnie jadt kolacje.
Interesujace jest to, ze ze wzgledu na swoja przynalezno$¢ gatunkowsa, matematyk jadt na kolacje
swéj obiad.

[Terry Pratchett, Piramidy, Prészynski i S-ka (Warszawa 1998)]

7.1 Zapis odwzorowan na zbiorach skonczonych

e Odwzorowania F' skonczonych zbioréw X na siebie dadza sie przedstawi¢ w postaci
grafow.

e Np. dla zbioru 10 punktéw jedno z takich odwzorowan mozna przedstawi¢ jako:
8 2 3 6
g 4 9 0
2 Re
7
5

e ‘Poniewaz zbidr jest skonczony, “$ciezka” moze konczy¢ sie albo w cyklu granicznym, albo
w punkcie stalym (cyklu granicznym o dlugosci 1).

e Baza wektorowa:

gdzie eé-zéij dlaj=1,...,N.

e Kazdemu odwzorowaniu mozna przyporzadkowaé¢ macierz odwzorowania:
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— jesli punkt ¢ ma przejs¢ w punkt j, to w j-tym wierszu w i-tej kolumnie musi sie
pojawié¢ “17,

— poniewaz punkt ¢ moze przej$¢ tylko w jeden stan, wiec w i-tej kolumnie moze sie
pojawi¢ dokladnie jedna “17,

— poniewaz w j-ty stan moze przechodzi¢ wiecej niz jeden stan, wiec w j-tym wierszu
moze by¢ wiecej “17,

— poniewaz niektére stany moga by¢ tylko stanami poczatkowymi — niektére wiersze
moga mie¢ same “07.

e Np. dla “naszego” odwzorowania z grafu mamy macierz A (F') postaci:

_H O O O OO oo oo
OO OO OO o oo
OO OO o oo
_ O OO OO oo oo
_ O O OO oo o oo

O OO OO OO oo
[ elaolaoBeoBeoNeoNel =
[=lelNeloNel e Neloila]
OO OO oD O+ OO OO
OO OO OO o oo

e Generalnie nie ma sposobu na skrocenie dowolnego przepisu: u nas akurat przepis jest taki:
(1) numer punktu podnie$ do kwadratu, (2) cyfry uzyte do zapisu wyniku dodaj do siebie,
(3) jesli wynik jest wiekszy niz 9 idz do (2).

e Wprowadzenie liczb 0...9 ulatwilo nam sprawe — generalnie jednak mozemy je uznaé za
symboliczny zapis stanéw ukladu, ktorego komérki sieci maja tylko k = 2 stany: “0” i
“1” (zmienne Boole’a).

e 7Zbiér standéw ukiadu o rozmiarze N jest wowczas iloczynem kartezjanskim N zbioréw

{0,1}.
e Elementem takiego zbioru jest'ciag N “0” i “17.

o Jest 2V takich ciggéw — kazdy z nich moze by¢ uwazany za wierzcholek n-kostki w n-
wymiarowej przestrzeni (n = 2V).

e Odwzorowanie F': X 5 ¥ — F(¥) = ¢ € X mozna przedstawi¢ (cho¢ nie zawsze wiadomo
jak) w postaci:

[ =f1($1,$2,~-,l‘N)
Y2 = fo(z1,22,...,2N)
yn—1 = fyv-1(z1,22,...,2N)
yv = fn(z1, 22,0, 2N)
gdZie T = (.T1,$2,"' ,.’L'N_l,.’EN) i ?j: <y17y27'- . 7yN—17yN>

e Macierz zaleznoéci B odwzorowania F': B(F') = [b;], gdzie

b — 0 gdy f; nie zalezy od x;
Y1 edy fi zalezy od xj
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e Macierz B(F') nie daje pelnej informacji o odwzorowaniu F: na jej podstawie nie mozna
odtworzyé F, ale za to jest to macierz N x N zamiast 2V x 2V (jak to bylo w przypadku

macierzy odwzorowania A (F)).
Np. dla X = {0,1} x {0,1} x {0,1} i F' danej przepisem:

y1 =1 T2+ 23 = fi(z1,x2,3)
Y2 =x1+ T3 = fo(x1,22,23)
y3 = x2-x3 = f3(x1,T2,3)
e Funkcja F' w postaci grafu:
e (011)

« (001) o (101)

(010) <>(111)

e Na tej podstawie mozna podaé¢ réwniez macierz A(F).

e Natomiast macierz B(F) dla tego odwzorowanie ma postac:

1
1
1

—_ O =

1
B(F) = |1
0

e Macierz zaleznosci B(F') mozna tez przedstawi¢ w postaci grafu polaczen, pokazujacego

od ktérych zmiennych x; zalezy y;:

1\.2
3/
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7.2 Boole’owska odleglos¢ wektorowa

e Dla dwéch punktéw T = (x1,x2,...,2,), ¥ = (Y1,Y2, ..., yn) definiujemy odlegtodé:

-

d('i:a 37) = ((5(.%1,]./1), 5(1’2, y2)7 s 75(xN7 yN))’
gdzie

0 dla Ty = Y;

1 dlax; #y;

Odlegtosé ta jest wektorem!
e QOdlegtos¢é Hamminga mozna otrzymaé, sumujac elementy tego wektora.

e Odleglosé ta spelnia aksjomaty (przyzwoitej) odleglosci, tj.:

—d(@,)=0ei=7
- Ci(fa ?7) = d_)(_'af)
— d(#,7) < d(Z,7) + d(7, 2)

W trzecim aksjomacie + jest oczywidcie boolowskie, natomiast nierownosé jest spetlniona
dla kazdej sktadowej z osobna.

e Przy okazji jedno twierdzenie...
d(F (&), F() < B(F) - d(7,7),
gdzie B(F') jest macierza zaleznosci funkcji F'

e ...no i moze jeszcze jedno:

B(EoF)< B(E)-B(F)

e Sasiedztwo: Kazdemu (z n = 2V) wierzchotkéw n-kostki & = (z1,z2,...,7yN) mozemy
przypisa¢ N jego sasiadow:

T = (i‘l,afz,...,.%'N)
532 = (xlyi‘Qv"wa)
TN = (z1,%2,...,ZTN)

e Np. dla N = 3 sasiadami punktu (0,1,1) sa (1,1,1), (0,0,1) i (0,1,0) — nazwa jest wiec
geometrycznie catkiem uzasadniona.

7.3 "“Pochodna Boole’a

e Pochodna dyskretna odwzorowanie F' w punkcie & € {0, 1} jest macierza Boole’a N x N
o wyrazach:

1 gdy fi(z1,...,25,...,2N) #
# fi(z1,...,Z5,...,x2N)

0 gdy fi(z1,...,25,...,2N) =
= fi(zx1,...,Z5,...,xN)

iy =
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,.

e Innymi stowy, fi;(¥) = 1, gdy fi(%;) # fi(Z;); i f};(¥) = 0 w przeciwnym wypadku, dla
i,j=1,...,N.

e Np.: N=2 X ={0,1} x {0,1} i F dana przepisem:

filzr,z2) =21 + T2

fo(x1,29) = 21 - T2
W punkcie # = (1,0) mamy dwéch sasiadéw: z; = (0,0) oraz T2 = (1,1)

e Dla sgsiada £1 mamy:

fl(f) =1 /

fl(fil) — 1} = fll =0
oraz

f (f) =1 /

f22(§71) — 0} = f21 =1

e Dla sgsiada Ts:

fl(f) =1 /o

FEy i =
oraz

fo(@) =1 ;o

f22(-f2) _ 0} = f21 =1

Czyli pochodna funkcji F' w punkcie (1,0) jest
, 100
w0 =[]

i nalezy ja chyba sobie kojarzy¢ raczej z pochodng kierunkowa.

e Majac pochodna funkeji F' w punkcie #, mozemy odtworzy¢ wartosci funkeji F' dla sgsiadéw
Z: dla sasiada Z; funkcja F(&;) powinna rézni¢ sie od F(Z) tam gdzie w pochodnej sa
jedynki, a wiec F(z1) = (1,0)a F(Z2) = (1,0).

e Np.: zalézmy, ze przy N =3 wartosé¢ funkeji F' w (0,1,1) wynosi F(0,1,1) = (1,0, 1), zas
pochodna w tym punkecie

F'(0,1,1) =

— = =
O O O
=

Wowczas mozna odtworzy¢ wartosé funkeji F' dla wszystkich N sasiadow (0,1,1): F(Z1) =
(0,1,0), F(Z2) = (1,0,1) i F(3) = (0,0,0).

e Twierdzenie:
Vi€ {0, 1} V§ € {F}im1, N
d(F(7), F(7)) = F'(#)d(7, )
e Twierdzenie: Jezeli B(F) — macierz zaleznosci odwzorowania F, & € {0,1}" to:
vz : F'(Z) < B(F)

oraz

sup{F/(#)} = B(F)

(tu kres gorny jest réwny maksimum).
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e Jedna z nadziei jakg fizycy wiazali z AK byla préba przetozenia jezyka réwnan rézniczko-
wych na formalizm AK — stad caly ten do$é¢ egzotyczny aparat matematyczny.

e Niestety tu akurat AK nie spelnily pokladanych w nich nadziei — aparat za$ pozostal...

[K.Kutakowski, Automaty komérkowe, OEN AGH, Krakéw 2000]

Pochodna dyskretna
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Opowies¢ 8
Model odwzorowan przypadkowych

ISTOTNIE.
- Zadziwiajacy przypadek, prawde méwiac.
CZASEM TAK BYWA.
- Wrecz niewiarygodny, mozna by uzna¢.
ZYCIE SPRAWIA CZASEM TAKIE NIESPODZIANKI.
- Nie tylko zycie, pozwole sobie zauwazy¢ |...]
[Terry Pratchett, WiedZmikofaj, Prészynski-i S-ka (Warszawa 2004)]

Szukajac wlasnosci charakteryzujacych dane odwzorowanie, mozemy je poréwnac z ich éred-
nimi po wszystkich mozliwych odwzorowaniach. Zakladamy przy tym, ze kazde odwzorowanie
jest réwnie prawdopodobne. Uzyskujemy w ten sposdéb model dynamiki zwany modelem od-
wzorowan przypadkowych.

Wiasnosci ktére mozemy poréwnywac to

e Srednia dlugos$é cyklu granicznego,
e dredni czas relaksacji,

e Sredni rozmiar basenu atrakcji (ilo§¢ konfiguracji, ktére koncza sie w tym samym cyklu
granicznym).

Obliczajac te wielkosci dla danego odwzorowania obliczamy Srednig po wszystkich stanach po-
czatkowych. W MOP dokenujemy jeszcze jednego usrednienia: po wszystkich mozliwych odwzo-

rowaniach.
Dla zbioru o N elementach istnieje NV odwzorowan zbioru w siebie.

8.1 Srednia dlugosé cyklu

Obliczajac érednia dtugosé cyklu granicznego dla kazdego z NV odwzorowan musimy uwzgled-
ni¢ N mozliwych stanéw poczatkowych — pelna statystyka obejmuje wiec NV*! przypadkow.

Ile jest przypadkéw, w ktérych ewolucja juz w pierwszym kroku pozostawi uklad w stanie
poczatkowym?

e W macierzy przejécia jest wowczas jedynka na diagonali. Jest to mozliwe na N sposobdéw.
Poniewaz nie narzucamy innych warunkéw na potozenie innych jedynek w macierzy od-
wzorowania: jedynki w (N — 1) kolumnach mozna rozmiesci¢ w N mozliwych miejscach.
Liczba takich przypadkéw

K(c=1,t=0)=N NN"1
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e Obliczajac liczbe przypadkéw gdzie drugi stan jest powtérzony (c = 2) a stan poczatkowy
nalezy do cyklu granicznego (¢t = 0) liczymy jako:

K(c=2t=0)=N-(N—-1) - NV72

e Ogdélny wzor na prawdopodobienstwo danej dlugosci cyklu ¢ i danego czasu wiaczeniowego

t:
K(c,t) N N
P t) = ’ = N c.
N(et) = TN T (Nt — o)

Rozktady prawdopodobienistwa zmiennych c i ¢ mozna otrzymacé jako rozklady brzegowe:

N—c

Py(c) = P(e,t),
t=0
N—t

Pu(t) = S P(e,t).
c=1

Tym sposobem mozemy okresli¢ np. srednig dlugoéé cyklu:

(€)=Y ePle) = |5

a jego dyspersja

i wzgledny blad wielkosci ¢

lim —————~—= ~0.7.
N o)

Srednia diugos$é cyklu granicznego jest wiec przykladem tzw. silnego braku samousrednienia.

8.2 Model Kauffmana

Badanie MOP przy uzyciu symulacji komputerowych, nastrecza pewnych probleméw: przy
k =2 dla L = 10 komérek mamy N = kI = 210 = 1024 stanéw uktadu. Iloé¢ odwzorowan do
przebadania bylaby wiee rzedu NV ~ 103000,

Przyktadem zagadnienia o duzym stopniu ztozonosci jest model Kauffmana:

e k=2 L - liczba komérek w uktadzie, N = k%,

e stan komérki w (¢ 4 1)-wszym kroku jest okreslony przez stan K innych komérek w ¢-tym
kroku czasowym,

e regule automatu losuje sie na poczatku dla kazdej komoérki z osobna,
e losuje sie réwniez otoczenie kazdej komorki.

oryginalnie: do symulacji oddzialywania ukladu N gen6éw (binarnych)

e r — 00: kazdy gen wybiera losowo M sasiadéw sposréd L — 1 pozostalych

o wowczas dla L — oo udaje sie rodzaj rachunkéw éredniopolowych: system jest niestabilny
pod wzgledem rozprzestrzeniania sie uszkodzen dla duzych M

e tu, duzy oznancza juz M = 2: méwimy o katastrofie ztozonosci
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e mutacje, ktéra zmienia caly garnitur gendéw (zmieniajac np. fizyka w informatyka) nazy-
wamy katastrofqg mutacyjng

Symulacje modelu Kaufmanna na sieciach regularnych z oddzialywaniem do najblizszych
sasiadOw wyznaczonych przez te wlasnie siec.
Wéwezas dla kazdego wezla pozostaje tylko wybraé jedna z 2M regul.

e dla 1D i 2D-miodoplastrowej sieci system jest stabilny ze wzgledu na rozprzestrzenianie
sie uszkodzen (mutacji)

e dla kwadratowej, tréjkatnej, 3D-SC, 4D-SC — juz nie: mutacje propaguja si¢ na calg sie¢
o L =10° genéw: N = 2L zestawéw

e w rzeczywistosci zaé tylko 10> < N réznych rodzajéw komérek i dobry model powinien
wyjasni¢ czemu ich tak malo

e kazdy gen wybiera regutle

e przy M = 4 sasiadach mamy 2'6 = 65536 mozliwych regul i kazdy z L = 10° genéw staé
na wlasna

e reguly dla kazdej komorki (genu) sa wybierane losowo na poczatku symulacji i nie ulegaja
zmianie w czasie

e wéwczas system koniczy w cyklu granicznym
e rozne cykle graniczne odpowiadaja réznym rodzajom komoérek
e liczba rodzajéw tych cykli jest rzedu /L ~— no'i tyle wlagnie mialo wyjsé

e dla L = 10° osiggniecie atraktora moze trwacé dtuzej niz wick Wszechéwiata — uklad genéw
znajduje z pewnoscia sposoéb na ominigcie wigkszosci mozliwych stanéw i znalezienie stanu
stacjonarnego

e katastrofa zlozonosci: przy przejSciu z M = 1 do M = 2 przechodzimy od kroétkich cykli
granicznych do chaotycznych i skomplikowanych.

[S.A.Kauffman, J. Theor: Biol. 22 (1969) 437], [D.Stauffer, J. Phys. A24 (1991) 909], [K.Kulakowski,
Automaty komérkowe; OEN AGH, Krakéw 2000]
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Opowies¢ 9
Samozorganizowany stan krytyczny

Wiekszo$¢ mieszkancow Lancre, jak méwi stare powiedzenie, ktadzie sie spa¢ z kurami a-wstaje
z krowami *.

* Ehm. To znaczy, ze ktadg sie do tézek o tej samej porze, kiedy zasypiaja kury,.a wstajg o tej same;j
porze, kiedy wstaja krowy. Takie nieprecyzyjne sformutowania moga prowadzi¢ do nieporozumien.
[Terry Pratchett, Maskarada, Prészynski i S-ka (Warszawa 2003)]

SOC = dalekie od réwnowagi stany uporzadkowane. Jest to takistan krytyczny, do ktérego
prowadza osrodek rozchodzace si¢ w nim zaburzenia. Gdy go-juz do niego doprowadza, oérodek
pozostaje w SOC; jest to wiec stan stabilny mimo dowolnie duzych (krytycznych) fluktuacji.

SOC wymaga o$rodka co najmniej dwuwymiarowego: w. oSrodku jednowymiarowym fluktu-
acje sa zawsze skonczone, poniewaz istnieje skonczone prawdopodobienstwo zatrzymania kazdej
fluktuacji. Istnieje skonczone prawdopodobienstwo dowolnie wysokiej bariery, a wiec gdzies na
nieskonczonej osi taka bariera istnieje.

9.1 SOC w piasku

Wyobrazmy sobie sterte suchego piasku, uzupeliang w sposéb ciaggly przez dosypywanie go
z gory waska struzka.

e Nachylenie Scian utworzonego w ten sposob stozka fluktuuje wokdét pewnej wielkoéci kry-
tycznej.

e Same fluktuacje maja za$ posta¢ lawin, schodzacych w nieprzewidywalnych momentach i
majace nieprzewidywalne rozmiary.

e Rozklad odstepéw czasu miedzy lawinami
P(T)xT™
moze by¢ uzyty do otrzymania

P(f=1/T) o f~2%e,

e Wynik eksperymentu komputerowego dla uktadu 3D brzmi: a = 0.94. Modelowa sterta
piasku opisuje zjawisko szumu 1/f.

e Numeryczne badanie rozkltadu rozmiaru s lawin

P(s)oxs™ "
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daja dla uktadu 3D 7 = 1.37. Reguly automatu bytly takie, ze lawina zaczynala sie ob-
sypywaé, gdy przekroczony zostal pewien kat krytyczny — ziarno piasku przesuwato sie
wtedy o jedna komoérke — co moglo powodowaé przekroczenie kata krytycznego w kolejnej
komoérce — itd.

Klopot — co robi¢ gdy w danym punkcie spotykaja si¢ dwie lawiny (problem komutacji
regul AK)?

Co gorsza, dla rzeczywistej sterty piasku, jesli srednica podstawy sterty przekracza 1.5 cala
teoria SOC przestaje dziata¢ — przewage zyskuja wieksze lawiny budzone pod powierzch-
nig zbocza.

Przyktad numeryczny:

Sterta piachu bez zdefiniowanej odlegtodci miedzy ziarnami: sasiedzi sa dobierani przypad-
kowo spoéréd wszystkich ziaren na zboczu, niezaleznie od ich potozenia.

Jesdli ziarno piasku wyladuje na juz zajetym miejscu to uruchamiana jest lawina: oba ziarna
sg przenoszone w losowo wybrane miejsca dopdki wszystkie ziarna nie upadna w wolnych
miejscach.

Wtedy dostarczane jest do uktadu nowe ziarno z zewnatrz.

Rozmiar lawiny s — to ilo$¢ uruchomionych ziaren miedzy uzupelnieniami.
Czas trwania lawiny ¢ to ilo$é krokéw czasowych miedzy uzupelnieniami.
Czeé¢ polozen uwaza sie za brzeg stozka; ziarno-ktore tam upadnie znika.

W takim sformutowaniu znika réwniez problem kemutacji regut: dla duzego ukladu jest
mate prawdopodobienstwo spotkania sie dwoch ziaren ladujacych w tym samym potozeniu.

[K.Kutakowski, Automaty komérkowe, OEN AGH, Krakéw 2000]

9.2

SOC w Life

Reguly Life: émieré¢ z natloku jak i z samotnosci — mozna poréwnaé do znanego réwnania
logistycznego, z jego tlumiaca wzrost zaleznoscia kwadratowa (badZ czlonem Verhulsta)

T4l =T - l’t(l — .Z't).

Life pozostawiony sam sobie zastyga w formie “skamienielin” — matych izolowanych form
statycznych badz oscylujacych z okresem 2.

Niektoére z nich moga sie poruszaé¢ bez zadnych ograniczen (np. szybowce).

Czy przy pewnym rozmiarze ukladu reakcja szybowcéw ze skamienielinami bedzie si¢ sa-
mopodtrzymywac?

No ale dla piasku sterta pozostaje w SOC tylko jesli sie ja zasila piaskiem: SOC jest stanem
stacjonarnym uktadu otwartego.

Stan krytyczny oznacza, ze zasieg rozchodzacych si¢ w nim zaburzen nieograniczony.

Mozna wiec stwierdzi¢ SOC, zaburzajac uktad otwarty i obserwujac rozchodzace si¢ w nim
zaburzenia.

Jedli jego zasieg przekroczy rozmiar sieci, mamy do czynienia ze stanem krytycznym.

Samozorganizowany stan krytyczny 50
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e Dla odpowiednio dtugich czaséw odlegto$é Hamminga miedzy zaburzona i niezaburzong
siecia H(t) o< t*, gdzie p = 1.1 +0.1.

e Wynik jest nieco kontrowersyjny gdyz Life jest uwazany za AK klasy IV — dla klasyfikacji
danego automatu istotne sa warunki brzegowe.
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[K.Malarz et al, Int. J. Mod. Phys. C9 (1998) 449]
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AK w biofizyce: model Penny

Umysty zwierzat sg proste. Zwierzeta nigdy nie marnuja czasu, dzielac doswiadczenie zyciowe na
mate kawateczki i myslac o tych wszystkich kawateczkach, ktére stracity. Caty zakres wszechswiata
wyraza sie dla nich jako rzeczy, ktére: a) nadaja sie do kopulacji, b) nadaja sie do jedzenia, c) nalezy
przed nimi ucieka¢ i d) kamienie. To uwalnia umyst od zbednych mysli i daje konieczna bystros¢
wtedy, kiedy jest niezbedna.

[Terry Pratchett, Réwnoumagicznienie, Proszynski i S-ka (Warszawa 1999)]

Model Penny = model dynamiki populacji niejednorodnej genetycznie oparty na teorii aku-
mulacji, gloszacej, ze starzenie jest konsekwencja nagromadzenia szkodliwych mutacji zachodza-
cych w trakcie zycia [T.J.P.Penna, J. Stat. Phys. 78 (1995) 1629].

W procesie reprodukcji mutacje te dziedziczone sg przez potomkéw, a proces ten jest bioche-
micznie niedoskonaly, co powoduje, iz dzieci réznia sie w pewnym stopniu od swoich rodzicéw.
Ta niedoskonalo$¢ moze byé poteznym mechanizmem umozliwiajacym przetrwanie populacji
w sytuacji zmian warunkow srodowiskowych; kiedy lepiej przystosowane osobniki zaczynaja do-
minowaé w populacji.

e Informacja genetyczne (genotyp) jest jedyna charakterystyka cztonka populacji (fenotyp
jest zaniedbywany).

e Genotyp (stowo 16-, 32- lub 64-bitowe) jest zapisywany w chwili urodzenia i nie zmienia
sie w czasie ewolucji osobniezej.

01102]03{04,/05|{06 |07 |08 |09|10|11 12|13 |14 | 15|16
o1 (06,40 (1 {0 (0 |0 (0 |2 |0 |1 |0 |0 O O

e Jednak w wieku a osobnik zna tylko pierwsze a pozycji genomu.
e Dhugosé stowa jest jednocze$nie gérnym ograniczeniem dlugosci zycia osobnika.

e Jesli mutacje (negatywne) nie sa dostatecznie rekompensowane przez odpowiedni mecha-
nizm selekcji moze nastapi¢ mutational meltdown — wyginiecie populacji.

10.1 Parametry kontrolne modelu
Npiy  Dhlugosé genomu.
Ny Poczatkowa liczebno$é populacji.
Nmax Maksymalny dopuszczalny rozmiar populacji. (Typowa warto$é to Npax = 10 - Np.)

m Prawdopodobienstwo dodatkowych mutacji otrzymywanych przy narodzinach.
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Tlos¢ dodatkowych mutacji otrzymywanych przy narodzinach.
T Odpornosé organizmu na “choroby”.
Runin  Wiek osiaggniecia dojrzatosci ptciowe;j.
Riax  Wiek, po ktérym osobnik traci zdolno$é prokreacji (zazwyczaj Rpar = Nit)-
b Prawdopodobienstwo reprodukc;ji.
B Liczba potomstwa wydawanego przez osobnika w okresie reprodukcyjnym.

Thax Czas symulacji.

[T.Sitkowski, M.Sc. thesis, WFiTJ AGH, 1997].

10.2 Algorytm
e Startujemy z Ny osobnikami o okreslonym genomie (czesto losowym badz z samymi “0”).
e W kazdym kroku (0 < ¢t < Tiax) dla kazdego osobnika:
e Inkrementujemy wiek osobnika: ¢ — a + 1

— jesli a > Npy — usuwamy tego osobnika,

— sprawdzamy liczbe odstonietych i aktywnych genéw:
a
bad = > bit(i)
i=1
jesli dla danego osobnika: bad > T — usuwamy go z populacji,
— bez wzgledu na stan “zdrowia” usuwamy z prawdopodobienstwem
1—V(n,t) = n(t)/Nmax

osobnika uwzgledniajgc w-ten sposéb ograniczona pojemnosé srodowiska — czynnik
Verhulsta.

e Jesli wiek osobnika na to pozwala (Rpyin < a < Rpax) wydaje on z prawdopodobienstwem
b, B potomkéw dziedziczacych po nim “garnitur” genéw z wyjatkiem M (zazwyczaj) szko-
dliwych mutacji-dodawanych z prawdopodobienstwem m w losowych miejscach genomu.

Model Penny 54


http://home.agh.edu.pl/malarz/dyd/ak/

http://home.agh

.edu.pl/malarz/dyd/ak/

Opowies¢ 10

Nmax Nini Tmax DRETMB Prep F)mut
40000 T T
100000 10000 1000328323150.50.5 ——
100000 10000 1000328323 110.50.5 —--x---
100000 10000 100032832351 0.50.5 ------
35000 - 100000 10000 1000328323510.11.0 = 7
30000 _
25000
< 20000

15000

10000

5000

10

10.3 Charakterystyka populacji

e Liczebno$é populacji >, n(a,t).

Prawdopodobienstwo przezycia:

S(a,t) =n(a+ 1,t)/n(a,t —1).

Struktura wiekowa: n(a,t)/ >, n(a,t).

Smiertelnosé: ¢(a,t) = —@mn(a,t)/da =1 — S(a,t).

Rozktad mutacji: procentowy rozktad ustawionych na okreslonej pozycji bitéw.

Model Penny
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10.4 Kilka (o‘kay — kilkanascie) przykladéw zastosowan

10.4.1 Wplyw parametréw modelu na liczebnos$é populacji
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[K.Malarz et al; Lec. Notes Comput. Sci. 3037 (2004) 638]
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10.4.2 Grozba wyginiecia

A few examples of population size dynamics for different mutation and birth rates (M, B)
and probabilities (m, b). The subsequent pairs of curves have identical set of parameters except
of mutation rates which are M and M + 1. The Verhulst’s factor applies either to all individuals
or...

(@) Njpae=10°, Ng=3 10°, T=3, R=8, E=32, B=5

1 : T T T T
0.1 F
0.01 |
P 3 \ 1
g 0001 E ]
z ﬁ i_ I
S le04 ¢ m, b, M, phase 1
. —— 0.25,0. 75, 35, survival ]
1e-05 F 0.25, 0.75, 36, extinction 7
o 0.50, 0.50, 14, survival ]
1e-06 - 0.50, 0.50, 15, extinction ]
i 1.00, 1.00, 9, survival ]
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t

... only to newly born babies.

6 5
(b) Nija=10°, Noy=3 10°, T=3, R=8, E=32, B=5, m=b=1.
10 ey
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The phase diagram survival-extinction for (a) various values of the mutation and birth rates

(M, B) and probabilities (B, b) and (b) for average numbers of mutations Mm and births Bb
per “season” and per individual. Below arc-like lines the species survival is possible. At and
above them individuals die due to too many mutations pumped into their genome. On the right
side of the vertical line the extinction process is caused by overpopulation.
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The latter may be avoided when Verhulst’s factor acts only on newly born babies:

6 5
(¢) Nipay=10°, Ng=3 10°, T=3, R=8, E=32, m=b=1.
16 T T T T T T T T T

14

mutational meltdown - .

survival .

The phase diagram survival-extinction on (harmful mutation threshold T')-(mutation rate
M) plane.

Nmax=106’ No=3 102, B=4, R=8, E=32, m=b=1.
50 : : . , , | | |

40 | / |
30 t mutational meltdown / |

20 | / ]
15

- survival

The phase diagram survival-extinction on (harmful mutation threshold T')-(minimal repro-
duction age R) plane for Verhulst’s factor acting on all individuals and...
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6 5
(@) Nipay=10°, Ng=3 10°, B=4, M=1, E=32, m=b=1.
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... only on newly born babies. In the latter case the overpopulation is avoided.

6 5
(b) Njpax=10°, Ng=3 10°, B=4, M=1, E=32, m=b=1.
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Our results agree with independent work of H. Dudzus, [B.Sc. thesis, Cologne University,
2006], who also found the critical birthrate as B = [32/(31 — R+ T)|M.
[K.Malarz, Theor. Biosci. 147 (2007) 147, g-bio.PE/0607045]
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10.4.3 Cisnienie ewolucyjne

Cisnienie ewolucyjne wypycha uszkodzone geny powyzej wieku dojrzatosci Rpyin: podobnie
jak dla modelu Baka—Sneppena [P.Bak, K.Sneppen, Phys. Rev. Lett. 71 (1993) 4083]:

e N komorek zawierajace liczby z; € R.
e Poczatkowo x; sa losowane z rozktadu jednorodnego.

o Komoérka, ktéra w danej chwili ma najmniejsza zawartos$é otrzymuje nowa wartosé loso-
wang rowniez z rozkltadu jednorodnego.

e Jednoczednie takiej zmianie poddawane jest k jej sasiadow.

e W wyniku takiej ewolucji rozktad przechodzi w jednorodny powyzej pewnej wartosci (R ~

2/3).
e Srednia (z(t — 00)) ~ 0.83.

e Model BS (dla k = 2) doczekal sie wersji §redniopolowej — ktéra przewiduje R ~ 1/3 —
jeszcze raz okazuje sie, ze zaniedbywanie informacji o lokalnych korelacjach (ze te komorki
sa najblizszymi sasiadami) prowadzi do blednych wynikéw.

e Model BS jest tez ilustracja obowiazujacej w ewolucji zasady Czerwonej Krélowej: do
kazdego nastepnego “wyscigu” staja tylko zwyciezcy — warto$é¢ R stale rosnie a stabszych
od nas jest coraz mniej...

Rozktad mutacji

Procent wszystkich bitow

0 5 10 15 20 25 30
Pozycja bitu

10.4.4 “Katastrofa dojrzatosci”

Dramatycznym przyktadem starzenia sie jest rozwdj osobniczy tososi, ktére umieraja w kilka
tygodni po osiagnieciu dojrzatoéci piciowej i prokreacji. Czy tososie dlatego sie tylko raz roz-
mnazaja bo natychmiast potem umieraja czy dlatego umieraja, ze sie rozmnozyly? Wydaje sie,
ze. model Penny kaze wierzyé¢ w druga hipoteze: zmodyfikujmy model tak by reprodukcja zo-
stala ograniczona do dokladnie jednego “roku” a = Ryuin = Rmax zamiast calego przedziatu
Ruin < a < Rpax 1 Rumin # Rmax. Osobniki rozmnazajace sie kilkakrotnie w ciagu zycia maja
lagodniejszy rozklad prawdopodobienstw przezycia S(a) [T.J.P. Penna et al, Phys. Rev. E52
(1995) R3309].
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10.4.5 Polowanie/odlawianie/wojny

Zalézmy, ze dodatkowo oprocz czynnika Verhulsta wprowadzamy dodatkowe usuwanie czesci
osobnikéw z populacji bez wzgledu na ich wiek i zdrowie.

e Dodatkowe odlawianie/odstrzal oczywiscie zmniejsza liczbe osobnikéw — jesli populacja
ma odpowiednio duzo czasu i mozliwo$¢ dopasowania sie do zmiany srodowiska — dokona
odpowiedniego przesuniecia wieku reprodukcji Ruyiy...

e Jedli jednak dodatkowe odlawianie/odstrzal nastapi zbyt szybko — populacja wygnie.

e Populacje moze sie jednak — mimo nawet nadmiernego odtawiania — ustabilizowaé o ile
tylko zostanie wprowadzony wiek (rozmiar) ochronny... [S.Moss de Oliveira et al., Physica
A215 (1995) 298]

e Te dodatkowe czynniki zmniejszajace liczebno$é¢ populacji moga by¢ bezposrednio umiesz-
czone w_czynniku Verhulsta: 1 — V(n,t) = n(t)/Nmax — Phunt [A.Z.Maksymowicz et al,
Comput. Phys: Commun. 121-122 (1999) 113]
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fishing 0, 0.17, and 0.22; no new mutations during fishing
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10.4.6 Poza partenogeneze

Konieczna modyfikacja modelu wprowadzajaca rozmnazanie plciowe:

e Kazdy osobnik jest definiowany przez dwa stowa komputerowe.

osobnik zaczyna cierpieé¢ z powodu “choroby”.

pozycja ta zostala wczesniej okreslona jako dominujaca.

wszystkich osobnikéw i nie zinienia sie¢ w czasie symulacji.

e Genom potomstwa jest tworzony poprzez polaczenie genomoéw rodzicéw:

1600

Jedli w okreslonej pozycji a oba bity sg ustawione — poczynajac od tego wilasnie wieku
Jedli tylko jeden z dwdch bitéw jest ustawiony — to bedzie cierpial tylko wtedy, jesli

Wybér loci ktore sa dominujace nastepuje losowo na poczatku symulacji: jest taki sam dla

— Produkowana jest gameta zeniska: podzial genomu w losowym miejscu + laczenie

fragmentéw z réznych tancuchéw + My mutacji.
— Analogicznie dla genomu ojca (M,,).
— Genom potomka tworzony jest z gamety zenskiej i meskiej.

— Pleé¢ potomka wybierana jest losowo.

[A'T.Bernardes, Ann. Rev. Comp. Phys. IV (1996) 359]
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10.4.7 . Dlaczego Natura wynalazta ptec¢?

Organizmy zywe na Ziemi prezentuja generalnie dwa typy reprodukcji koegzystujace od setek

miliondéw lat:

e 7 ssakami rozmnazajacymi si¢ wytacznie ptciowo,

e i bakteriami prawie wytacznie dokonujacymi klonowania.

Istnieje tez “trzecia droga”, ktoéra powinna byé¢ powszechnie preferowana przez organizmy zywe:
mejotyczna partenogeneza:

e brak samcow
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e osobniki (samice) posiadaja dwie pary genéw w kazdej komorce dajace mozliwosé losowego
ich mieszania przy przekazywaniu ich potomstwu

W takiej sytuacji informacja genetyczna jest nadal przechowywana podwojnie i uszkodzenia w
jednym z lancuchéw gendéw moze byé maskowane w ten sam sposéb jak juz moéowiliSmy w przy-
padku recesywnych i dominujacych loci w genomie. Dodatkows zaleta takiego rozwigzania jest
nieobecno$é niezachodzacych w ciaze samcéw podbierajacych samicom pokarm. [D.Stauffer,

Physica A273 (1999) 132]
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‘wyprodukowala” ple¢! Obecnoéé samcéw najwyraz-

niej podyktowana jest mozliwoscig produkcji wigkszej ré6znorodnosci genetycznej osobnikow
tworzacych populacje i tym sposobem zapobiegajacy wyginieciu populacji w wyniku katastrof.
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Zdaje sie, ze material genetyczny “gromadzony” w samcach pelni role back-up umozliwiajacego
odtworzenie populacji w razie zbyt naglych zmian $rodowiska! [S.Dasgupta, Int. J. Mod. Phys.
C8 (1997) 605], [S.G.F.Martins et al, Int. J. Mod. Phys. C9 (1998) 491] Jedyna wada takiego roz-
wiazania jest jednak zmniejszenie dtugosci zycia osobnikéw w populacjach rézniacych sie tylko
sposobem rozmnazania na niekorzy$é populacji rozmnazajacej sie plciowo. [A.T.Bernardes, J.
Stat. Phys. 86 (1997) 431]

SX (x,5q.) versus AS (+,*) for all bits (+,x) and for first 22 bits (*,sq.), epsilon=0.015
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10.4.8 Dlaczego kobiety zyja dluzej?

USA 1991 - 1995, from Berkeley Mortality Database: demog.berkeley.edu/wilmoth
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mortality function
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[D.Stauffer ~— priv. commun.]

[727]

[D.Stauffer, Physica A273 (1999) 132]

[J.Schneider et al, Int. J. Mod. Phys. C9 (1998) 721]

120

Z wyjatkiem chromosoméw plciowych (X 1Y) wszystkie chromosomy wystepuja w parach.
W modelu tylko mala cze$¢ loci jest dominujaca i u kobiet “1” w genomie maja szanse by¢
maskowane ich brakiem w drugim chromosomie X (o ile jest w tym samym loci “0” i loci to jest
recesywne). U mezczyzn kazda “1” w genomie X jest (niestety) dominujaca! Wezesniejsze teorie
sugerujace, iz przyczyna podwyzszonej $miertelnodci wéréd mezezyzn jest stresujacy tryb zycia
(wyktady, éwiczenia, konferencje) badZ konsumpcja piwa nalezy uznaé za istotnie naciagane:

roznica w $miertelnoéci pojawia sie juz wérdéd niemowlat...

C9 (1998) 721]

[J.Schneider et al, Int. J. Mod. Phys.
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10.4.9 Dlaczego wsrdod niektorych gatunkéw ssakéw pojawia sie menopauza
u samic?

e Opieka matczyna: jesli ginie matka ginie réwniez jej potomstwo mlodsze niz A.

e Ryzyko reprodukcji: aG/T, gdzie G jest aktualnie odsltonieta liczba ustawionych bitéw w
genomie

e GoOrng granica wieku reprodukcji Ryax: cOrki dziedzicza po matce Rpax badZz Ryax £ 1.

Dtugos¢ menopauzy sie samoorganizuje — co gwarantuje przezycie potomstwa i generalnie lepsza
przezywalnosé zaréwno samic jak i samcéw [S.Moss de Oliveira et al, Eur. Phys. J. BT (1999)
501].
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cessation of reproduction (menopause)

10.4.10 Wierno$¢é czy. rozwigztosé?

Przyroda moze preferowaé nizsza rozrodczosé dla zapewnienia ochrony potomstwa juz uro-
dzonego: np. wierno$¢ samcéw w czasie wychowywania potomstwa.

Wprowadzamy opicke matczyna — bez reprodukcji przez dwa “lata” po urodzeniu.

To samica wybiera partnera: wierny odmawia w czasie opieki nad potomkiem — niewierny
godzi si¢ na taka propozycje za kazdym razem: ptaci za to jego potomstwo dodatkowym praw-
dopodobienstwem zejscia P;.

Meskie potomstwo dziedziczy “wierno$¢” z p-stwem Pry.

Rozpoczynamy symulacje z doktadnie polowa samcow wiernych.
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[A.O.Sousa et al, Eur. Phys. J. B10 (1999) 781]

10.4.11 Czy dlugowiecznosé jest dziedziczna?

Odstepstwa od prawa Gompertza (1825 r.)

q(a) o< exp(aa)
mozna zaobserwowac¢ na obu koncach tej eksponencjalnej krzywej:
e jest to wynikiem wigkszej Smiertelno$ci noworodkéw /niemowlat,

e pikiem w okolicach uzyskiwania.przez mlode osobniki dokumentéw uprawniajacych do
prowadzenie pojazdéw mechanicznych,

e no i wlasnie na drugim koncu krzywej: Smiertelno$¢ wéréd 90-cio latkéw jest mniejsza (no
przynajmniej nie wieksza) niz wéréd 80-cio latkéw: prawdopodobienstwo opuszczenia tego
Swiata dla 90-95-latkéw jest niewigksze niz dla 80-85-latkdw

Jak taki efekt-wywota¢? — uprzywilejowaé osobniki o charakterystycznym genomie poprzez
dopuszczenie réwniez “korzystnych” mutacji (0 — 1). [S.Moss de Oliveira, Physica A221 (1995)
453|
Stad juz tylko krok od mozliwo$ci sprawdzenia czy w modelu Penny dlugowiecznosé nie okaze sie
dziedziczna: potomstwo osobnikéw zyjacych bardzo dtugo najprawdopodobniej réwniez wykaze
sie’dlugowiecznodcia.

e Eksperymentalnie (ze wzgledu na to, ze czas potrzebny na uzyskanie przyzwoitej statystyki
przekracza typowy okres grantéw) bada sie raczej korelacje dtugosci zycia najmlodszego z
rodzenstwa w poroéwnaniu z pozostalymi braé¢mi i siostrami...

e ...No przynajmniej érednio rzecz ujmujac...

e Jesli model uwzglednia reprodukcje plciowa: najczedciej potomstwo umiera w takim wieku
w jakim zmart jeden z rodzicow.
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[P.M.C.de Oliveira et al, Physica A262 (1999) 242].

10.4.12 Wspéblzawodnictwor ofiara (1) i drapieznik (2)

Dwa gatunki + pewne sprzezenie miedzy nimi: zamiast tradycyjnego czynnika Verhulsta
1(t)/Nmax, wprowadzamy dwa prawdopodobienstwa przezycia:

e 1 —ny/N; dla pierwszego gatunku (ofiar)

e in;/N; dla drugiego gatunku (drapieznikéw)
Czego sie spodziewamy? Podobienstwo do klasycznych rezultatow otrzymywanych z tréjsktad-
nikowego modelu Lotka—Volterra:

A+ B —2A

B+C —2B
C+A—2C

cykliczna wersja tancucha pokarmowego, lub przekonujace sie nawzajem elektoraty trzech partii.
Jak wygladataby reguta AK realizujacego taki schemat? Mozna wiec uzna¢ model Penny dla
wspoélzawodniczacych gatunkow za rozszerzenie rownan L—V na populacje posiadajaca strukture
wiekowa. [H.Puhl et al, Physica A221 (1995) 445]
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first section, minage = 13, thrashold = 3, birth rate = 1, initially no mut,
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Populacja oposéw zyjaca od ponad 4000 lat w izolacji (nie tylko przestrzennej ale co wazniej-
sze rOwniez genetycznej) na wyspie ewolucyjnie przesuneta wiek dojrzalosci plciowej (Rpmin W
gére) i liczby potomstwa (B w dét) w stosunku do grupy osobnikéw tego samego gatunku zyja-
cych na kontynencie. Jedyna réznica Srodowisk byla nie/obecnoéé drapieznikéw. Jak modelowacé:
kazdy osobnik w chwili urodzenia otrzymuje “swéj” prywatny wiek dojrzatosci rézniacy sie o 1
(z prawdopodobienstwem 1/2) w stosunku do wieku-dojrzatosci matki. [A.K.Altevolmer, Int. J.
Mod. Phys. C10 (1999) 717]
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time

10.4.13 Dlaczego drzewa zyja dltuzej?

Najdtuzsze czasy zycia maja organizmy ktérych ptodnosé zwieksza sie wraz z wiekiem. W
tym celu dotychczas staly czynnik odpowiadajacy za rozrodczo$é (b=const i B=const) zaste-
pujemy zalezno$cia (wszystko jedno czy b czy B) bedaca rosnaca funkcja wieku osobnikéw a:
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B(a) = Boa/Ny, czy B(a) = By(a/Npi)?. Chociaz réznice miedzy liniowa a kwadratowa za-
leznoscia B(a) sa niewielkie — to wyraznie wida¢ natomiast réznice w prawdopodobiefistwie
przezycia S(a) miedzy nimi a standardowa zaleznoscia B(a) = By. [M.A.de Menezes, Physica
A233 (1996) 221]

Survival Rates

30

10.4.14 Inne proby zastosowania
e Whplyw opieki rodzicielskiej [A.O.Sousa et al, Eur. Phys. J. B9 (1999) 365], [S.Moss de Oli-
veira, Physica A273 (1999) 140]

e Wplyw polepszenia sie opieki medycznej na spadek $miertelnoéci w XX w. (obnizenie
nachylenia krzywej Gompertza) [P.M.de Oliveira et al, Physica A273 (1999) 145]

e Migracje osobnikéw [M.S.Magdon, A.Z.Maksymowicz, Physica A273 (1999) 182]

e Wplyw struktury “socjalnej” na populacje (np. wilkéw) powodujacy wzrost liczby osob-
nikéw mogacych zasiedla¢ dana nisze ekologiczna [S.Cebrat et al, Int. J. Mod. Phys. C8

(1997) 417

e Kwadratowa sie¢. geometrycznego $rodowiska zamiast czynnika Verhulsta [D.Makowiec,
Physica A289 (2001) 208]

e Hipoteza skalowania [K.Malarz, Int. J. Mod. Phys. C11 (2000) 309], [R.M.C.de Almeida
et al,\Int.\J. Mod. Phys. C11 (2000) 1209], [E.Brigatti et al, Eur. Phys. J. B42 (2004)
431], [J.B.Coe, Y.Mao, Phys. Rev. E72 (2005) 051925], [A.Laszkiewicz et al, Adv. Complex

Syst. 8 (2005) 7]
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AK w fizyce magnetyzmu: model
Isinga

e Oryginalnie sformulowany w 1920 przez W. Lenza [W.Lenz, Z. Phys. 21-(1920) 613] i
rozwiazany dla jednowymiarowego ferromagnetyka przez Isinga w 1925 [E.Ising, Z. Phys.
31 (1925) 253].

e Calkowita energia uktadu:
1
E=—; > JiSiS; — H Y- Si,
ij i
gdzie zmienna spinowa S; przyjmuje tylko dwie wartosci S; = £1 (czasami S; = £1/2,
czasami S; = 0,1)
e Calka oddzialywania wymiany

J {in =J dlaij bedacych najblizszymi sasiadami
ij =

0 w przeciwnym wypadku

(W magnetyzmie jest to prawie zawsze prawda.)
e J > 0 — sprzezenie ferromagnetyczne — preferowane ustawienie T — 1 i/lub | — |
e J < 0 — sprzezenie antyferromagnetyczne — preferowane ustawianie | — 7 i/lub T — |

e Na H mozemy patrze¢ jak na energie oddzialywania spindéw z zewnetrznym polem magne-
tycznym badz wprost jak na pole H. Wéwczas H ), S; jest suma energii Zeemannowskich
HoS;.

e Pole H stara sie ustawi¢ spiny zgodnie ze soba.

e DAK: reguta = tendencja ukltadu do zmniejszania wlasnej energii:

Si(t+1) = sign(ZJiij + H) (11.1)

J

e Fizycznie odpowiada to T' = 0.
e Mozna tez patrzeé¢ na model Isinga jak na gaz sieciowy.

e Mosiadz 8 = miedZ + cynk na dwoéch przenikajacych sie sieciach regularnych = Ising bez
pola przy zmiennych {0,1} (Tx = 739 K).



http://home.agh.edu.pl/malarz/dyd/ak/ Opowies¢ 11

11.1 Dowdd Derridy

e Dla prostoty dowodu zalézmy H = 0.
9i(t) = 32, JijS; (1)
Funkcja pracy:

ZJUS Sj(t+1)

e W (t) mozna zapisaé¢ na dwa sposoby:
W(t) =

z—Zg@ i(t+1)
:_Zgi (t+1)8
i

(11.2)

Z reguly (11.1) DAK mamy:

S;(t +2) = sign(g;(t + 1))

e 7 pierwszej réwnosci w (11.2):

W(t+1) Zgzt—i-l (t+ 2) Z\gzt+1
e 7 drugiej réwnosci w (11.2):
W (t) =
= - Z [9i(t +1)| - sign[g;(t + 1)]Si(¢)
=—Z|91t+1 St +2)Si(1)
e Roéznica
W(t+1) Z lgi(t 4+ 1)| - [1 = Si(t + 2)S(t)]

jest niedodatnia.

Z tego wnioskujemy, ze W (t) jest nierosnaca.

Dla uktadéw skoniczonych wiecznie maleé¢ nie moze, wiec S;(t + 2) = S;(¢).

e Mamy wiec do czynienia z AK klasy II. A gdy S;(t — o0) — const — z AK klasy 1.

11.2 Metody Monte Carlo

e Do obliczania réwnowagowych wartosci charakterystycznych wielkoéci uktadu opisanego
modelem Isinga mozemy sie postuzy¢ formalizmem sumy statystycznej:

Z =Y exp[-BE(0)].

Sumowanie odbywa si¢ po wszystkich stanach uktadu o.
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Odwrotnosé energii termicznej:
1

=

e Dla ukltadu N spinéw mamy jednak 2% mozliwych stanéw uktadu i tyle samo sktadnikéw
Z — problem jest wiec klasy NP.

e Sciste obliczenia (oprécz pracy doktorskiej Isinga dla 1D) powiodly sie [L. Onsager, Phys.
Rev. 65 (1944) 117] dla sieci dwuwymiarowej pod nieobecnosé pola magnetycznego.

e Dlatego w celu obliczenia magnetyzacji w zaleznosci od pola H i temperatury T musimy
positkowaé sie probabilistycznymi automatami komdorkowymi.

e Niech p; bedzie prawdopodobienstwem, ze i-ty spin jest zwrdcony w gore.
e 7Zmiana tego p; moze by¢ zapisana w czasie:

dp;
d% = —piw;(T—1) + (1 — p))w; (1—1),

gdzie w;(T—1]) jest prawdopodobiefistwem odwrécenia i-tego spinu z | na |.

o W réwnowadze
dp;

=0.
dt

e A samo p; dane jest rozkladem Gibbsa p; o exp[—SE(1)].

e Skad

Will=D) _ o (BIB(1) — BT} = expl2BE(T)]

niezaleznie czy w rownowadze czy nie (bo w; nie zaleza od p;).

11.2.1 Metody obliczen
11.2.1.1 Schemat Metropolisa

W schemacie Metropolisa, prawdopodobienstwo akceptacji nowej konfiguracji jest dane po-
przez

p%_)m = min{1, exp[—(E,, — E,,)/ksT]}. (11.3)

W przeciwienstwie jednak do dynamiki glauberowskiej spiny sa odwiedzane w losowej kolejnosci
(losowa permutacja, etykiet spinéw strzeze by kazdy spin byl odwiedzony i to dokladnie raz na
MCS).

[N. Metropolis, 'A.W. Resenbluth, M.N. Resenbluth, A.H. Teller, E. Teller, J. Chem. Phys. 21
(1953) 1087]

o Wybieramy losowo komorke .

e Odwracamy jej spin S; = —95; i obliczamy z wiazana z tym odwrdceniem zmiane energii

AE:

AFE < 0 — akceptujemy odwrdocenie
AFE > (0 — akceptujemy z prawdopodobienstwem exp(—SAE)
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11.2.1.2 Dynamika Glaubera

Dla kazdego spinu ¢ znajdujacego sie w otoczeniu (rozumianym zazem z nim”) o konfiguracji
i, nowa konfiguracja n; powstala poprzez odwrécenie i-tego spinu (S; — —S;) jest tworzona i
akceptowana z prawdopodobienstwem
exp(—Ey, /kBT)

G
= 114
Pui—n; exp(—E,, /kpT) + exp(—E,, /kpT)’ ( )

gdzie E,, jest energia konfiguracji n;, E,, = —FE,, jest energia konfiguracji u; a kp jest staly
Boltzmanna.

[R.J. Glauber, J. Math. Phys. 4 (1963) 294]

e Dla kazdego i obliczamy:

1

ri(t) = 1+ exp{—26[>; Ji;9;(t)]}

e Losujemy liczbe R € [0;1]
o Jesdli Si(t) =—1

o Jedli S;(t) = +1
- R<1—ri(t) = Si(t+1)=+1
—R>1-—ri(t) = Si(t+1)=-1

11.2.1.3 Kapiel cieplna
o Komérki modyfikujemy jedna za druga.

Dla kazdej obliczamy:
1

T 1+ exp{—28[>_; Ji; S; ()]}

T (t)

Losujemy liczbe R € [0;1]

R<ri(t)—Si(t+1)=1

R > T‘i(t) — Si(t—}—l) =-1

11.2:2 'Kilka uwag natury technicznej
e Dla T' = 0 wszystkie te trzy metody sprowadzaja sie do reguly deterministycznej (11.1).

e Dla niskich temperatur algorytm “lubi” sie zawiesi¢ na metastabilnej konfiguracji spinéw
(np. dla temperatury ponizej T¢ i w polu réwnym zero H = 0 jesli zaczniemy symulacje
od stanu z m = 0).

e Uklad bedzie dazyt do stanu réwnowagi w sposéb niewyobrazalnie powolny.

e Wprowadza sie¢ “demony Creutza” — bladzace po siatce i odwracajace “domeny” nieza-
leznie od regut.
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Rysunek 11.1: T2P = 2.27[J/kp), TEP-= 4.51[J /kp]

Najlepiej wiec rozpoczynaé¢ symulacje z m = 1.

Dla najbardziej interesujacego tj. 3D przypadku nie ma rozwiazan analitycznych i symu-
lacja jest jedynym podej$ciem teoretycznym.

“Multispin coding” jest technika pozwalajaca na przyspieszenie obliczen poprzez operowa-
nie na 32-bitach jednoczesnie.

Przy sprzezeniu antyferromagnetycznym w celu ominiecia przerzucania wszystkich stanéw

sieci z | na | przy poczatkowej m = 1 nalezy przechodzié przez siatke rozsadnie (tj. co
drugi wezel).

Energia spinu na siatkach regularnych jest ,skwantowana”: nie ma co jej za kazdym razem
oblicza¢. To oznacza, ze zmiana energii zwigzana z odwrdceniem spinu réwniez przyj-
muje kilka wielkoéci w zaleznosci do liczby koordynacyjnej wezta sieci w ktérej umiesz-
czony jest spin. Wystarczy stworzy¢ tablice prawdopodobienstw akceptacji nowej konfigu-
racji/odwrécenia spinu r w zaleznosci od ,zwrotu” spinu i ilodci spinéw skierowanych w
okreslona strone w jego otoczeniu (nie liczac jego).

11.3 Rozprzestrzenianie sie uszkodzen

e Skonczona (niezerowa) szybko$é rozprzestrzeniania sie uszkodzen byla cecha automatéw

klasy III (chaotycznych).

e Tak jak ostatnio musimy mie¢ dwie identyczne sieci (tym razem spinéw): A i B.

e Uszkodzenie wprowadzamy utrzymujac jeden ze spinéw jednej z sieci (np. B) trwale w

stanie |.
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¢ Wprowadzamy prawdopodobienstwa spotkania uszkodzenia:
— d(T]) = wsieci AT awsieci B |
— d(l1) = wsieci A | a wsieci B |
e Wprowadzamy nowe zmienne II; = (1 4 5;)/2 transformujace {—1,+1} — {0, 1}:

— d(1]) = I - 1P)]
—d(l1) = P (1 -1

gdzie |- - -] oznacza $rednia czasowa
1
(@] = 2> a(r) (11.5)
e Definiujemy
Lo = d(1]) = d(11) = [I1}'] - [117]
e Jedli algorytm MC jest ergodyczny to dla sieci A mamy

[~ ]={(-) (11.6)
liczonej z uzyciem formalizmu sumy statystycznej:

(2) = 2 3 2(0) exp(~BE(0)) (1.7

o

[TIP] liczymy z prawdopodobiefistwa warunkowego:

[IIP] = P(S; = +1|Sp.=—1) = P(IL; = 1|I; = 0)
= P((Il; = 1).AND.(IIy = 0))/P(IIy = 0)
= (II; (1 — Hop)) /(1 — IIp).

Wracajac do zmiennych S;-mozemy z rozprzestrzeniania sie uszkodzen wnioskowaé o réw-
nowagowych wlasnosciach uktadu:

2(1 = (Si))Toi = (SiS0) — (Si)(So)

% - gzi:[(sis(ﬁ = (8i){S0)]

11.4 Ergodycznoscé

Pod nieobecno$é pola magnetycznego oba kierunki namagnesowania sa réwnowazne: kazdej
konfiguracji o z namagnesowaniem m(o) odpowiada konfiguracja o’ z —m(c’). W efekcie srednie
namagnesowanie wynosi zero.

Ta niedogodno$¢ omijamy odpowiednia kolejnoscia przej$¢ granicznych:

e Najpierw N — oo w obecnosci niewielkiego pola H — co eliminuje (czyni malo prawdopo-
dobnymi) konfiguracje spinowe ¢ z niezerowym momentem magnetycznym skierowanym
przeciwnie do pola.

e Potem H — 0.

Dlaczego tak sie dzieje?
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Schtadzamy uklad eksperymentalny pod nieobecno$é pola H.
Powyzej temperatury krytycznej (przejsécia fazowego):

— odchylenia m od zera sa male,

— trwaja bardzo krétko.
Oznacza to, ze m przyjmuje bardzo duzo razy wartoéci dodatnie i ujemne.

W temperaturze krytycznej nadal m = 0 ale rozmiar i czas trwania fluktuacji rosnie
przekraczajac nawet czas trwania pomiaru!

Tuz ponizej To przewage osiaga jedna z orientacji — nie sposob jej jednak przewidziec!

Gdyby prébka byta faktycznie nieskonczona — zadnego przejécia fazowego bySmy nie za-
obserwowali.

Fluktuacje ponizej T staja sie makroskopowe (w czasie i rozmiarze).

Hipoteza ergodyczna = réwnosé sredniej czasowej (11.5) [---] i $redniej po zespole (11.7)

().

Trajektoria {S;(t)}, ktora powyzej T moze swobodnie penetrowaé obszary o dodatnim i
ujemnym namagnesowaniu traci ta mozliwosé ponizej T

Tak naprawde to tylko czas przechodzenia z jednej czesci przestrzeni stanéw do drugiej
wydtuza sie przekraczajac czas trwania eksperymentu.

Dlatego formalizm sumy statystycznej (procedura $redniowania) musi by¢ wspomagany
sztuczkami...

Hipoteza ergodyczna = zdolnos¢ trajektorii- do wypelniania réwnomiernie calej przestrzeni
fazowe;j.
Procedura zachowujaca réwnosé.[- -] = (---) ale nie spelniajaca mocniejszej hipotezy er-

godycznej moze by¢ atrakcyjna ze wzgledéw czysto technicznych: ogranicza czas symulacji.

AK Q2R — poruszajacy sie po powierzchni statej energii: odwraca spin tylko wtedy gdy
sposérod czterech jego sasiadéw dwa sg T i dwa |.

Czas powrotu do stanu poczatkowego dla sieci 8 x 8 dla Q2R wynosi 10% <« 264 ~ 1019,
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11.5 Przyktad zastosowania

11.5.1 Temperatura Curie na sieciach regularnych z dodatkowymi sgsiadami

Nier=2 10% [MCS], N=105: L;p=10°, Lyp=10%, Lgp=10?

|[<m>|

o
.o ..../
1 1

04 . T -
+
t
+
03 4 .
z -
1DIN - + .
0.2 FD2N % + . -
2D n] X N
[ ]
0.1 . i
3D . o
0 SN L . Sl =2 ! — 1 Pesees
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

T [Wkal

Wrécimy do tego i nadamy wynikowi (nad)interpretacje socjologiczna...
[K.Malarz, Int. J. Mod. Phys. C14 (2003) 561]

11.5.2 Temperatura Curie na sieciach Archimedesa

The Archimedean lattices are vertex transitive graphs that can be embedded in a plane such
that every face is a regular polygon. Kepler showed that there is exactly eleven such graphs. The
names of the lattices are given according to the sizes of faces incident to a given vertex. The
face sizes are listed in order, starting with a face such that the list is the smallest possible in

the lexicographical order. In this way, the square lattice gets the name (4,4,4,4), abbreviated
to (4%), honeycomb is. called (6%) and Kagomé is (3,6,3,6).
(3,4,6,4) and(3*,6) AL:

SSose

g PR Rk
KX
0&'0‘:!‘,‘0‘ ) §
““‘

KN T I T

YRS >SS

AL and associated critical temperatures T¢. [J.M. Dixon, J.A. Tuszynski, E.J. Carpenter

Physica A 349 (2005) 487], [J. Adler, Annual Reviews of Computational Physics IV, ed. D.
Stauffer, (World Scientific, Singapour 1996) p. 241], [C.J. Thompson, M.J. Wardrop, J. Phys. A
7 (1974) L65]
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Rysunek 11.2: Dependence of the average magnetisation (m) on temperature 7" expressed in
[J/kp] units for (3*,6), (3,4,6,4), (4,6,12), (4,8%) and (4*) AL. The simulations are carried out
for N =~ 6 - 10* spins during Niter = 2 - 10° [MCS]. The magnetisation (m) is averaged over the
last 10° [MCS].

<m>

-0.4 : : :
1 1.5 2 2.5 3
TJkB
z lattice Te [J/kB]

w

(3,12%) 1.25
(4,6,12)« ' 1.40
(4,8%) 1.45
(63) 1.52
4 (3;4,6,4) 215
(4%)
(3,6
(
(
(

2/arcsinh 1 ~ 2.27
,6,3,6)  2.27

31,6) 2.80

33,42) 2/In2 ~ 2.89

32,4,3,4) 2.93
6 (39 3.64

For all investigated AL, the shape of m(T/T¢) curve is roughly the same as for the square
lattice.-In the latter case, an analytical expression is known

s cosh?(2/k) _ .
Im(k)| = \/Ww[smh2(2//‘i) - 1],

where Kk =T /T¢.

In contrast to Galam—Mauger semi-exact formula for T dependence on system dimensiona-
lity d and lattice coordination number z, we show that critical temperature for IM differ slightly
for several AL (where d = 2) with the same values of z. Similarly to the percolation phenomena,
also for IM the dimensionality d and the coordination number z are not sufficient for determining
the critical point T¢.

[K.Malarz, M.Zborek, B.Wrébel, TASK Quarterly 9 (2005) 475]
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Rysunek 11.3: Dependence of the average magnetisation (m) on normalized dimensionlees tem-
perature T/T¢ for (3%,6), (3,4,6,4), (4,6,12), (4,8%) and (4*) AL

1 T T T T T
0.8 | : T
0.6 T
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5 4 i
- (3%8) A ]
04 77777777777 (44) T
ffffff o (3,4,6.4) k
02 = (489 i :
2 1‘5%
0 - (3’-12 ) ! . . ‘\h“uﬁ‘;}%ﬁsi-@i“pgg_%i—e-—‘-
07 075 08 085 09 095 1.~ 1.05 1.1

TTC

11.5.3 Dygresja: Oznaki SOC w antyferromagnetykach J = —1 na sieciach
rosngcych?

Toy graphs and their hysteresis loops for decreasing field (continuous red line) and increasing
field (dotted black line):

1 T T T T 1

0.5 - 1 0.5
£ 0r q £ 0r
-0.5 q -0.5
1 1
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
a) H b) H A
1 0.6
04
0.5
0.2 r
€ 0 € 0
-0.2 -
-0.5
0.4

- ; ; ; : 0.6 — ; ‘ ‘ ‘
-2 -1 0 1 2 :} -2 -1 0 1 2 A
c) H d) H
At each growth step i a node is added and linked to M nodes selected among i — 1 preexisting
nodes. Selection of a target node, k, is given by a specified probability p(k, 7).

e p(k,i)=1/(i —1) — exponential degree distribution.
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o p(k,i) =[1+q(k,i)/M]/2i — scale-free degree distribution.

(do wlasnosci strukturalnych sieci bezskalowych wrécimy przy okazji dyskusji zagadnien z
socjofizyki)

Snapshots from simulation for scale-free tree (M = 1, left) and scale-free simple graph
(M = 2, right) for N = 200 and magnetic field H = 0 — §. Spins S; = —1 (red) and S; = +1
(yellow) and their pairs S;5; = +1 (black) S;5; = —1 (blue) for all 1 < 7,5 < N. (Figures using
Pajek.):

O\
A vl
o [ 0
o % ’4 /l‘.‘} Q
o e /A o}
& J 4% '.
g o)
of O ©
4
Q
6 & é
S ko)

The field dependence of the magnetization m(H). The field is expressed in |J| units:

(a) scale-free, M=1, N=10%, N,,,=1 (b) scale-free, M=2, N=10%, N,,,,=1

5 10 -10 -5 0 5 10
H H

() exponential, M=1, N=10%, N,,=1 (d) exponential, M=2, N=10*, Ny,,=1

The field dependence of (a) the total number of flipped spins s(H)/N in given field Hand
(b) density of walls (the number of antiferromagnetic pairs Napp(H)) normalized to the total
number of bonds Np for various kind of networks. The field is expressed in |.J| units:
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4
(@) N=10% N, =1

0-8 T T T
scale-free: M=1 ——
0.7 V=2 e
' exponential: M=1 - LA
M=2 e
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09 | M=2 ----memm- ]

exponential: M=1 -
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P

Ratio of the magnetization change A,, and the number s of the flipped spins within an
avalanche:
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Histograms of size s of avalanches during hysteresis experiment:
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(e) scale-free, M=15, N=10* N, =10°
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run
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) 1000 ¢
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100000
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exponential, M=15, N=10", =
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10000 + °
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Histograms of duration time 7 during hysteresis experiment:

1e+06
100000 ¢

10000

100

N=10% N,,,=10°

1000 10000

= 1000 ¢
P L

10 ¢

scale-frée: M=1

exponential: M=1

Fraction of flipped spins s/N normalized to the network size N in increasing field H for
various values N in the scale-free networks with (a) M =1 and (b) M = 2:
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(a) scale-free tree (M=1): N, =1
1 ' ' '
N
1000 —
2000 -
5000 -
01 L 10000 E
z
= 0.01 F ;
0.001 ¢
0.0001 S— |
1 -0.5 0.5 1
(b) scale-free graph (M=2): N,=1
1 . - '
N
1000 ——
2000 -
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01 b 10000 E
z o
z 0.01 | {700 ]
0.001 | N i |
0.0001 I , L
- 0.5 0 05 1

H/Hmay

Hysteresis loop for finite temperature 7' = 0.05 and 0.1 [|.J|/kg]. The field H is measured in
[J:
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scale-free graphs (M=2): N=103’ Nryn=1

1 T T T T T
0.8 r fW i
06 | o |

e
04 7 f ]
0 2 B /MM/ /"‘ T
/ o J.w’fv?w“/
€ 0r - o ‘,r/NJ 7
0.2 - c“‘ i .
0.4 t -l 1
. |‘A 7)1

-0.6 | aad -

) M T [J/kg]
-0.8 W 01 —— (1

1 1 1 1 OOTL_) 777777777
6 -4 -2 0 2 4 6
H
Fraction of spins flipped at H = —M and maximal avalanche size Spyax/IN as compared with

fraction of spins with degree equal to M for various networks. The effective exponents a and
of power law distributions are included for Ny(s) and Ny, (Ay,), respectively. The last line shows
network diameters ¢ for N = 10*:

scale-free. = exponential
M 1 2 1 2
sfor H=-M 0.72 049 041 0.23
Smax/N ~0.73" 0.54 0.44 0.25
Plk=M) -2/3 1/2 1/2 1/3
o 138 1.39 0.97 1.00
6 156 1.48 092 0.93
£ 9.1 51 156 5.1

[B.Tadi¢ et al, Phys. Rev. Lett. 94 (2005) 137204], [K.Malarz et al, Physica A373 (2007) 785]

11.5.4 Efektywny algorytm obliczania sumy statystycznej
e n — liczba spinéw do géry (S; = +1)
e k — liczba wigzan antyréwnoleglych (5;5; = —1)
e .. — rozmiar sieci

N = L? — liczba wszystkich spinéw

e Q(n,k) — liczba konfiguracji siatki L x L o zadanej liczbie n i k

o 1/8=kpT
E(n,k)=-J Y S8 —H> Si=2J(k—L*+L)— H(L* - 2n) (11.8)
<1,7> i
Z =Y Q(n,k)-exp[-BE(n, k)| (11.9)
n,k
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(A =2zZ71 ZA(n, k) - Q(n, k) - exp[-BE(n, k)] (11.10)
n,k
x = BI(STY — (Si)?] = B((2n — L*)?) — (2n — L*)?] (11.11)
M 10° 105 107 108 109 1010

tcpu [sec] 0.86 6.90 66.4 660 6648 65752

na SGI 2800 — 264 ~ 109 — 4.6 milionéw lat!

Qssa(b®,n1 +no by + ke +K) = ) Qunal(b], 1, k) - Quwa(bl, n2, ka),
b7 n1k1
b3 noko

gdzie 0 < k' < 4 jest dodatkowq liczbg wigzan antyréwnoleglych na “zgrzewie” dwdch sieci 4 % 4
a b® tworzy sie na podstawie b] i b.
Podobnie

Qsus(ny +ng, k1 + ko +E) = > Qsua(bf,n1, kr) - Qsxa(bh,n2, k2),
b8 n1ky
bgvn27k2
i znéw 0 < k” < 8 jest dodatkowa liczbg wigzan antyréwnoleglych na zlaczu dwéch siatek 8 x 4.
Na SGI 2800 procedura ta pozwala okresli¢ dsxs w zaledwie 22 godziny!!!
Podejscie éredniopolowe J < 01 x = (mq +m,)/H (H — 0):

{ma = tanh (3(Jm, + H)) (11.12)

m~ = tanh(8(Jmq + H))
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T

periodic boundary conditions

6x6
4x4

z=log Q(n,k)/log max Q(n,k)

[K: Malarz et al, Int. J. Mod. Phys. C14 (2003) 689

11.6 Dynamiczny diagram fazowy

e Funkcja pracy = co$ co chce zminimalizowaé¢ AK.

e Tym razem pytamy jakie AK zadanie takiej minimalizacji generuje.
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11.6.1 Sie¢ kwadratowa z oddzialywaniem jak w modelu Isinga

11.6

Fizyczny przyktad: przejécie fazowe pierwszego rodzaju od fazy niemagnetycznej do ma-
gnetycznej poprzez zarodkowanie: obszar zajety przez nows faze narasta w sposob ciagty.

Reguta AK: atomy na powierzchni klastra (zarodka) staja si¢ magnetyczne, przy czym ich
stan jest stanem o mozliwie najnizszej energii.

Funkcja pracy (hamiltonian modelu Isinga):

H=-J> 5S;—h)_ S, (11.13)
iJ i

przy czym bierzemy pod uwage tylko dwéch sasiadow: “lewego” i “gbérnego”.

Okreslenie reguty polega na podaniu stanu atomu obliczonego na podstawie minimalizacji
wyrazenia (11.13).

Otoczenie moze by¢ w stanach: (11), (11)=(11) lub ([]).

Jest wiec osiem takich automatéow:

an _ab=uan ol

~oHdmE QW e
= —

— > — — — — ||
— e S —

Nie wszystkie AK moga by¢ realizowane: niektére z nich nie daja stanu podstawowego dla
zadnego z parametréw (J, h).

Przyporzadkowanie parametrom (.J, h) odpowiedniego AK nazywamy wlasnie dynamicz-
nym diagramem fazowym.

Stan uktadu realizowany przez taki AK zalezy od stanu poczatkowego sieci.

.1.1 Konstrukcja DDF

H(S1,52,5) = —=S[J(S1 + S2) + h]. (11.14)
Dla kazdego stanu otoczenia (S1, .S2) na plaszczyznie (J, h) wykreslamy krzywa o réwnaniu
H(Sy,852,5) = H(S1,S2,—-5).
Na plaszczyznie (J, h) oddziela ona obszary gdzie nizsza energie ma stan | od obszaréw
gdzie nizszg energie ma stan |.
Sa trzy stany otoczenia — bedzie wiec trzy takie krzywe.
Np. dla stanu otoczenia (11) z (11.14) krzywa ta dana jest réwnaniem 2J + h = 0:

— dla A > —2J nizsza energie ma stan T,
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11.6.

— dla h < —2J nizsza energie ma stan |.
Dla pozostatych konfiguracji otoczenia krzywe dane sa réwnaniem: h =01i —2J + h = 0.

Kazdemu z obszaréw, na ktére te trzy krzywe dziela plaszczyzne (J, h) mozna przyporzad-
kowaé ktorys AK z tabeli — niektére jednak nie beda wystepowaé: nie ma np. obszaru
odpowiadajacego automatowi F (h > 01 h <2Jih < —2J).

Dla oddzialywania rowniez z kolejnymi najblizszymi sasiadami otoczenia posiada 25 moz-
liwych konfiguracji otocznia.

Dynamiczny diagram fazowy na plaszczyznie © = Jy/J1 1 y = h/J; tworzy sie poprzez
przyporzadkowanie obszarom powstatym przez przeciecie 25 krzywych niektérych z 22°
automatéw (nie wszystkie realizuja minimum energii).

Dla niektérych z tych AK mozna tez wskazaé tzw. struktury samoodtwarzajace sie.

1.2 Magnetoelastyczne przejscie fazowe w Y Mnsy

Zastosowanie do opisu przejécia fazy niemagnetycznej do magnetycznej w YMns zacho-
dzacego w ok. 100 K, jednak moze tez zachodzi¢ w T' = 0 przy zewnetrznym cisnieniu.

Wigzania Mn—Mn sg antyferromagnetyczne oznacza to, ze Srednio co trzecie wigzanie jest
sfrustrowane.

Wiaze si¢ to z nieprawdopodobna degeneracja stanu podstawowego: 16 atoméw Mn w ko-
morce elementarnej w stanie podstawowym moze pozostawaé¢ w 90 stanach magnetycznych
— wszystkie majace ta sama najnizsza energie.

Oprécz 90-krotnej degeneracji stanu podstawowego okazuje sie ze wszystkie one sa bardzo
wrazliwe na uszkodzenie (podmiane¢ atomu magnetycznego na niemagnetyczny): mozna
spodziewaé sie, ze powstajaca w przejsciu fazowym struktura magnetyczna YMnsy bedzie
nieuporzadkowana.

[M.Antoniuk, Ph.D. thesis, WFiTJ AGH, Krakéw 1999

Model Isinga 96


http://home.agh.edu.pl/malarz/dyd/ak/

Opowiesé 12

AK w socjofizyce: formowanie opinii
spolecznej

Patrycjusz nie lubit stowa “dyktator”. Urazato go. Nigdy nikomu nie méwit co-ma robié. Nie
musiat — to wiasnie byto najpiekniejsze. Spora cze$¢ jego pracy polegata na takim zaaranzowaniu
spraw, by aktualny stan trwat nadal.

[

Natura ludzka, zwykt powtarza¢ Patrycjusz, to wspaniata rzecz. Kiedy juz sie odkryje, gdzie ma
odpowiednie dzwignie.

[Terry Pratchett, Straz! Straz! Prészynski i S-ka (Warszawa 1999)]

Tlo$ciowy opis proceséw socjologicznych i ekonomicznych metodami fizyki statystyczne;j.

7 perspektywy nauk spotecznych i ekonomicznych oczywiscie nalezy obawiac sie zbytniego
uproszczenia skomplikowanych proceséw jakie spotykamy w prostych “mechanicznych”
modelach.

Proces formowania opinii publicznej traktowany jako zjawisko kolektywne.

Dwie alternatywne drogi podejscia:

— “makroskopowy”: poprzez réwnania fundamentalne na pewne globalne ($rednie) pa-
rametry opisujace populacje,

— “mikroskopowy”: poprzez standardowe metody fizyki statystycznej (a wiec tez pro-
babilistyczne AK).

[W.Weidlich, Sociodynamics; A Systematic Approach to Mathematical Modelling in the Social
Science. Harwood Academic Publishers (2000)]

12.1 " Model Nowaka—Szamreja—Latanégo

o Wplyw grupy na jednostke zalezy od spolecznej bliskosci danego osobnika do pozostalych
osobnikéw w spotecznosci.

e Grupa spoleczna sklada sie z N osobnikéw, z ktorych kazdy moze mieé jeden z dwéch
radykalnych pogladéw (tak/nie) w pewnej sprawie opisywanych jako o; = £1.

o Kazdy osobnik jest charakteryzowany przez dwa parametry p; i s; okreslajace intensywnosé
oddzialywan z osobnikami o przeciwnych badz tych sam pogladach.
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Zazwycza] sa one warto$ciami losowymi z rozkltadami o $rednich 5 i p — co daje znacznie
wigksze mozliwosci niz w oryginalnym sformutowaniu Isinga J;; = Jj; = J co jest pewnym
analogiem szkla spinowego.

Osobniki sa umieszczone w przestrzeni spolecznej ze zdefiniowang odlegtoscia kazdej pary
osobnikéw d;;: intensywnos$é oddziatywan jest malejaca funkcja wzajemnej odlegtosci.

Dynamika zmian opinii dana jest deterministyczna reguta:
O'i(t + 1) = —Sign[ai(t)li(t) + hl]

aplikowang synchronicznie wszystkim osobnikom, gdzie I; jest spolecznym wplywem na
osobnika ¢ pochodzacym od wszystkich innych osobnikéw j:

(1 + O'iO‘j))

h; moze by¢ traktowane jako dodatkowa losowa wielkos¢ wprowadzajaca szum do ukladu
badZ opisywa¢ pewng tendencje wszystkich osobnikéw w kierunku jednej z opinii (powo-
dowanej np. polityka rzadu, wierzeniami religijnymi, itp.).

=19 J

ol ) 52

Najpowszechniej zauwazanym zjawiskiem jest klasteryzacja i polaryzacja opinii.

[A.Nowak et al, Psych. Rev. 97 (1990) 362], [J.A.Holyst et al, Ann. Rev. Comput. Phys. IX
(2001) 253]

12.1.

1 Przejscia fazowe w obecnosci guru

Tylko jeden parametr opisujacy intensywnosé s; > 0 wplywu na innych — losowany dla ¢
z zadanym rozkladem ¢(s) i o éredniej 3.

Osobniki zajmuja polozenia w weztach kwadratowej sieci na dwuwymiarowym dysku o
R>1

W centrum osobnik o intensywnosci oddziatywania sy > s; — lider, guru, itp.

Dynamika opisana podobna do glauberowskiej reguta:

SjJZ'Jj

N

I; = =5, —oih — jzg;;i 9(di)
exp(—1;/T)

exp(—1;/T) + exp(L;/T)’
exp(I;/T)

exp(—1I;/T) + exp(I;/T)’

Wielkos$¢ —I;0; odpowiada wiec “lokalnemu” polu.

oi(t) 7z p-stwem
g; (t + 1) =

—oi(t) z p-stwem

T — temperatura spolteczna — stopien przypadkowosci w wyborach jednostki badz jej
$rednia “indywidualnos¢”.

I; > 0 — sugeruje jednostce zmiane jej pogladu, i vice versa.
Podobnie jak w modelu Isinga, T' = 0 oznacza deterministyczna regule

oi(t+ 1) = —sign[L;0;(t)].
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Dla T' = 0 obserwujemy albo trywialna unifikacje, badz klaster (koto o promieniu a zalez-
nym od parametréw modelu) osobnikéw podzielajacych opinie guru otoczonych przez jego
przeciwnikéw.

Nieciagle przejscie fazowe klaster /unifikacja w funkcji parametréw sy, badz h.

Istnieje tez minimalna sy, lidera, ponizej ktérego nie bedzie on w stanie podtrzymac swojego
zdania pod presja grupy.

Oczywiscie zachowanie osobnikow w grupie nie zalezy tylko od wplywu innych — jednak
modelowanie np. wplywu wewnetrznych czynnikéw (choéby moralnych) jest praktycznie
niemozliwe.

Najprostsza proba wprowadzenia takich czynnikow jest ustawienie niezerowej temperatury
T > 0.

Granice klastréw zaczynaja by¢ rozmyte.

Z jednej strony wprowadzenie T' > T, moze doprowadzi¢ do przejscia fazowego kla-
ster /unifikacja (0 < a < R — a = R), z drugiej wrecz przeciwnie — do wytworzenia
jednorodnej mieszaniny opinii w spoleczenstwie: brak klastréw i{o;).= 0.

Jesli dokonaé sprzezenie T' ze $rednig opinia (o;) sa obserwowane chaotyczne oscylacje obu
tych sytuacji...

[K.Kacperski et al, J. Stat. Phys. 84 (1996) 169], [K.Kacperski et al, Physica A269 (1999) 511],
[K.Kacperski et al, Physica A287 (2000) 631]

12.2 Sieci kréla Salomona

sasiedzi w pracy na ogdél réznia sie od-sgsiadéw w miejscu zamieszkania
dwie sieci, w drugiej z nich komoérki sa permutacja oryginalnej

badz prosciej: na jednej sieci'oprécz sasiadow geometrycznych S;11 pojawiaja sie losowani
dodatkowi sasiedzi S;+r

taka sieé sieci nazywa sie siecig Solomona
na kazdej sieci typowe oddzialywanie miedzy “spinami” (np. isingowskie)

“socjologiczne przejécie fazowe” réwniez dla sieci 1D!
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[K.Malarz, Int. J. Mod. Phys. C14 (2003) 561]

12.3 Model Sznajdow

e w modelach socjologicznych opartych na modelu Isinga mamy do czynienia z oportunistami
dostosowujacymi sie do otoczenia

e w modelu Sznajdéw [K.Sznajd-Weron, J.Sznajd, Int. J. Mod. Phys. C11 (2000) 1157
odwrotnie:

— jedna osoba stojaca na ulicy i wpatrzona w niebo nie wywotuje odruchowego zerknie-
cia w gore...

— ... cztery takie obok siebie — tak...
— ...co wlasciwie konczy opis modelu

e kazda komérka sieci S; = £1 (Republikanie/Demokraci, prawica/lewica, tak/nie)

e jesli w losowo wybranym miejscu na sieci znajduja sie dwa spiny réwnolegte — ich sasiedzi
w nastepnym kroku dotacza do tej “domeny”

e to losowe wybieranie miejsca jest kluczowe dla sprawy

e na sieci 1D — zgodna para przekonuje kolejng dwdjke, dla sieci regularnej prostej 2D —
szedciu, dla heksagonalnej 2D — osmiu, dla kubicznej prostej — dziesieciu

e jesli wylosowana para S;S;+1 = —1:

— 1D — przeorientowuje sasiadéw (S; — —5;)

— 2D — pozostawia bez zmian (S; — 5;)
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e system spinéw konczy w stalym punkcie

N

> S ==£N

i=1

e czas potrzebny na osiagniecie konsensusu jest jednak relatywnie dtugi (sie¢ 1000 x 1000
jest wlasciwie poza naszym zasiegiem (listopad 2002))

e poczatkowa koncentracja p spinéw w gore decyduje czy na koncu dostaniemy same spiny
w gore czy w dot (przejscie fazowe w po = 1/2)

e rezultaty nie zmieniaja sie ani na sieciach rozcienczonych S; = 0, +1, ani gdy przekonywa-
nie nastepuje tylko z pewnym prawdopodobienstwem p < 1 (w tym ostatnim przypadku
potrzeba na to jednak dtuzszego czasu!)

e réwniez dla sieci heksagonalnej ze sprzezeniem antyferromagnetycznym. (J <.0) osiaga sie
jednorodno$¢ opinii!

[I.Chang, Int. J. Mod. Phys. C12 (2001) 1509]

e nawet gdy zamiast pary “misjonarzy” jest tylko jeden osiaga sie konsensus
[R.Ochrombel, Int. J. Mod. Phys. C12 (2001) 1091].

e niech 5; =1,...,¢q réznych opinii na sieci 2D:

— przekonywanie mozliwe tylko os6b o zblizonych pogladach.
— konsensus jest osiagany dla g < 3 ale juz nie dla ¢ = 4.

— na sieci heksagonalnej ta granica przesuwa si¢ do ¢ = 5.

e role pola magnetycznego z modelu Isinga pelni reklama w mass-mediach: po wymianie
informacji miedzy sasiadami niech spin zostaje ustawiony na reklamowany (np. +1) — dla
duzych sieci nawet mata dawka reklamy jest w stanie wymusi¢ skonczenie sieci w stanie
“same +1” mimo, ze poczatkowo obie opinie byly réwnoprawdopodobne
[C.Schulze, Int. J. Mod. Phys. C14 (2003) 95]

12.4 Dlaczego w sylwestrowa noc nie mozna sie do nikogo do-
dzwonié

Communication is a key process in social systems and it is of interest
e for a political scientists,

e for a system-oriented sociologists,

e in (social) psychology,

e in mathematics and computer science,

e in game theory, etc.

Here we show two models devoted to describe how effective the communication between
group members is available.
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12.4.1 Scheff Theory of an Emergency Scenario

A catastrophe, a terrorist attack, or any other strong threat is obviously a strong disturbance
of current plans of its participants, accompanied perhaps with a direct threat for their health
or even life. As such, it must give raise to strong negative emotions, triggered by fear. Here
we are interested in the communication between the participants. For each one, there are
three options:

e to communicate by phone with friends or relatives, who do not participate in the situation
(selfish, S),

e to contact with other participants and in a search for a collective strategy (collective,

C),
e or to withdraw and do nothing (passive, P).

According to the theory of pride and shame, the strategy selected by the participants
depends largely on conscious or unconscious messages which they send and receive. Namely,
they try to evaluate how they are perceived by other participants: with respect or not.

e In the former case their positive self-estimation is enhanced, what enables the interpersonal
attunement and the social solidarity. Consequently, they are willing to select the strategy
C, what stabilizes the mutual respect (the loop of pride).

e On the contrary, disrespectful signals lead to an enhancement of the negative self-evaluation,
a shame and its repression and a hostility. As a consequence the lack of respect is stabilized
and chances for C decrease; what is being selected is S or P (the loop of shame).

12.4.2 Models of a Phone Communication Jam

e The selfish strategy S is natural in the case of large catastrophes, where everybody wants
to get know if the relatives or friends remain alive. However, the payoff heavily depends
on the amount of persons who select. this strategy.

e It is straightforward to expect that once the amount of phone speakers excesses some
percentage of the population, successive attempts to contact by phone must fail even if
the phone network works properly.

o We demonstrate the effect by an evaluation of the percentage of agents who successfully
talk to each other (p2), and not only try to get connection (p;). These probabilities
are to be calculated against the percentage of people who try to get connection (p).

e A single variable s;; € S = {0,L,R,U,D,L*, R*,U*, D*} is assigned to each site of the
square lattice with the helical boundary conditions.

e “Agents in the state ‘0’ are silent. With the probability p an agent picks up his phone and
starts to calling to his/her randomly selected neighbour.

e Agents in states L, R, D, U are trying to connect to his/her nearest neighbour situated
on left, right, down or up, respectively. They stop unsuccessful attempts to connect with
probability p’.

e Agents in states L*, R*, D*,U* talk with his/her left, right, down or upper neighbour,
respectively. They finish their talk and return to the state ‘0’ with the probability A = 1/7.

e The probability p; = the amount of agents in one of the states L, R, D,U, while the
probability po = the amount of agents in one of the states L*, R*, D* U*.
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12.4.3 Kinds of networks

Kinds of networks:
e P(q) = probability that a new node will-be attached to existing node ¢
e for a exponential networks P(g) is uniform

e for scale-free (preferential, Albert—Barabdsi) networks P(q) is proportional to the node
degree (i.e. its number of edges)

e a classical random graph (CRG) = Erdés-Rényi and/or Gilbert model
CRG, N = 200, p=0.02
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CRG, N = 200, p = 0.05
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(c) classical random graphs, N=103, N
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Exponential net, nodes degree distribution
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(a) scale-free networks, N=10°, Nrun=107 (M=1), Nrun=104 (M=2)
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12.4.4 The Network Approach
e Agents are distributed at nodes of Erdés—Rényi network, and the updating is sequential.
e The variables used w; ; deal with the states of bonds between agents;

— w; j = 1 means that ¢ tries to phone to j,

— while w; ; = 0 means that he does not try.
e po = the percentage of agents involved in mutual talks.

e p1 = the amount of agents 4 such that w; ; = 1, and w;; = 0.

Once i is selected randomly with repetitions, we ask if there is a neighbour j(i) such that
wiyj =1:

e If yes, we check if w;; = 1. If yes, ¢ and j are talking; the talk is broken with probability
A

o If w;; = 0, we check if there is any neighbour k(j) such that w;; = 1.

— If not, w;; is set to one; this means that j starts to talk with .

~ If yes, w; ; is set to zero; then i selects randomly one of his/her neighbours n and
tries to connect him/her with probability p; again w;, is set to one.

Next possibility about 4 is that w; ; = 0 for all his/her neighbours j(7).
e Then, if any w;; = 1, w; ; is set to one.

o If w;; = 0 for all i’s neighbours j(i), again ¢ tries to communicate with one of his neigh-
bours.

e N =100
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These approaches are very different in details.

In the cellular automaton we use von Neumann neighborhoods of four cells, and the topo-
logy is just a plane.

On the contrary, in the case of the Erd6és—Rényi network the topology is random with the
small world property.

Still, the result is qualitatively the same: in both models the curves p2(p) do not increase
above some value p* of p. As this result is obtained within two entirely different models,
it can be considered as validated.

It is clear that the strategy S can be efficient only if it is chosen by a minority.

This effect allows to expect that other strategies, P or C, can be active.

[M. J. Krawczyk, K. Malarz, R. Korff, K. Kutakowski, Communication and trust in the bo-
unded confidence model, Lect. Notes Artif. Int. 6421, 90 (2010)], [K. Malarz, K. Kutakowski,
Matriz representation of evolving networks Acta Phys. Pol. B 36 (8), 2523 (2005)], [Th. J. Scheff,
Mierosociology. Discourse, Emotion and Social Structure, The University of Chicago Press, Chi-
cago (1990)]

12.5 Sie¢ Barabasiego—Alberta—Isinga

e bogatszy (latwiej) staje sie jeszcze bardziej (wrecz obrzydliwie) bogaty; czesto cytowana
praca staje sie jeszcze czeSciej cytowana; osoba majaca duzo znajomych tatwej zdobywa
nowych, etc.

e sie¢ Ny komorek, z polaczeniami Ky = Ny(Ng — 1)/2 miedzy nimi (kazda z kazda)
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Vote distribution, 10 simple cubic lattices 301”3, 200 candidates at t=50(x) and 100 (+); slope -1
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Rysunek 12.1:

e co krok czasowy i dodawana jest nowa porcja m komérek N(i) = Ny + in ktore tworza
powiazania do juz istniejacych K (i) = Ky +in

e ale prawdopodobienstwo dotozenia powiazania nowej komérki do juz istniejacej jest pro-
porcjonalne do liczby wigzan jakie ta istniejaca juz posiada

e tak rosnaca sie¢ powigzan nosi nazwe sieci Barabdsiego—Alberta

[A.L.Barabdsi, R.Albert, Science 286 (1999) 509

12.6 Zastosowanie: przewidywanie wynikoéw wyboréw

12.6.1 Histogram liczby gloséw
e model Sznajdéw (S; = 1,...,N) na sieci Barabasiego—Alberta

e liczba kandydatéw N (v), ktorzy otrzymali utamek v gloséw zmienia si¢ jak 1/v (z wyjat-
kiem bardzo matych i bardzo duzych wartosci v

[A/T.Bernardes et al, Int. J. Mod. Phys. C12 (2001) 159]

12.6.2 Do ktoérej partii i kiedy sie zapisac?

e w polowie wypelniona 2D sie¢ regularna prosta a na niej mobilni sznajdowscy agenci
S; = 1,...,q (naganiacze, akwizytorzy czy tam misjonarze) bedacy w stanie przekonaé nic
niepodejrzewajacego napotkanego osobnika S; do swego (co$ sprzedaé¢ badz go nawrécic)
o ile ma zblizone poglady S; — S; < |S; — Si| =1

e dla ¢ = 5: wigkszo$¢ agentéw przyjmuje za swoja opinie “3”, jest grupka ekstremistéow (“1”
i “5”) a wyznawcy “2” i “4” caltkowicie zanikaja
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Vote distribution, Barabasi network (+) at t=40, and real votes 1998 MG/Brazil (x, multiplied by 10)
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Rysunek 12.2:

e dla ¢ = 4 wyniki sa znacznie ciekawsze:
— jedna z “centralnych” opinii (np. “2”) wygrywa catkowicie przekonujac do swej racji
zwolennikéw “17 1 “3” pozostawiajac niewielka grupe opozycjonistéw (“4”)

— nalezy przygladac sie “sondazom” przedwyborczym: kto przoduje w potowie wyscigu
— wygra, kto jest drugi — nie dostanie nic, trzeci beda drugimi a czwarta partia w
rankingach juz sie wlasciwie nie liczy — i za chwile zniknie ze sceny politycznej...

[D.Stauffer, preprint cond-mat/0202357], [D.Stauffer, preprint cond-mat/0210213]
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Final votes for g opinions in 101 x 101 Sznajd lattice; q = 4 (left peak) and g=5 (right peak)
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Rysunek 12.3:
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AK w fizyce powierzchni:
modelowanie wzrostu warstw i ich
powierzchni

MBE = wazrost warstw monokrystalicznych jedno rodzaju mateialu na monokrystalicznym
podiozu drugiego materiatu, gdy gléwnym procesem mikroskopowym jest dyfuzja powierzch-
niowa czastek poprzedzona ich depozycja (a wiec gdy resublimacja, odparowywanie i desorpcja
materialu rosnacej warstwy jest zaniedbywalnie mala).

Trzy typy wzrostu:

e Franka—van der Merwe’'a — warstwa za warstwa (modele “czastka na czastce”),

e Volmera—Webera — tréjwymiarowy, rosnie jednoczesnie kilka warstw (modele z nanosze-
niem balistycznym),

e Stranskiego—Krastanowa — poczatkowo 2D pédzniej 3D.
Rodzaj wzrostu moze si¢ zmieniaé ze wzrostem temperatury podtoza (3D w niskich, 2D w

wysokich).

13.1 Podstawowe procesy w skali atomowej

e naniesienie na powierzchnie/podklad,
e dyfuzja po powierzchni,
e tworzenie dwuelementowego zalazka klastra,

e dolaczanie czastek do utworzonego juz klastra.

13.2 “,Charakterystyka powierzchni i dynamiki jej wzrostu
o Wysoko$é warstwy h(7,t) o $redniej 6.

e Funkcja korelacji wysokos$é-wysokosé:

e Chropowatosé:



http://home.agh.edu.pl/malarz/dyd/ak/ Opowies¢ 13

e Anizotropia:

. G(1;0) — G(0;1)

G(0)
b=y
ba+ 0y
EQEﬁ
Py
!
53:2

gdzie ¢, i ¢ sa dlugoéciami bokéw minimalnego prostokata pokrywajacego klaster, € jest
jego obwodem a A jego powierzchnia

e Samoafiniczno$¢ warstw rosnacych poprzez nanoszenie — niezmienniczo$é ksztattu war-
stwy 1 statystycznych parametrow ja opisujacych przy jednoczesnym przeskalowaniu odle-
glosci miedzy warstwami r — Ar i ich wysokosci h(r) — A h(r).

e Dhugosé korelacji & w kierunku réwnolegtym do podktadu.

e Dynamiczne prawo skalujace Family’ego—Vicseka:
oox LYf(0/L7)

z funkcja skalujaca f(z) o asymptotyce:

(@) = {mﬁ dlax <1,

1 dlayz > 1,

gdzie L jest liniowym rozmiarem podloza, «, 8, v wykladnikami chropowatosci, wzrostu i
dynamicznym.

Ex LMiy=a/p

[F.Family and T.Vicsek, J. Phys. A18 (1985) L75].

Obecnosé skalowania jest bardzo mita cecha — oznacza, ze majac jaka$ zalezno$é y(x)
zmieniajac jednostki 2 nie zmieniamy matematycznej postaci y(x) a co najwyzej jednostki
.

e Dynamika chropowatosci samoafinicznej powierzchni warstwy: Przed osiagnieciem charak-
terystycznej grubosci 6o o LY chropowatoéé warstwy rosnie jak 6° po czym nasyca sie na
poziomie oy x L.

13.3 “Deterministyczne modele SOS

13.3:1 * Model nanoszenie przypadkowego (MNP)

najprostszy — fizycznie odpowiadajacy 1T — 0 z zamrozeniem wszelkiej dyfuzji czy relaksacji
czastek.
h

Phio) = Tiesp(~0)  B=1/2%  a=oc
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|

[

13.3.2 Model Family’ego

rozszerzenie MNP o relaksacje czastek do lokalnego minimum wysokosci

hmin = min{h(r — R,t),..., h(r + R,t)}

7 S _
|l
e T
7 7
_ i el
L] |

[F.Family, J. Phys. A19 (1986) L441]

13.3.3 Model Wolfa—Villaina

rozszerzenie MNP o relaksacje czastek(do lokacji dajacej czastce maksymalna liczba koordy-
nacyjng z:

gy

=

L]

[D.EWolf and J.Villain, Europhys. Lett. 13 (1990) 389

13.3.4 Model Das Sarmy—-Tamborenea

rozszerzenie MNP o relaksacje czastek do “kata”:
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Zig

|-

L]

[S.Das Sarma and P.Tamborenea, Phys. Rev. Lett. 66 (1991) 325]

13.4 Probabilistyczne modele SOS

13.4.1 Model 1

Zamiast deterministycznej reguty opartej na ogdél na zadaniu maksymalizacji liczby koordy-
nacyjnej ale jeszcze przed prowadzeniem symulacji metodami dynamiki molekularnej (ze stala
dyfuzji D = Dgexp(—E,/kpT)) mozna si¢ pokusi¢ o konstruowanie modeli opartych na proba-
bilistycznych AK.

Schematyczne przedstawienie energii wiazania do warstwy \S"i w warstwie J.

Jx Jx Jy
Jy £ =
Sy Sy

Sx Sx

e Energia wiazania w miejscu-depozycji i jego czterech najblizszych sasiadach
Eij = nid Jy + ity + nbI18, + nid 1,
o Relaksacja czastki do jednego z tych miejsc z prawdopodobienstwem P;
P; o< exp(—E;/kpT)
po.zredukowaniu go o czynnik
exp(Vy/kpT) badz exp(V,/kpsT),

gdzie V jest bariera dyfuzji.
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Warstwa powstalta z modelu nanoszenia przypadkowego: J = 0 badz V — oo:
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[K.Malarz and A.Z.Maksymowicz, Int. J. Mod. Phys. C10 (1999) 645], [K.Malarz and A.Z.Maksymowicz,
Int. J. Mod. Phys. C10 (1999) 659]

13.4.2 Model 2
e startujemy z idealnie gladkiego podtoza,

e co 7L? krokéw deponowana jest nowa porcja HdepL2 czastek,
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Tablica 13.1: Roughness a and growth exponents 3 dependence on the critical PPLB number z
for Oqep = 0.1 [ML] and 7 = 1. The results are average over Ny, independent simulations (from
several thousand for L =5 to a few for L = 100).

z 1 2 3 4

a 0.863 0.215 0.1005 0.0718

6 0.357 0.123 0.0405 0.0228

Tablica 13.2: Different measures of the surface morphology anisotropy € for L = 1000, 04e, = 0.01
[ML], Omax = 0.2 [ML] and 7 = 10.

Zy 1 2 1 3 2 3

2y 2 1 3 1 3 2

g1 0424 —-0.424 0.457 —-0.457 0.013 -0.013

eg 3.05 0443 332 0408 1.11 1.04

eg  2.61 2.61 2.61 2.61 3.56 3.56

w kazdym kroku — pomiedzy kolejnymi aktami depozycji — czastki powierzchniowe (be-
dace na szczycie swojej “kolumny”) moga dokonaé jednokrokowej dyfuzji o ile maja mniej
niz z; badz z, wytworzonych wigzan do warstwy, odpowiednio w kierunku x i y,

w przypadku izotropowym tylko jedna liczba z strzeze mobilnosci czastek,

wybor aktywnych czastek i kierunek jej ruchu jest wybierana losowo,

czastki nie majg mozliwosci wspinania si¢ na wyzsze tarasy,
e symulacja trwa do czasu zdeponowania OmaxL? czastek.

[R.Kosturek and K.Malarz, Physica A345 (2005) 538|

13.5 Przykltady zastosowania
13.5.1 Poczatkowe stadia wzrostu
e Pokrycie podktadu tylko w kilkunastu procentach # = 0.1 ML.
e Anizotropia energii.wigzan planarnych jak i barier dyfuzji:
Ag: Ve/Vy =0.736 E./E, =9.000
Cu: Ve /Vy =0.793 E./E, = 6.857
e Zmiana morfologii powierzchni ze wzrostem temperatury podktadu

— od przypadkowej dystrybucji atomoéw,
— poprzez dlugie jednowymiarowe tancuchy atomow,

— do wigekszych, dwuwymiarowych ale nadal anizotropowych klastréw.
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Rysunek 13.1: Samples of film for (a) RDM (zz;2, = 0 and/or 7 = 0), isotropic case with (b)
z=1Y(c) z=2(d) z=4, and anisotropic cases (e) z, =1, 2y =2 (f) 2, =2, 2y = 1 (8) 2 = 1,
zy =3 (h) 2, = 2, z, = 3. Average film height . = 2.5 [ML] for RDM and isotropic cases and
Omax = 0.2 [ML] for anisotropic ones. For all cases the deposition rate was given by f4ep = 0.01
[ML] and 7 = 10. 30 x 30-large parts of lattices are presented.
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Rysunek 13.2: Time evolution of the surface roughness w(t) for different number of the particle
relaxations 7 and different critical values of PPLB (a) z =1, (b) 2 =2, (c) z=3 and (d) 2 =4

(L =103, f4ep = 0.1 [ML)).
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Rysunek 13.3: Dependence of the roughness dynamics w(t) for (a) z =1, (b) z = 2, (¢) z = 3,
(d) z =4 and (e) the saturation level wg, on linear lattice size L for fgep, = 0.1 [ML] and 7 = 1.
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Rysunek 13.4: Time evolution of the surface roughness w(t) for L = 100, z.= 4, O4cp = 0.1 [ML]
and different values of 7.

(a) L=1000, z=1, t=1,Nyj,=1 (b) L=1000, z=4, t=1, Npp=1
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Rysunek 13.5: Dependence of the roughness dynamics w(t) on 04cp for L = 1000, 7 =1 and (a)
z=1(b) z=4. 04¢, = 0.01, 0.02, 0.05, 0.1, 0.2, 0.5, 1.0, 2.0 from bottom to top.
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[K.Malarz, Int. J. Mod. Phys. C11 (2000) 1561]

13.5.2 Samoafiniczno$¢ powierzchni
o J— —0o0

e Zaleznos¢ hiperskalujaca:

«
20=—-—-D+1
B

e poszukiwanie wykladnikéw poprzez “nakladanie” wykreséw.

[K.Malarz, Ph.D. thesis, WFiTJ AGH, 2000].

Modelowanie wzrostu warstw i ich powierzchni

125


http://home.agh.edu.pl/malarz/dyd/ak/

http://home.agh.edu.pl/malarz/dyd/ak/ Opowies¢ 13

low
©co0o0o0o00 ° o oo

000 o000 ° ©o0ooo
° ©ooo0o00o00 oo
oo ° °
ooo
0000 oo
60000000 coooo
° o000 oo
oo °
oooooooooo oo oo coooo oo
cooo0o0o000000 °
ooooo ° oo o
coo0o00 oo
° ° °
o000 oo °
o000 oo °
l. uuuuuuu oo °
oo oo
oo o o
oo oo
oo coo0o00
coo0o ° ooo o o o
oo °
° coo0o00000 o oo ooo
° °
oo
oo ° o ooo
oo ° ° o °
coo0o00 co000 °
oo coo oo oo cco000 coo0oo0 °
o0 oo ° oo
° ° cooo
o000 oo o o
oo ©o0o000000

high h

Rysunek 13.6: Morfologia powierzchni dla réznych temperatur podkfadu.
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Rysunek 13.7: Przekréj poprzeczny (2+1)-D warstwy dla MNP (lewa kolumna, J=S =V =0) i po do-
datkowe] jednokrokowej, izotropowej relaksacji (prawa kolumna, J=—1, V=1, S =0) dla czesci siatki o
rozmiarze 512 x 512 i réznych $rednich grubosci warstwy 6.
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Rysunek 13.8: Przekrdj poprzeczny warstwy wzdtuz osi x i y dla warstwy (2+1)-D przy jednokrokowej
anizotropowej relaksacji czastek dla réznych grubosci warstwy 6. J, = —10, V, =0, J, =0, V, = 10.
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Opowiesé 14
Problemy transportu

Krélowa Morza nawet przez innych bogéw uznawana uznawana byta za dos¢ tepa. Jendak nieobca
jej byta pewna logika. Ta logika kierowata jej myslami, gdy bogini suneta ponizej. wzburzonych
sztormem fal. Mata 16dZ to kuszacy cel... ale niedaleko dostrzegta wiekszy, peten ludzi, zeglujacy
prosto w burze.

To juz byto cos...

Krélowa Morza miata maksymalny okres skupienia uwagi poréwnywalny. z cebulkowa bahji.

Ogodlnie rzecz biorac, sama dbata o swoje ofiary. | wierzyta w duze liczby.

[Terry Pratchett, Pomniejsze béstwa, Proszyfhiski i S-ka (Warszawa 2001)]

e Skomplikowane na pozér przepltywy cieczy, wiry, turbulencje sa tylko makroskopowym
wynikiem oddzialywanie ze soba duzej ilosci czastek zgodnie z newtonowskimi réwnaniami
ruchu.

e Symulacje metodami dynamiki molekularnej dla takiego uktadu nie sg jednak obliczalne
w praktyce (107 czastek przez kilka pikesekund) — a wiec bezuzyteczne.

e Do tego metody badania oparte .na technice “kul bilardowych” sa niezwykle czule na
warunki poczatkowe ktére

— nigdy nie sg znane z dostateczng doktadnoscia,

— w symulacji z koniecznosci zawezamy do dyskretnych wartosci (bledy zaokraglen!).

Poszukiwanie modeli mogacych zastapi¢ rozbudowane réwnania Naviera—Stokesa.

14.1 Hydrodynamika

Sztuczny zestaw regul dla zderzen i rozchodzenia sie:
e “identycznych czastek,

e ruchu po wyznaczonej regularnej siatce,

e w dyskretnym czasie,

e 7 tylko jedng z niewielkiej ilosci dostepnych predkosci.
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14.1.1 Model HPP
Model 2-D przeptywu
e kwadratowa sie¢ = miejsca, w ktérych moga znajdowadé sie czastki

e kazda komoérka (i, j) zajeta jest przez co najwyzej cztery “czastki” ktérych predkosci musza
wskazywaé rdzne kierunki “geograficzne” (N,S,W,E)

o wartosé¢ predkosci v =1
e jest wiec 2* = 16 mozliwych “stanéw” komérki: (NSWE)= (0000),--- , (1111)
Rozpraszanie:

e jesli po przesunieciu czastki w komoércee sa co najmniej dwie — zmieniamy ich stan (pred-
kosci) zgodnie z zasadami gry

e w przeciwnym wypadku nie zmieniamy predkosci (czytaj: kierunku i zwrotu) czastki
Warunki brzegowe:

e sztywne: zmien predkosci przy dojsciu do brzegu naczynia

e periodyczne: nic nie réb

el
A

ed e2

\

e3

Rysunek 14.1: Siatka modelu HPP

Rysunek 14.2: Model HPP — niektore reguty zderzen. W pozostalych przypadkach, tj. gdy na
wejsciu mamy 1, 3 lub 4 czastki, po zderzeniu wszystkie zachowujg swoj wczesniejszy kierunek
ruchu.

[J.Hardy, Y.Pomeau, O.de Pazzis, J. Math Phys. 14 (1973) 1746], [J.Hardy, Y.Pomeau, O.de
Pazzis, Phys. Rev. A13 (1976) 1949], [M.Wotloszyn, M.Sc. thesis, WFiTJ AGH, Krakéw 2000]
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Rysunek 14.3: Model HPP — realizacja warunkéw brzegowych

14.1.2 Model FHP

e zmiana sieci kwadratowej na trojkatna

e W danym wezle moze znajdowaé sie dokiadnie jedna czastka o danym wektorze predkosci
(moze wiec ich byé w wezle maksymalnie szes¢)

sie¢ trojkatna jest najprostsza siecia zapewniajaca izotropie modelu

taka mikrodynamika pozwolila na odtworzenie réwnan Naviera—Stokesa

przy zalozeniu, ze w wyniku zderzenia musi by¢ zachowany zaréwno ped jak i masa czastek
latwo wyobrazi¢ sobie mozliwe skutki kolizji.

e6 el

e5 e2

e4 e3

Rysunek 14.4: Siatka modelu FHP

\ \

e ) e

/ /

AN\

Rysunek 14.5: Model FHP - realizacja warunkéw brzegowych

[U.Frisch, B.Hasslacher, Y.Pomeau, Phys. Rev. Lett. 56 (1986) 1505], [J.M.Buick, Ph.D. thesis,
The University of Edinburgh, 1997], [M.Woloszyn, M.Sc. thesis, WFiTJ AGH, Krakéw 2000]
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Rysunek 14.6: Reguly zderzen dla modelu FHP z czastkami spoczywajacymi
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14.1.3 Gaz siatkowy Boltzmanna

e poniewaz w kazdym punkcie przy zderzeniu kazda z dyskretnych predkosci moze przybraé
tylko co najwyzej jedna “czastka” kolejne ulepszenie modelu przynosi zalozenie, ze kazda
komoérka jest zajeta czastka tylko w pewnym stopniu

e czasteczki w wezltach sieci (np. kwadratowej czy tréjkatnej)

e zbidr liczb rzeczywistych reprezentujacych jednoczastkowe funkcje rozktadu dla wszystkich
mozliwych (dyskretnych) predkosci (np. wektor 9D dla przestrzeni 2D, 15D dla 3D sieci
kubicznej)

e ewolucja zgodnie z réwnaniem Boltzmanna dla gazu siatkowego:
fil@ + &t + At) = fi(@, 1) + Q(f(Z, 1)),
gdzie:

— fi(#,t) — jednoczastkowa funkcja rozkladu: ilosé czastek w punkcie & w chwili ¢
poruszajacych sie wzdluz kierunku €; (¢ numeruje dozwolone. kierunki ruchu — w
tym ¢ = 0 dla czastek nie poruszajacych sie).

— Q; = Q;(fi(#,t)) — lokalny operator zderzenia:

— f°1 — rozktad réwnowagowy.

— 7 — czas relaksacji.

e np. dla sieci heksagonalnej rozktad rownowagowy ma postac:

1 1 2 1
p(5 50 7+ 5@ 97— 5?)
dlat=1,...,6
eq ) s Uy
"G
pl5 -
dla i =0,

gdzie
p= Zfi(a_:’, t), za§ pU= Zfi(ﬁ t)é;.
? i

14.1.4 Inne przyklady zastosowan
e symulacje przepltywow.
e symulacje rozdziatu faz.

e niestabilnodci Rayleigha—Taylora.

14.1.5 Symulacja przeptywéw lepkich
e na czastki dziala sita grawitacji powodujaca ruch w doét

e czastki z danej komorki przesuwaja sie w dot gdy suma ilosci czastek z oSmiu sasiadéw i z
danej komorki przekracza zadana wartos¢ progowa
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e 7 czterech wierszy komoérek ponizej danej komérki z obszaru o ksztalcie zblizonym do kropli
wybiera sie komoérki w catosci nalezace do tego obszaru

e dla kazdej czastki nalezacej do komérki “uprawnionej” do ruchu wykonuje si¢ losowanie
liczby, ktora wskazuje czy czastka ma sie przemiesci¢ do ktorejs z komérek znajdujacych
sie ponizej, czy do komérek ponizej po prawej lub lewej stronie

e prawdopodobienstwo tego gdzie trafi czastka jest najwieksze w tej komorce gdzie rzeczy-
wista kropla bytaby najgrubsza i maleje z oddalaniem sie od tej komérki

e zmieniajac wartos¢ progowa w bardzo prosty sposéb mozna pokazaé jak tworza sie krople
w zaleznoéci od temperatury i kiedy krople przestaja sie tworzyé — osiagnieta zostala
temperatura krzepniecia, lepkos¢ osiagnela wartos¢ maksymalng a ciecz przymarzta do
szyby.

e kiedy suma czastek w komorce i w komodrkach osciennych nie przekracza wartosci progowej
ustala sie zasady, ktore pozwalaja na zbieranie sie wigkszej ilodci czastek w jednej komorce
co powoduje wzrost ich iloSci na tyle duzy, ze wartoéé¢ progowa zostaje przekroczona i moze
utworzy¢ sie kropla — symulacja najlepiej przypomina rzeczywistos¢ gdy bierze sie pod
uwage komoérke wraz z jej trzema prawymi sasiadami

e w tej czworce znajdujemy komorke z najwicksza liczba czastek i.do niej przesuwamy czastki
z pozostalych trzech komorek

[M.Pula, Zeszyty Stud. Tow. Nauk. 2 (2003) 242]

14.2 Korki

e samochody (j =1,---,N)
e predkodci (v; =0, , VUmax)

e kazda komorka “drogi” moze by¢ pusta badz zajeta przez dokiadnie jeden pojazd

14.2.1 Podstawowy model jednowymiarowy

Najprostszy automat komoérkewy, ktéry symuluje przeplyw typu ruchu pojazdéw na jed-
nokierunkowej i jednopasmowej drodze (lub tez przeplyw czastek w rurze o $rednicy réwnej
rozmiarowi czastki) nalezy do klasy elementarnych automatéw zdefiniowanych przez Wolframa
i odpowiada regule numer 184.

Droga, po ktérej poruszaja sie czastki (samochody) reprezentowana jest przez tancuch komé-
rek. Kazda z nich-moze przyjmowac jeden z dwoch stanéw: pusta lub zajeta. Wszystkie obiekty
poruszaja sie w jedna strone, na przykitad w prawo, zgodnie z nastepujacymi zasadami:

e w kazdym kroku czastka moze zosta¢ przesunieta o jedno miejsce lub pozostaé¢ na poprzed-
niej pozycji
e przesuniecie nastepuje wtedy, gdy komérka docelowa jest pusta
e wszystkie pola sg uaktualniane jednocze$nie
Zakladajac, ze ruch odbywa si¢ w prawg strone, mozna napisaé
ni(t+1) =n;—1(t) [1 — ni(t)] + ni(O)nir1(t), (14.1)

gdzie: n;(t) — stan i-tej komérki w chwili ¢: warto$é 0 odpowiada pustej komérce, 1 — zajetej
[B.Chopard, P.O.Luthi, P.A.Queloz, J. Phys. A 29 (1996) 2325 |, [M.Woloszyn, M.Sc. thesis,
WFiTJ AGH, Krakéw 2000]
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S SN [ S t=0
== "l HE HE
S N N N t=2

Rysunek 14.7: Tlustracja przeplywu opisywanego elementarnym automatem Wolframa nr 184.

14.2.2 Model Nagela—Schreckenberga

przyspieszanie:
vj(t) — v (t +1/3) = min{v;(t) + 1, vmax }

zwalnianie:

(1) & y(t+1/3) > (1),

vi(t+1/3) — vt +2/3) = {vj(t +1/3) et +1/3) <dj(t),

gdzie d;(t) jest liczbg pustych komoérek przed samochodem j w chwili ¢

losowanie:
vj(t +2/3) = vj(t+ 1) = max{0,v;(t +2/3) — 1}

z prawdopodobienstwem p

ruch: j-ty samochéd rusza sie v;(t + 1) komoérek do przodu

jesli At =1 [s] to “dlugo$¢” komorki drogi wynosi ok. Az ~ 7.5 [m]

S NN S t=0
SN NS t=1
S SN N -2

Rysunek 14.8: Przykladowy przeptyw opisywany modelem Nagela—Schreckenberga

[K.Nagel, M.Schreckenberg, J. Phys. 12 (1992) 2221], [M.Woloszyn, M.Sc. thesis, WFiTJ AGH,
Krakéw 2000]
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14.2.3 Model Chowdhuryego—Schadschneidera

e sie¢ ulic jako kwdratowa siatka N x N z periodycznymi warunkami brzegowymi
e ulice sg réwnoleglte do osi X i Y i pozwalaja na ruch w keirunku N i E
e na kazdym skrzyzowaniu (wezle sieci) sygnalizacja $wietlna

e kazdy odcinek miedzy weztami jest podzielony na D komoérek. D wprowadza nowsg skale
dtugosci

e rozmiar komoérki moze by¢ interpretowany jako typowa dlugo$¢ pojazdéw: komorka jest
wiec pelna badz pusta (jeden pojazd na komérke)

e sygnalizacja jest zsynchronizowana w ten sposéb, ze jednocze$nie ruch w tylko jednym
kierunku jest mozliwy

e Swiatla zmieniaja sie co T jednostek czasu. T' wprowadza nowa skale czasu

A

= I
T I N
N N N
7 N N
A

| =L L] = D= [
7 7 T
N N n
A A

ENCCR RN
7 N N

e zasady gry t — t+ 1:

przyspieszanie: jesli v, < vpax to vy, — v, + 1
zwalnianie: d,, do nastepnego pojazdu, s, do nastepnego skrzyzowania:
— czerwone: jesli min(d,, s,,) < v, to v, — min(d,, s,) — 1
— zielone:
% dp < Sp: vy — dp — 1 jesli dy, < vy
% dp > S$p: vy, — min(vy,d, — 1) o ile min(v,,d, — 1) X 7 > s,, gdzie T jest
liczbg krokéw jakie pozostaly do zmiany $wiatel na czerwone

losowanie: jesli v, > 0 to v, — v, — 1 z prawodpodobienstwem 0 < p < 1
ruch: kazdy pojazd porusza sie o v, komérek w kierunku swojego ruchu, tj:
— Ty — T + v, dla poruszajacych sie na E
— 1 yn — yn + v, dla poruszajacych sie na N

[D.Chowdhury, A.Schadschneider, cond-mat/9810099]
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14.3 Materialy granulowane

Symulacja granulatu przemieszczajacego sie w dot pod wplywem grawitacji, na przyktad
wysypujacego sie przez otwor w jakims zbiorniku (silosie), jest mozliwa przy uzyciu prostego au-
tomatu komoérkowego. W przypadku dwuwymiarowym uzywana jest prostokatna sie¢ komorek,
z ktérych kazda moze albo byé¢ pusta, albo zajeta przez ziarno.

Realizacja ewolucji takiego automatu polega na sprawdzaniu stanu komérek. Jesli komorka
(1,7) jest pusta, to moze sie do niej przemiesci¢ ziarno, ktére znajduje sie w ktorejs z komorek
(i—1,741), (i,7+ 1) lub i+ 1,7+ 1).

(-1,j41) | (,j+1) | (i+1,j+41)

Wybér jednej z nich dokonywany jest losowo, zwykle z réwnym prawdopodobienstwem, acz-
kolwiek preferujac komorke znajdujaca sie bezpos$rednio powyzej lub dobierajac odpowiednio
wysoko$é i szeroko$é komorki mozna obrazowaé zachowanie réznych granulatow charakteryzu-
jacych sie odmiennymi katami krytycznymi, powyzej ktérych nastepuje obsypywanie sie zbocza
sterty materiatu.

[Disorder and Granular Media, edited by: D. Bideau, A. Hansen (North-Holland, Amsterdam
1993).]
Zalety:

e duza ilo$¢ czastek

e nieograniczone odksztalcenia

latwa implementacja

mala ilosé czasu komputera wymagana do obliczen

daje wglad do gtéwnych cech fizycznych materialu na poziomie mikro i makro
Wady:

e model czysto kinematyczny (dynamika przeplywu nie jest uwzgledniona)
Rodzaje przeptywéw silosowych:

e przeplyw kominowy

e przeplyw masowy

Rodzaje wktadek silosowych:

e wewnetrzny lejek
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klin
nachylone rury

rura perforowana

Parametry modelu:

e rozmiar otworu wylotowego w silosie (przeptyw masowy lub kominowy)

ilo$¢ komorek
poltozenie otworu wylotowego
ksztalt silosu

schematy migracji

wagi prawdopodobienstwa przeplywu (symetryczne, niesymetryczne)
przepltyw zaklécony lub niezaklécony

predko$¢ wyplywu (kontrolowana, niekontrolowana)

szorstkosé Scian

rozluZnienie materialu

Podsumowanie:

[J.Kozicki, J.Tejchman, Materialy 37. Zjazdu Fizykéw Polskich (2003) 129]

automaty komoérkowe sa modelami czysto kinematycznymi

mimo swojej prostoty moga by¢ stosowane do symulacji przeplywéw silosowych.

wyniki sa w duzym stopniu zalezne od parametréw (wag prawdopodobienstwa, schematéw

przeplywu, ilosci komérek)

wagi mogg by¢ dobrane na podstawie wczesniej wykonanych do$wiadczen

ul

ur
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Powyzsze reguly daje sie zapisaé algebraicznie zakladajac wartosci s € {0,1}:
Sw(t+ 1) = swsulsiy + (1 — s1) Sur| (14.2a)
Sm«(t + 1) = swslr[sll + (1 —\ Sll)Sul] (14.2b)
Sll(t + 1) = s+ (1 — S”)[Sul + (1 — Sul)Surslr] (14.2(3)
Slr(t + 1) = S| + (1 - 3lr>[3ur =+ (1 - Sur)sulsll} (14'2d)

Pozostaje uwzglednié efekt podtoza po upadnieciu na ktory czastki juz nie spadaja dalej.
gij = 1 oznacza wezel podloza, z ktérego czgstka juz sie nie moze wydostac.
Czastka moze opuscié¢ gorna cze$é¢ otoczenia Margolusa, tylko jesli nie jest to cze$é podtoza.

Sul(t + 1) = GuiSul + (1 - gul)sulsll[slr + (1 - Slr)sur] (1433)

Sur(t + 1) = JurSur + (1 - gur)surslr[sll + (1 - Sll)sul] (143b)

Czastka z gérnej czesci otoczenia Margolusa jest niewidoczna z nizszych czesci jesli stoi ona
na podtozu:

sp(t+1) = sy + (1 — su)[sw(1 — gur) + (1 — 5u)Sur (1 — Gur)Sir] (14.3¢)
Slr(t + 1) = s+ (1 - Slr)[sur(l - gur) + (1 - Sur)sul(l - gul)sll] (143d)
[B.Chopard, M.Droz, Cellural Automata Modeling of Physical Systems, Cambridge UP, 2005.
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Pozary laséw, ekspresy do kawy,
dzuma i fraktale

To motyl burz.

Skrzydetka ma nieco bardziej wystrzepione niz u pospolitych motyli. W rzeczywistosci, dzieki
fraktalnej naturze wszechs$wiata, oznacza to, ze te postrzepione brzegi s nieskonczone — tak jak
nieskofczona jest dowolna linia brzegowa, mierzona z ostateczng, mikroskopowa doktadnoscia. A jesli
nawet nie, to przynajmniej jest tak bliska nieskonczonej, ze w pogodne dni mozna stamtad zobaczy¢
sama Nieskonczono$é.

]

Kwantowy motyl pogody (Papilio tempestae) ma catkiem zwyczajny z6tty kolor, choé mandel-
brotowskie desenie na skrzydetkach powinny wzbudzi¢ zainteresowanie. Jego najbardziej niezwykta
cecha jest zdolnos¢ wptywania na pogode.

[Terry Pratchett, Ciekawe czasy, Prészynski i S-ka (Warszawa 2003)]

15.1 Pozary laséw

15.1.1 Klasyczne podejscie bazujace na technice AK

W modelu Drossela i Schwabla na sieci kwadratowe]j przy zalozeniu otoczenia von Neumanna
badz Moore’a stany pojedynczej komérki odpowiadaja przebywaniu w niej trawy, drzewa badz
plonacego drzewa. Regula automatu (aplikowana synchronicznie do wszystkich komoérek) dana
jest algorytmem:

1. w koméree porostej trawg kietkuje drzewo z prawdopodobienstwem p,

2. drzewo nie majace w swoim otoczeniu plonacego drzewa zaczyna samoistnie ptonaé (np.
wskutek trafienia piorunem albo samozaplonu) z prawdopodobienstwem f,

3. drzewo majace w swoim otoczeniu plonace drzewo zajmuje si¢ od niego,
4. plonace drzewo wypala sie, zamieniajac w komoérke porosta trawa.

Parametrem kontrolnym modelu jest stosunek p/f informujacy o $redniej ilog¢ kietkujacych
drzew pomiedzy dwoma kolejnymi uderzeniami pioruna.

B. Drossel i F. Schwabl. ,Self-organized critical forest-fire model”. Phys. Rev. Lett. 69 (1992),
1629-1632

Las plonie szybko a ro$nie wolno (f < p), albo mozna sobie wyobrazi¢ modyfikacje modelu,
w ktérej pozar rozprzestrzenia sie tylko po koronach drzew — ptona tylko wysokie, tzn. stare.

Mozna tez uwzgledniaé¢ kierunek wiatru, nachylenie stoku, wilgotno$é drzew, etc.


http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.90.012815
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15.1.2 Czy pozary laso6w da sie przewidziec¢?

Efektywnos$é propagacji pozaru jest uzalezniona od obecnoéci klastrow drzew. Przez klaster
nalezy rozumieé spojny zbiér komoérek bedacych w tym samym stanie. Spojnosé oznacza, ze od
kazdej do kazdej komorki w klastrze daje sie ,,dojé¢” przechodzac tylko przez inne komérki tego
klastra a w jednym kroku wykonuje si¢ ruch w obrebie przyjetego otoczenia. Czy istnieje taka
gesto$¢ drzew p., przy ktorej jeden piorun jest w stanie podpali¢ ,prawie caly” las?

15.1.2.1 Perkolacja, czyli naukowe spojrzenie na proces parzenia kawy

Sieé.
Kazdy wezel jest zajety z prawdopodobienstwem p badz pusty z prawdopodobienstwem
1—p.

Zajete wezly naleza do jednego klastra jesli istnieje mozliwos¢ potaczenia ich linig tamana
przechodzaca przez zajete wezly.

Dla niskich koncentracji p nie ma przejécia miedzy jednym a drugim brzegiem — sieé
odpowiada np. izolatorowi.

Istnieje krytyczne pokrycie sieci p. powyzej ktérego siec staje sie przewodnikiem. To praw-
dopodobiefistwo p. nazywamy progiem perkolacyjnym.

sieé pe(site) sie¢ pe(site)
kwadratowa (2D) 0.5927460 tréjkatna (2D) 1/2
kubiczna (3D) 0.3116080 diament 0.4301
BCC (3D) 0.2459615_ | heksagonalna (2D) 0.697043
FCC (3D) 0.1992365 Kagomé 0.69704
4D 0.197 5D 0.141
FCC (4D) 0.0842 FCC (5D) 0.0431
6D 0.107 7D 0.089

http://en.wikipedia.org/wiki/Percolation_threshold

Perkolacja moze by¢ wiec dobrym przykladem przej$¢ fazowych: przewodnictwo/nadprzewodnictwo,
ciecz/cialo stale, magnetyk/paramagnetyk, zol/zel, i stuzy¢ do badania rozprzestrzenianie
sie pozarow i epidemii.

Perkolacja, p, p. d= d=3
parametr porzadku Ps: (8 5/36  0.417(3)
dtugosé korelacji &: v 4/3  0.875(8)
sredni rozmiar klastra S: v | 43/18 1.795(5)
Magnetyzm, T, T,

parametr porzadku m: 3 1/8 0.32
dtugosé korelacji &: v 1 0.63
podatnoséé x: v 7/4 1.24

Fatwe uogodlnienie na dowolny wymiar sieci.

Przejécie fazowe charakteryzowane jest poprzez wilasciwosci geometryczne klastréw w po-
blizu parametru krytycznego:
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— prawdopodobienstwo, ze wezel nalezy do nieskoniczonego klastra:
Py o (p - pc)ﬁ

— dlugosé korelacji:

‘—I/

fOC\p—pc

— masa klastra (Srednia ilo$¢ weztéw w klastrze)

S o |p—pe|?

L=100, N,,,=10%, p,=0.5927, y=43/18

100000 [ . . . . . . .
NN +
Lxbes-------
L A N I ]
+
+
1000 .
%)
0
100 | .
"
.
10 | * >
c
‘
N
‘
L
1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

p
e £1 5 sg otrzymywane po usrednieniu po wszystkich klastrach o skonczonych rozmiarach.
e [ ogblnie w poblizu progu perkolacyjnego wielkosci X charakteryzujace klastry podlegaja

prawu skalujacemu:

X(p;L) = L™ F((p — pe) L), (15.1)
gdzie F(-) jest funkcja skalujaca, = wykladnikiem skalowania a v jest wykladnikiem kry-
tycznym zwiazanym z dlugodcia korelacji &.

Warto$é L* - X(p = p.) = F(0) nie zalezy od rozmiaru liniowego L, co pozwala na latwe
wyznaczenie wartoéci p. technika poszukiwania przecigcia si¢ wykreséw X (p) sporzadza-
nych dla réznych L.

Co wiecej wykresy te mozna nalozyé na siebie odpowiednio przeskalowujac osie, czyli
umiejetnie dobierajac wyktadniki i 3.

Jedli uda nam si¢ zaproponowaé wielko$é¢ X, ktéra ze swej natury do natozenie si¢ wykreséw
nie wymaga skalowania wzdluz osi rzednych to prawo (15.1) da sie przepisaé jako:

X(p;L) = G((p — pc)L"). (15.2)

Taka wielkoscia jest np. wrapping probability W (p, L) méwiace o prawdopodobienstwie
tego, ze w uktadzie zaobserwujemy klaster taczacy przeciwlegte , krawedzie” uktadu.
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Brak konieczno$ci skalowania wzdluz ,osi y” bierze sie stad, ze W(p — 0,L) =01 W (p —
1,L) =1.

Pl

0.31 0.315 0.32
P

Doktadnie taka metodyke poszukiwania wartosci krytycznej prawdopodobienstwa ogladali-
$my juz dyskutujac model Sznajdéw: pokazywaliSmy, ze to czy zwyciezy opinia Czerwonych
czy Niebieskich zalezy od poczatkowego udziatu ich opinii (p. = 1/2) w grupie.

Wyktadniki krytyczne 3, v, v sa uniwersalne — nie zaleza od szczegdldéw dotyczacych
sieci (kwadratowa czy tréjkatna) czy typu perkolacji (wezléw czy wiazan) oraz przyjetego
otoczenia a jedynie od wymiaru przestrzeni.

Nieskonczony klaster perkolacyjny dla p = p. ma podobnie jak dywan Sierpinskiego dziury
wszelkich rozmiaréw: jest.samopodobny z dowolna skala tego podobienstwa (wieksza niz
dlugosé jednostkowa ale mniejsza niz rozmiar sieci).

Wymiar fraktalny definiujemy poprzez mase M klastra ograniczonego sfera o promieniu
r:
M(r) oc s,

Dtugosc korelacji & definiuje charakterystyczna dtugosé ($rednia odlegltoéé miedzy weztami
w tym samym klastrze) odgraniczajaca strukture samopodobna od homogenicznej:

rdr, r< €

M(r)oc{ p

r¢,  r>¢

Wymiar fraktalny nieskonczonego klastra jest powiazany z wykladnikami krytycznymi:
df =d b
f=a—-—.

14

D. Stauffer i A. Aharony. Introduction to Percolation Theory. 2 wydr. London: Taylor i
Francis, 1994
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15.1.2.1.1 Algorytm Hoshena—Kopelmana Istnieje wiele technik numerycznych pozwa-
lajacych identyfikowaé klastry 1. V. Torin. ,New algorithm to test percolation conditions within
the Newman-Ziff algorithm”. Int. J. Mod. Phys. C 25.11 (2014), 1450064, M. E. J. Newman
i R. M. Ziff.  Fast Monte Carlo algorithm for site or bond percolation”. Phys. Rev. E 64.1,
2 (2001), 016706. J. Hoshen i R. Kopelman. ,Percolation and cluster distribution. 1. Cluster
multiple labeling technique and critical concentration algorithm”. Phys. Rev. B 14.8 (1976),
3438-3445. P. L. Leath. ,Cluster Shape and Critical Exponents near Percolation Threshold”.
Phys. Rev. Lett. 36 (16 1976), 921-924.
Jednym z nich jest algorytm Hoshena—Kopelmana.

e Algorytm przechodzac z od géry do dohu, od lewej do prawej za kazdym razem napotykajac
zajety wezel sieci stara sie przydzieli¢ mu etykiete.

e Etykiety przydziela sukcesywnie no chyba, ze (zakladajac otoczenie von Neumanna) jego
lewy badz gérny sasiad jest tez zajety.

e Te dwa wezly juz maja wczedniej przydzielone etykiety i badany wezel stanie sie czescia
ktorego$ z juz istniejacych klastrow.

e Jesli oba wezty sa zajete to wlasdnie inwigilowany wezet potaczy dwa klastry: rekurencyjnie
trzeba powymienia¢ dotychczasowe etykiety na mniejsza z etykiet komoérek (i — 1,j) i
(Z7j - 1)

J. Hoshen i R. Kopelman. ,Percolation and cluster distribution. 1. Cluster multiple labeling
technique and critical concentration algorithm”. Phys. Rev. B.14.8 (1976), 3438-3445.
p<pc:

1 Bkxx 4 Bx*xx 6 THx*x 8
9 10 Gxkk 11 1lkkkskokkkkk 7 7 Tookskokkk 13skkx 14%kkx 15
16 16 16 17 10 10 1 20 20 11 21 7 Trkk 2.
16 24x*%* 25 6 27 T T T T Thkx 23kkkkkkkkk
kokkokokokiokdokk 24 24 24%xk 2B5%xk 26 26 26 3 28 28 77 7
33 33 3. 4 6 35 35 36kkk 37 3Tkkkkkskokkkkkkkkokkkk T Thkk 38 38kckkkkkskokk
*kkkdkk 33kkkkkk 39kxx 34 34 34 40 5 41 THkk 38 38kkkokkkkkkkkk
39 44 45 46xxx 4T 48 4 49 49 49%*x
*%% 50 50 44 51%*x 52 b 48xx* 5. 54 55
**%x 50 B6***x 57+%* 51 51 51 59 59 54 B5x%kk BO*****k
Blkkkkkkkkkkkk Gkx*x 6 64 64 B5%**k BB*** 67 B7*****x*k 68%** 55kkx 60 60%*x*
kkk GOkickickk TOdkk 63 B3%kk 7T2kkkokkkx T3kkx T4 Thd¥*xx 64 64 64 76 65 67 67 6T*x* 68%*x* 55x*kx 60 60%**
*%k 69 T 64 65 65 65 67 67 60 60***
79 80 81 65 65 65 82%** 67 60 60***
8. 8dxkx 79 85 87 88**xx 82 8
90 85 85 9 8 9 94
Fkoxkkrkkkkkkkkk 95 95 95 9B¥kk 9Bx**k 8hkxkkkx 9T**kx 98 O 99**x100 82x*x101 94 94 94xx*
9B6%x*x* 95 10: 9 99%*%%x100100 103***x104 105%*x 94
106106106106*** 95 107107 108***x109: 110%*%*10: 111 112%%x
106%*kkkxkkxk 107 ***k*x%107107***115115%**10810810: 117 118%x*%11! 120%*%121 122122122122%*%*%%
Fokkkokkkokkkk%x 107107107107 107 %% 115k**123***x*k*x108108***117 124 12212
125125%**126%**x107107107107 127 1 129129%**130 131 132%x%12;
107 13 129%*%134%*%135 136
137137 1 1 133133133%*x140140 136136136136136136136%kkkxkk**k142
Hokokokokk 14314 3kkk 1 44skkokokokkkkk 14514544k 1 33kkkkokk 1 40% %% 146*xx 14Tk 14 149 150 136 136
14314 140 14 151 15 136136
**%15 154 155 148***x156%**157***15 159 160%**x 161 kkkkk*
153153**x163163163***164***165 157157 167167167 168
15 169 170 171 172%%%17317. 174%%%175 167167 17
153kkkkkk 17717 T*xx178178***x 17017017017 0%**180%** 180*** 17217 2% %% 17. 174 18218: 18.
*kx184184***17717T7***17817 180180180 173%%x185x4* 17417 4%** 187 +** 182182 %% 188188k kkik*kx 189k **
skorskoksrokkokokokok 177177 17 Tokorok 178%%x 190 %%k 19 Lakkskskkokkx % 180180180% %% 17317, 18 193*%%189189%*x
195 191 180180 #% 180k k¥ kkskkkkkkokkkok k197197197 ** %198 19319 189189
200 201 202%**180 20 204204 193193193193 ****%
205 20 207 208208%**20 210 204 193%%% 193193k x4k *
**%%205205 207 2124%%208***x213***214 215%**21 217 19,
21 219219219 220 207 221 22222 19319
21921921 220%*%225 2262 227 x%*2! 222%* %2 230 231x%x
kokokkkx219219219%*%23 220 233233233233***234 230%*%%231231%**
*okok 233Gk kokkokdkokkok 237 kokokok k% 220220220% %2392, 23 234234%*%240240 230

P> Pt

1 Ixxkx  Iskkkkxkkkx 1 01 1 1 1 4xxx 4 1
kxkk 1 1 1 Ikkk 1 1 1 Lkkk Ikxk 4 4 4 4 4 4 Axkx
15%%xx 1 1 1 Dhkkkkxx 1 LIxkkkokkkkkx 4 4 dxkk  Lskxkkkokkk
1
1

1 1 1k Dikkskkkokokokokkk Dok Oxokk Dokskskokkokkokokokk
1 Dkkk 1 Dkkkkskkkkk 1 1 Dkkskxx 1 1 1 1 1
Tskkkokk 1 Dkkk 1 Dkkx Dkkkkkx 1 1 1 1 L%
Tsskxkkkkksx 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1Ixkk  Lkkx
1 1 %% 1 1 1 1 1sxx 1 1 Dkkkkkkkkk  Dkkx
1 1 1 1 1 1 Iskkkkkkxx 1 1 1 1 1 1 1%%x
1%+ 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 Ik 1 Dkkk 1 1 Dkskkskkokokokk

16%kx 1 1 1skx 1 1 1 1 Dkskkkkk Akkx 1Okkk  Lkokkokkk

*kkkkk  Lkkk 101 11 1 1 1 Isskkkkkkkkkokokkk Dkkk 1
1 1 1 DTsskssrokkkok Taokk 1 1 1 Iskk 1 Lkkk 1 Lsokskokksk
Tk Dokkkks 25%kkkx 1 1 1

S R SN
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1 25 25 11 1 1 1 1wk 1 1 1 1 1 11 1 1 Llwkk
*x*x 30 30 25 25 1 1 Takk 1 Takk 1 1 1 1 Dkkkkkokkkkx 1 Takkx 1 Dkkkx  Ddokk 35 35kckkkkkkkkokokok
*kkx 30 30kk* 36kkkkkkkkk I7kkkkkk 1 1 Dokk 1 1 Dkkk 1 Dkokk 1 Diokkokkokklolokokokkokkokkok  Tkkkx 1 Dkokk 35kkk  Ixkk 1

Alskxkokkokkkokkk 37%kkk 37 37 3Tkkckkckkokkokkckokkkokkkok  Tdkokkx 1 1 Iskkk 1 Ikkk Tkkk 1 1 1 Ddeckkkkk Ikkk 35%kx 1 1 1
*kk 3Tkxkkkk 37 37 37 37 37 37 37xx*k 49%xx 1 Ixxx 1 1 1  DIskx  Dkkkkkx  Dkkx  Lakk 1 1 Ls*k*x Tkokk 35xxx 1 1 1
*kk 37 3Tkkkkkkkxk 37 37 37 37 3Txkkkkkkkxkkk 1 1 1 LIexx  Dkkkkrk 1 1 Dkkkkkrrokokkkx 1 01 1 Tskkkxx 1 1 1 1

37 37x*x BExkkkkk 37 37*xk 37 37 37 37 37 37#x*k Lskkkrkx 1 1 1 1 1 1 1 Dkxk 1 Dakk  Takk 1 Ixkx 1 1 Dkkk

37 37 37*¥* 58*x* 37 37 3T**x 37 111 1 Ixkx 1 Lakx 1 1 Dackrckkokkkk 1 Ixkx 1 1

37*x* 37 37 37 37 37 37 37 37x%x 1 Lkkx 1 lskk 1 1 1 Dkkk Lkckwokskolokkok 63kkk Dok Dokokskokk

37 37 37 37*x* 37 37 37 37 37 37x¥* 3Tkxkkkkx 3THkx 1 Lakkkkk 1 1 Dkkkkkk  Dxkk 1 1 Dkkkkkrkkx 1 1 1 1 1
*xkrckk 37 37 37 37x*x 37 37 37 37 1 1 Lexk 1 1 1 Dkkkkkx 1 1 Dookk B7kkkxkx 1 1 1 1 1

37 37 37 37*x* 37 37#kx 37 37 37 37 37*x*x 1 1 DLakk 1 1 Dhxskkkx 1 1 1 1 1 1 Dkkk 67 67#%kk  Lxkkkkk 1 1

37*x* 37 37 3T#kkkkk 37 37xkx 37 374k 1 1 DLkkrkkk 1 Dhkkk  Lhwk  Dkkk 1 Dhkkk 1 1 Dkkkkokkokkx 1 1 1 Dkskkkokk
skx 37 37 37 37 37 37 37 37 37 37 37 37xxkkxk 1 1 1 Ixkk 1 1 1 1 1 1 DIxkk DTakk  Dookokkkx 1 1 1 1 1 Dskkx

37 37 37 37#%* 37 37 37 37xxx 3Tkkkkkx 1  DTokkx Pakkkkk 1 1 1 1 1 1 1k 79kxx 1 1 1 Tokkk  Ladokk  Dkokkokokok

BTHkkkkkkkk Blkkk 37 37kkk 82%k* 37 37k 1 1 1 Dhokkkskokskokkokokk  Tkkk  Takx 84kkk 1 1 1 1 1xkxx 1 1**xx 86 86

37 37 37*xxx Blkkkkxx 37 37*xx 37 37 37 37#**kx 1 1 Dkokkkkk Bkokkkkkkkk  Ikxx 84 84 xx 1 1 1 1 1 1%%k 89xxx 86

37 37 37 37*%* 37xxxkk* 37 37 37%kk 37 374kk 1kkk  DTakkk OQlskk  Iakkkkkk 1 1kkk 84 84 1 Tokokk

37 37 37 37 37 3Tkkxkkrkkiokkdorkdirokk 37 37kkk 1 Lkkk 91 Oludkkx 1 1 84 84 84 11 89 89 89
skx 37 37xkk 3THkk 94 94 1 11 1 1 1 1%+ 84 84 84 98 9 89 89 89 89 89

37 37 37 37 37 37*%k Qdskx*x 1 Iskkk 1 1xkx 1 1 1 11 84 84 105**% 98 98 98 98kkxxkx 89 89x** 89

BTxxckkkckkkkkkkokkk  Dkkk  Lakk 1 1 Takk 1 Tskk 1 Tskk 1 Lkxk109%kkkxk110%xk105%x*k*x* 98 98 98 98 98*x*x 89 89 89
S7xkkxkk 1 Ldkx 1 1 1 1 1 1 1 1 lskx 1 1 1skx 1 1 110 11311 98 98
1
1
1

R e e e

o e e

skk 1 Lwkk 11 1 1 Lkkx Dkkkskokkkk 1 1 Takx 1 1 1 Lkx*110110%** O8%**113113%x* 98 98 98***x** 98 98

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Dskx Lskkk  Laokk 1kxx 1 1 1 1 1 9 11311 98*** 98 98 98

1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1xx 98 98 98 98 98 98*¥*x*x 98 98 98*** 98 98 98
*kkokkk126%kk126%xxx 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Tokskkskkokkkokkk  Dkkk]128%kk O8kkxkkkkkk*x 98 98 98*xx 98 98 98 98 98 98
**kk125125%%*125125%*%* 1 11 1 1 Ik O8kkxkkkkkkkkkk 98 O8%xx O8*** 98 98 98 98 98*** 98 98k*x*kx*x*
125125125%%%125125%kxkkkkkkkkk134%k*  Lkkk 1 DLkkk  Ixkk 98 98 98%** 98 98 98 98**k*k 98 98 98*** 98kkkkkk*k*kk 98 98***x138
125%%x125%%%125125125125%%x134134%%*  Lkkx  Likrkkkkkrkks 98 08 98 98 98 98 98%xk140%kk 98 98¥kkkk* O8kk* 98 98 98**x138
125%x%125125125125% %% **k*x134134%x* 1 1 1 1#xx145145145Fkkkkkkkrkak O8kkck O8kkkx140%%* 98 98k*k 98 98kxk 98kkkiokk OZkokk
Fokokokokk 1261251254 %%134134134134%**  Lhkkx  Lkokkkxx145145145%**kk*x 98 98 98 98 98 98k#kkkk OBkskkkkk 98 98kxx 98 98 98 98kkx
150150%**k***x 1251 25%*k***x134134134%** 1 1 145145145 98 98 98*x* 98 98%x* 98 98 98 98 98¥kxkkkxk*kk

BB e e e

I I I R e R R e R e R R R R R R R RN I e R R R N I I W R
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R R R R I e R N N N R I I S W R R e e I R R NN
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W kontekscie pozaréw laséw szczegblnie nas interesuje rozkltad N (S) rozmiaréw klastréw.
15.1.2:2° Sredniopolowe podejscie do probleméw pozaréw laséw oparte na teorii
perkolacji
e 7 pewnodcia byloby mito méc przewidywaé pozary laséw

e Roéwnie atrakcyjnym celem byloby choé oszacowanie ryzyka pozarow laséow w danym roku
znajac statystyke pozaréw w latach poprzednich.

e Oczywiscie rzeczywiste eksperymentowanie w tej sprawie raczej nie wchodzi w rachube.

e Jednak posiadamy takie dane ,eksperymentalne” w statystykach straznikéw lasu czy za-
ktadéw ubezpieczeniowych.
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15.1.2.2.1 Model

Modelowy las stanowi siatka kwadratowa.
Kazda komorka moze byé porosta trawg badz drzewem z prawdopodobienstwem p.

Drzewa, zaréwno juz istniejace jak i $wiezo wykietkowane tworzg klastry o réznych roz-
miarach.

Przez klaster rozumiemy zbiér drzew majacych sasiadéw w otoczeniu von Neumanna.
Odwzorowanie p,, — pp+1 (gdzie n numeruje lata) jest zlozeniem dwdch funkcji:

— Pierwsza
p—p+rp(l—p) (15.3)
opisuje okres wzrostu (pojawiania sie drzew) (0 <7 < 1).

— Potem nastepuje czas pozaréw:
p—p—S(p). (15.4)

Srednia gesto$¢ drzew na siatce
1
S(p) = 73 D wisi (15.5)
(2

moze by¢ wyznaczona na dwa sposoby:

wi = s;/L* badz “w! = si/Zsi.
i

Przyjecie wag w’ oznacza, ze piorun czasami bedzie trafial w trawe nie wywolujac pozaru
(jak w modelu Drossela i Schwabla):

Natomiast wagi w” odpowiadajg intencjonalnemu wzniecaniu pozaréw przez podpalaczy.

Do ustalenia rozktadu prawdopodobienstwa napotkania klastra o rozmiarze s; uzywamy
algorytmu Hoshena—Kopelmana.

Symulacja jest prowadzona na sieci kwadratowej o rozmiarze 103 x 103.

Odwzorowanie p, — pnt1 dla kazdego p jest uzyskiwane poprzez usrednieni po setce
niezaleznych realizacji sieci (tj. przypadkowego rozkladu drzew na niej).

Odwzorowanie p, — pnp+1 tworzymy laczac prostymi sasiednie 1001 punktéw uzyskanych
z symulacji.

Odwzorowanie p, — p,+1 nie pozwoli nam co prawda na rekonstrukcje dynamiki frontu
pozaru (jak to czyni AK) a raczej pozwoli symulowaé statystki ,,gestosci” drzew w kolej-
nych latach n.

Dopasowanie p, — pn+1 dla wag w’ (do analizy diagramu bifurkacyjnego):

H(p) =p+rp(1 —p)

) = {0.1 exp[100(0.6 — p)] +0.4y/T —p <= p>0.6 (15.6)

D +— p<0.6
Pn+1 = G(H<pn>)
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e Dopasowanie p,, — pp4+1 dla wag w” (do analizy rozkltadu rozmiaréw pozardw)
H(p) =p+rp(l-p)

Glp) = {zc exp(—12.735y/p — pc)

<~ p>Dp
¢ (15.7)
= p<Pe
Pn+1 = G(H(pn))
L=1000, N,,,=100, r=0.5
06 T T T T T T T T T
w’ (natural)
w” (provoked
Pat=P+P(1-P,) --
Eq. (2) -
05 4
04 i
 03f iy
02 b N -
0.1 -
0 1 1 1 1 1 \~\I --------- A 1. L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Pn
L=1000, N,,=100

15.1.2.2.2 Diagramy bifurkacyjne
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6
0.5, Njjg,=10% Npy=100

w’ (natural), pg

T Rt ] .mk@m& DRSS ] AR e
L omsne i e e S v i bvwhq z...ﬁ»ﬁﬁ.n..nﬂdhau -
mwm? R S A e %%W
P
=
P | 1 1 1 1 1 1 1
© v 0o v X @ w a4 w©
o 0 =} < o o N o -
o o o o

1
0
«
o

d

A

0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0

Noie=100

s Pg=0-5, Ni'[er=106

)

w’ (natural

0.58

0.575 |-

0.57 -

0.565 |-

0.56 -

Q

0.555 -

0.55 |-

0.545 |-

0.54

5 0.052 0.054 0.056

0.0

0.042 0.044 0.046 0.048

0.04

$ciach.

w ukladzie pojawia sie cykle graniczne o wszystkich mozliwych dtugo$

)

e Wylapanie cyklu granicznego o dtugoéci trzy dowodzi — zgodnie z twierdzeniem Sharko-
vskiiego — iz
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w” (provoked), py=0.5, Nijg=10%, Njc=100
0.6 T T T T T T T T T

0.5 |

15.1.2.2.3 Wyktadnik Lyapunova Ewolucja czasowa réznicy In|py,(po,t) — pn(po + €,1)]
dla dwoéch trajektorii rozniacych sie o € w poczatkowej-gestosci drzew py.

w’ (natural), e=10""%, r=1.0

In[py(Po)-Pn(Po+€)l
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w” (provoked), e=10"% r=1.0

Inlph(Po)-Pn(Po+e)l

.50 1 1 1
0 50 100 150 200

n

Widaé, ze trajektorie rozjezdzaja wykltadniczo z czasem. Tempo tego uciekania od siebie tra-
jektorii okresla wspolczynnik Lyapunova A. Jego dodanie wartosci okreslaja obszary w ktorych
uktad jest chaotyczny A jego ujemne wartosci zgadzaja sie z obszarami okien stabilnoéci ujaw-
nionych na diagramach bifurkacyjnych.

w’ (natural), py=0.5, e=10"°..107°, Npts=100

0.4 T T T T
I + + H +
0.3 [ + E ++ b, + N iy ++ th o
*}wﬁ %w N T om s SR N S el
++;:£f 1+ qu:\L T e+ . S i F] e
B % L bl *;t*tt ARG I I
L TR el o A R 4 Fy F 1
02 ¢ R AR T Ty FaETE e o]
t g AN N ! ¥ . It -5t «iﬁf oo, T
+ + + ey T4 T T gt i
+ " ¥ T R4 g *HtmfﬁﬁE*# +
- ++ g B A _
0.1 + + + + t#f ﬁ +H 4 + + i
+ * + ii L + *
+
+ ks
+

< [0 X 4
01 F _
02 _
03 F _

_0 4 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Eq. (5). pp=0.5, e=10"°...10"%, N, ;=10
04 T T T T T T T T T
+ +
T + A
03 trg Tt o ot R gy ek PR T
+ + # + -+ S I = STt + = s +++j$¢_
" + + ++++T+ oy % # ?I +&W§#+ fﬁwﬁﬁg Wﬁ%#ﬁﬂ?ﬁ+ﬁ - %@?ﬂ
TR P e E T S T
ol it PR RS, I SRR
. e Hﬁj H&cﬁﬁ ﬁ’ﬁg&%ﬁﬁ T}Jrﬁwﬁ T *Jrriﬁ Tr - + + t:i N
;ﬁ%&%"‘%ﬁwﬁﬁ e +
b B T
0.1 i e, -
i
I
|
< O e e B
01 F o
02 F 4
03 F i
_0.4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
r
" _ 415 4p-10 :
w” (provoked), py=0.5, =10 "~..10 ", Npts_100
04 T T T T T T T T T
+
+
+ 4 F T e e gtk
+ ¥ + gty o+ b o el G et R T
03  § #% & “hipnn i e A p Y i
Fhhudth r AT, %ﬁ it atn .
j‘ﬁ it #Wﬁ% i +%+ﬁt%j}#ﬁiﬁ+ ﬁ?ﬁf t&ﬁtr#ﬁtf#ﬂ; +t%$%++%%#
e, M T +mﬁ§%+ﬂ§ * I #@ﬁ* R R T R R T T Y
T et g B NG TR TR L T
0.2 jtrj: S +:+ + t{i e t*:bd* + -
+# + + F *
01 F & N .
n
B T ——_———_—" —-ellilis-HI .
01 - i
02 i
-03 -
_04 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

15.1.2.2.4 Rozklady rozmiaréw pozaréow

e Dla pozaréw o duzych rozmiarach histogram N(S,) daje sie dopasowaé zaleznoscia wy-
ktadnicza.

e Male ale skofniczone pozary sa ignorowane w przyblizeniu analitycznym (15.7).

e Dla danych ,eksperymentalnych” (Kanada, 1970-2000), histogramy zostaly przeskalowane
do warto$ci najwiekszego pozaru zaobserwowanego na danym obszarze.
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Histogram of burned area normalized to its largest value (Canada, 1970-2000)

1000 T T
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0 0.2 0.4
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w' (natural), py=0.5, Ny, =10%, r=0.8
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w" (provoked), p=0.5, r=0.3, Nye=10°
1e+09 T T T T T

the map for V\II +
L Eqg. (5) X ]
1e+08 | X -

1e+07 — —
1e+06 —
100000 -
10000 -

1000 —

100

10 £

1 I I I I I 1 I
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
A

15.1.2.2.5 Poréwnanie z danymi ,,eksperymentalnymi”

e Kilka czynnikéw (jak wilgotnos¢, uksztaltowanie terenu, etc.) nie maja swoich bezposred-
nich odpowiednikéw w podejéciu Sredniopolowym.

e Mozna oczekiwad, ze czynniki te dodaja rodzaj ,,szumu” nieobecnego w deterministycznych
odwzorowaniach p, — pn41-

e Szum” ten mozemy prébowac odtworzy¢ zmniejszajac rozmiar modelowanego lasu (L =
103 — L = 50).
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Forest fire statistic (Yukon, Canada, 1971-1998)
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w” (provoked), L=50, py=0.5, r=0.3
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w” (provoked), L=50, Py=0.5, r=0.3
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15.1.2.2.6 Wnioski

e Jesli deterministyczne podejscie sredniopolowe w granicy termodynamicznej wskazuje na
zachowanie na chaotyczne zachowanie uktadu to trudno sobie wyobrazié¢ jakakolwiek inng
technike ktéra dawataby kontrolowane rozwiazanie.

e Udalo sie (co prawda tylko jako$ciowo) odtworzyé¢ ,eksperymentalne” statystki pozarow.

e Zar6owno diagramy bifurkacyjne jak i wyktadniki Lyapuova wskazuja na chaotyczno$¢ ewo-
lucji czasowej pozardéw lasdw.

e 7mnaczy to, ze ich przewidywanie w dlugiej skali czasu jest niemozliwe.
e Koronnym (ewolucyjnym) dowodem na chaotyczno$é pozaréw jest przypadek sekwoi.

x K. Malarz, S. Kaczanowska i K. Kulakowski. ,,Chaotic dynamics of forest fires”. Frontiers
on Nonlinear Dynamics 3 (2004), 334-343. Times Cited: 1, K. Malarz, S. Kaczanowska i K.
Kulakowski. ,Are forest fires predictable?” Int. J. Mod. Phys. C 13.8 (2002), 1017-1031.

15.2 “Modele epidemii

15.2.1" SIR = Susceptible, Infected, Recovered (Removed)
Probabilistyczny automat asynchroniczny:
1. Wybierz losowa komoérke. Jesli jest w stanie I to wylosuj liczbe przypadkowa x € (0,1).
2. Jedli z < a wowcezas zmien stan komorki z I na R.

3. W przeciwnym wypadku wybierz losowo najblizszego sasiad. Jesli jest on w stanie S to
zaraz go z prawdopodobienstwem [ (S — I).

4. Punkty 1-3 powtarzaj dopdki sa komorki w stanie S.
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Prawdopodobienstwo wyzdrownienia o = 0.2, prawdopodobienstwo zarazenia 3 = 1

100 [ T T T T T 3 T
k I 4
90 R«
80 r 8
70 8
60 1
(&)
8
g 50 .
5 L.
40 B x Bt g “" 1
30 | r &‘ .
20 & g % :
10 k 1
2 %
0 * 3 1 1 L
0 200 400 600 800 1000. 1200~ 1400
t
automat sie z ac (B=1)
asynchroniczny tréjkatna 6 0.20
asynchroniczny kawdratowa 4 0.18
asynchroniczny heksagonalna 3 0.14
synchroniczny  kwadratowa 4 0.22

W wersji synchronicznej stany komorek sg aktualizowane jednoczesnie.

15.2.1.1 Podejscie analityczne

Zakladajac srednia ilo$¢ kontaktéw (k) érednia ilosé nowozarazonych wyniesie
S
JAY:
(kY6
i mozemy zapisaé réwnanie iteracyjne na ilos¢ zarazonych w kolejnym kroku czasowym:
S
Ly =1, + <k>ﬂNInAt — al,At,
gdzie N =5 +1 + R jest liczebnoécia populacji.

d = (k)BT —al

s — _(KgS1 (15.8)
% =al

W. O. Kermack i A. G. McKendrick. ,A Contribution to the Mathematical Theory of Epi-
demics”. Proceedings of the Royal Society of London A: Mathematical, Physical and Engineering
Sciences 115.772 (1927), 700-721.

Pytamy sie, czy przy zadanych wartosciach «, 31 (k) oraz przyjetych wartosciach poczatko-
wych Sy, Ig, Ry epidemia bedzie si¢ rozprzestrzeniaé czy nie?

al

E>O
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Przyjmujac, ze na poczatku epidemii S(t — 0) = Sy mamy:

OMH?—@>I>O

(k)BSo
1.
aN ~
Poniewaz ilo$é¢ poczatkowo zarazonych jest mata (Ry — 0) to Sp = N i infekcja rozprzestrze-
nia sie jesli
k

r= (k)6 > 1. (15.9)

o

Tloé¢ podatnych na poczatku symulacji nie musi byé¢ poréwnywalna z liczebnoscia catej po-
pulacji. Czes¢ populacji mozemy zaszczepi¢ (Rg = v). Wowczas Sp ~ (1 — v)N i z warunku

propagacji infekcji (15.9) dostajemy
1
v=1—-
,

co oznacza, ze wystarczy szczepi¢ tylko czesé populacji.

15.2.2 SIS = Susceptible, Infected, Susceptible

W przypadku zwyklego przezigbienia czy grypy po ich przejsciu nie nabywamy na nie od-

pornosci.

o [ > §S.

o S — [ 7 czestoécia Any/(k), gdzie ny jest iloScia najblizszych sasiadéw w stanie I, a (k) jest
liczba najblizszych sasiadéw (innymi stowy, komérka w stanie I prébuje zarazié jednego ze
swoich sasiadéw z czestoscia \).

Probailistyczny, asynchroniczny automat:

1. Wybierz losowa komoérke. Jedli jest w stanie I, wéwcezas wylosuj x € (0, 1).
2. Jesliz <ec=1/(1+\), wéwezas I — S.

3. W przeciwnym wypadku, wybierz losowo jednego z najblizszyh sasiadéw. Jesli jest on w
stanie S to zmien ten stan na I.

4. 1dz do 1.

15.2.2.1 Podejscie analityczne

ds SI
s _ _pgSI I
{dt bN ta (15.10)

dl SI
dl - _ gSI_ of

Dodajac te réwnanie stronami znéw widzimy, ze S(t) + I(t) = N = const.
dal

_ N7 a2
- = (BN —a)I - (I

co przypomina réwnanie logistyczne i VIy > 0:

TE—BN<1:> lim I(t) =
a t—+
. _ﬂNfoz
r> 1:>tl}+mool(t) "

Przy odrobienie samozaparcie, nie tylko asymptotyka zaleznosci I(t) i S(t) jest do uzyskania
ale i pelny ksztalt tych funkcji.
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15.3 Fraktale

Fraktalem nazywamy co$ zlozonego z mniejszych cze$ci w jakis sposéb podobnych do ca-

losci.

Taka definicja ma znaczna przewage nad bardziej sformalizowana, kazaca definiowaé fraktal
jako zbior ktérego wymiar Hausdorffa—Besicovitcha przewyzsza wymiar topologiczny (cokolwiek
by to nie mialo oznaczad).

15.3.1 Wpymiar fraktalny

Zacznijmy od przyktadu fraktalu niestochastycznego (chociaz w fizyce spotykamy zazwy-
czaj fraktale przypadkowe) — tréjkata Sierpinskiego.

Wynik agregacji prostego przepisu iteracyjnego: z trzech tréjkatow réwnobocznych utwoérz
wiekszy o dwukrotnie wiekszym boku. Z tak powstalego “dziurawego” tréojkata-utwoérz
znow wiekszy i dziurawy o dwukrotnie wiekszym boku. Z tak powstalego...

Y
AL

Kolejne trojkaty sa coraz rzadsze:

p(L)=M(L)/L?>, L=2" M=3" n=012,---

p(L) maleje wiec wraz z L jak pewna potega L:

p(L) = alL®, a=log3/log2 —2

Masa M (L) = bL% i dy = log3/log2 ~ 1.58.

Analogicznie mozna sobie wyobrazié konstrukcje 3D wymiarowej ,,piramidy Sierpinskiego”
z czworo$cianéw foremnych (dy = 2).

Generacja fraktali na plaszezyznie Gaussa. Np. zbiory Julii konstruuje sie na ptaszczyznie
zespolonej w wyniku przeksztalcen iteracyjnych wielomianu stopnia drugiego o postaci:

L1 = Z’I?L +C,

gdzie Z przebiega po liczbach zespolonych za$ C' jest zespolonym parametrem okreélajacym
wyglad zbioru.

15.3.2~, Skalowanie i podobienstwo

Linia przechodzaca przez x¢ w kierunku a dana jest réwnaniem

Xx=xXg+ta, tER

Zmiana skali dtugosci o czynnik 7: 2/ = ra = r(xo + ta) po przesunieciu o wektor (1 —r)xg
daje ten sam zbiér punktow.

Moéwimy, ze zbior S jest samopodobny w skali v jesli S" = rS.
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e Dla krzywej Kocha skala wynosi r = (1/3)"in =0,1,2,---

n =i}

n= |

/\

FIGURE 2.8: Construction of the triadic Koch curve.

e Podobne wlasciwosci wykazuje bardzo wiele obiektéw w przyrodzie (chociazby morskie
(ale i ladowe) granice panstw): liczba kwadratéw o bokéw § potrzebnych do pokrycia linii
wybrzeza N(8) = aé~% (np.: dla wybrzeza Norwegii dy = 1.52).
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L

Figure 2.1: The coast ol the southern part of Norway., The cutline was
traced from an atlas and digitized at about 1800 x 1200 pixels. The square
grid indicated has a spacing of § ~ 50 km. -

Pozary laséw, ekspresy do kawy, dzuma i fraktale 161


http://home.agh.edu.pl/malarz/dyd/ak/

http://home.agh.edu.pl/malarz/dyd/ak/ Opowies¢ 15

N(8)=a "
2F D=1524001

log, (N (8))
i

1 I [ I
-0.5 0.0 0.5 1.0

log, { & (km))

1.5 2.0

FIGURE 2.7: The number of ‘boxes’ of size
in figure 2.1 as a function of §.
of N(6) = aé=P to the observa

6 needed to cover the coastline
The straight line in the log-log plot is a fit
tions. The fractal dimension D ~ 1.52.
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FIGURE 2.3: The len

gth of coastlines as a function of yardstick length
(Mandelbrot, 1982). '

Z i 162
Pozary laséw, ekspresy do kawy, dzuma i fraktale


http://home.agh.edu.pl/malarz/dyd/ak/

http://home.agh.edu.pl/malarz/dyd/ak/

Opowies¢ 15

10° T T j m—)
Sw by
ﬂﬁ B - _
ol 7
10° ,/ ~
,‘
105 + __7/ .
By,
nl. - , J
.F
0 o .
”'
102 g 5
_r’
10 L .. -
1 —
1 | | | |

FIGURE 7.5: The size of the percolation cluster at the percolation thre_shold
pe = 1/2 of the triangular lattice as a function of the linear dimension L
of the lattice. The slope of this log-log plot for large L gives the fractal
dimension D = 91/48 (Stauffer, 1985).
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Fig.1.5. (a) A typical snow crystal. (b} A DLA simulation. (¢) Comparison between the
fractal dimensions of (a) and (b) obtained by plotting the number of pixels inside an L x L
sandbox logarithmically against L. The same slope, d; = 1.85 £ 0.06, is found for both.
The experimental data extend to larger values of L, since the digitizer used to analyze the
exparimenilal photograph has 20 000 pixels while the cluster has anly 4000 siles & flar 11 23]
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e Samoafinicznos¢ — kiedy potrzeba réznych czynnikéw skalujacych dla réznych wielkosci
(dtugosci) charakteryzujacych zbiér (méwiliSmy o tym przy okazji modelowania wzrostu
warstw).

A. Bunde i S. Havlin, red. Fractals and disordered systems. Berlin: Springer, 1996
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AK

w chemii: modelowanie reakcii

katalitycznych

Praktyczne zastosowanie AK mozna podzieli¢ na dwie kategorie:

e jak na podstawie regut AK przewidzie¢ charakter ewolucji uktadu jako catosci?

e jak na podstawie obserwacji uktadu przygotowaé reguty AK odtwarzajace obserwacje?

Modelowanie uktadow fizykochemicznych zawiera sie w drugiej kategorii.

16.1 Reakcja katalityczna

e Badanie kinetyki reakcji katalizy heterogenicznej moze pozwoli¢ na:

— ustalenie schematu reakcji,

— zaproponowanie sekwencji etapow elementarnych,

— okreslenie przebiegu aktu elementarnego.

e Reakcja katalityczna:

1.

Transport substratéw z wnetrza fazy gazowej do zewnetrznej powierzchni kataliza-
tora,

Adsorpcja co-najmniej jednego z substratéw na powierzchni katalizatora

A+ x — Ax
ads

ze staly szybkosci k%,

Reakcja na powierzchni katalizatora z udzialem zaadsorbowanych substratéow
Ax — Px

ze staly szybkosci k,

Desorpcja produktéw z powierzchni katalizatora
Px — P+ x

ze stala szybkosci k?;es,

Transport produktéw reakcji od powierzchni katalizatora do wnetrza fazy gazowej.
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e Procesowi adsorpcji czesto towarzyszy dysocjacja adsorbujacej czasteczki (adsorpcja dyso-
cjacyjna):
Ay +xx — AxxA

gdzie ** to sgsiadujgce ze soba nie obsadzone centra adsorpcyjne.
e Analogicznie dla desorpcji asocjacyjnej mamy:

2A% — A2 + 2%

e Szybko$¢ procesu desorpcji zalezy od czestosci zrywania wiazan czasteczek adsorbatu z
powierzchnig w; i energii aktywacji procesu zrywania wigzan:

k4 = w1 exp(—E1 /RT)

e Niejednorodnosé powierzchni katalizatora zasadniczo wplywa na szybkosci poszczegdlnych
proceséow.

e Dyfuzja powierzchniowa — ruchy zaadsorbowanych czastek wzdluz powierzchni adsor-
benta:

— energia potencjalna ukladu powierzchnia—zaadsorbowana czasteczka osiaga lokalne
minima dla pewnych potozen czastek.

— Pokonywanie barier zwiazanych z tymi minimami — energia aktywacji na dyfuzje
powierzchniowa.

— Bariery te sg na ogdt znacznie nizsze od barier\aktywacji innych proceséw powierzch-
niowych (np. desorpcji, reakcji).

— Czesé proceséw mikroskopowych moze zachodzié tylko w okreslonych miejscach —
dynamika procesu dyfuzji powierzchniowej musi by¢ wiec uwzgledniona przy badaniu
kinetyki reakcji.

— Szybkosé dyfuzji powierzchniowej znéw dana jest réwnaniem Arrheniusa...

kY = Wy exp(—Ey/RT)
e Zasadnicza trudnos¢ opisu kinetyki proceséw powierzchniowych jest silna zalezno$é wspét-

czynnikow przedeksponencjalnych w; i energii aktywacji dla réznych proceséw E; od naj-
blizszego otoczenia czasteczek na powierzchni katalizatora.

16.2 Symulacjakinetyki procesu desorpcji termicznej z powierzchni

ciala stalego

e Modelowanie dyfuzji powierzchniowej — miedzy modelem btadzenia przypadkowego (pi-
jana mréwka + moneta) a przyblizeniem gazu siatkowego (model F-H-P).

e Modelowanie desorpcji:

— kazda czastka moze przejéé do fazy gazowej z prawdopodobienstwem P3¢,

— wprowadzenie aktywacji czastek w wyniku zderzen na powierzchni miedzy soba (A +
A — A¥) i dopiero aktywne moga desorbowaé do fazy gazowej,

desorpcja izotermiczna — p-stwo desorpcji

P o exp(—1/T).
— desorpcja termoprogramowana
T(t) = Tp + ft.

— dodatkowe rozszerzenie o chropowato$¢ powierzchni.
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16.2.1 Wyniki symulacji dla powierzchni SiO,/Si(110) z zaadsorbowanym po-
tasem

e Badanie wplywu mechanizmu reakcji, stopnia pokrycia oraz morfologii powierzchni na
proces termodesorpcji.

e Badanie proceséw izotermicznych oraz temperaturowo programowalnych.

e Jakosciowe odtworzenie do$wiadczalnych zanikéw potasu zaadsorbowanego na powierzchni
Si02/Si(110) dla réznych wartosci temperatury.

[B.Jagoda, M.Sc. thesis, WCh UJ, Krakéw 2001]

16.3 Symulacja reakcji katalitycznego utleniania tlenku wegla

e Reakcja katalitycznego utleniania tlenku wegla
1
CO + 502 — COq

na powierzchni metali z grupy platynowcéw przebiega wedtug mechanizmu:

CO + * > COyuqs
Og + 2% — 20,45
COads + Oags — COg + 2%

gdzie * oznacza puste centrum aktywne na powierzchni katalizatora.
e Model (synchroniczny):
— nad powierzchnig katalizatora znajduje sie mieszanina gazowa CO i O, ktérej sktad

okreslony jest przez utamki molowe Xco i Xo =1 — Xco,

— adsorpcja tlenu na powierzchni. katalizatora zachodzi jedynie gdy pusta jest jedno-
cze$nie wybrana komoérka i jedna z komérek do niej przylegajacych,

— jedli dwie przylegajace komodrki zawieraja czastki réznego typu, zachodzi reakcja mie-
dzy nimi, a produkt reakcji ulega desorpcji,

— desorpcja produktéw reakeji nie wptywa na sktad mieszaniny gazowej nad powierzch-
nig katalizatora.

e Stany komorki [¢)):

—1]0) ~— pusta komorka,
— |A) — komérka zajeta przez czasteczke tlenku wegla,
~ |B) — komorka zajeta przez atom tlenu.

— |C') — bez fizycznej reprezentacji: moze warunkowo zostaé zajeta przez atom tlenu
(C'— 0lub C — B w zaleznoéci od tego czy ktoras z przylegajacych komorek jest w
stanie 0 i moze przyja¢ drugi atom tlenu pochodzacy z dysocjacji czasteczki Oq).

e Reguly:

1. Jesli w |o(1)) = |0), t
— [pt+1) =14 ) z p-stwem Xco,
— badz [¢(t + 1)) = |C’> z p-stwem Xo.

2. Jesli w |9(t)) = |A), t
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— |(t+1)) = |0) jezeli przynajmniej jedna z sasiednich komoérek jest w stanie |B),
— badz [(t + 1)) = |C) w pozostalych przypadkach.
3. Jesliw |¢(t)) = |B), to
— |¢(t+1)) = |0) jezeli przynajmniej jedna z sasiednich komérek jest w stanie |A),
— badz [¢(t + 1)) = | B) w pozostalych przypadkach.
4. Jedli w [y (t)) = |C), to
— |(t+1)) = |B) jezeli przynajmniej jedna z sasiednich komorek jest w stanie |C),

— badz |[¢(t + 1)) = |0) w pozostalych przypadkach.
e Poczatkowo wszystkie komorki sa puste (|1(t = 0)) = |0)).

e Symulacja trwa do osiagniecia stalego w czasie Sredniego pokrycia powierzchni katalizatora
czasteczkami tlenku wegla i atomami tlenu.

e Przyktadowe wyniki: pokrycie powierzchni katalizatora

1.00 —

0.80 —

0.60 —

0.40 —

0.20 —

0.00 —

| ' \ I
0.20 040 060

Keo

i szybkosé reakcji w funkcji utamka molowego CO
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e Problem synchronicznosci AK: niezachowanie stechiometrii'reakcji.
CcoO CO;
0] CcO CO, | CO,
_—r
co|l o | co e —— CO; | CO; | CO;

e Rezygnacja z synchronicznosci oznacza sekwencyjnosé aktow reakcyjnych: by ustrzec sie
przed niezamierzonym wprowadzeniem korelacji przestrzennych przy prowadzeniu ich w
kolejnych komorkach naturalnym rozwiazaniem wydaje sie prowadzenie reakcji w komor-
kach sieci wybieranych w sposéb losowy.

e Model asynchroniczny:

1. typ czateczki okreslany jest na podstawie mieszaniny gazowej,

2. jezeli to czasteczka CO, to:

— losowo wybierana jest komoérka na powierzchni,

— jesli komérka ta jest zajeta — krok sie konczy,

— jezeli komérka jest pusta — czasteczka CO ulega adsorpcji,

— w losowej kolejnosci sprawdzanie sg sasiednie komérki; jezeli ktéras z nich zawiera
zaadsorbowany atom tlenu, zachodzi reakcja i produkt desorbuje — obie komérki
staja sie puste.

Modelowanie reakgji katalitycznych
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3. jezeli to czasteczka Oq, to:

— losowo wybierane sg dwie sasiednie komorki,

— jezeli ktérakolwiek z nich jest zajeta, krok sie konczy,

— jezeli obie sa puste, czasteczka Oo ulega adsorpcji,

— w losowej kolejnosci sprowadzane sa sasiednie komérki obydwu komoérek zaje-
tych przez atomy O; jezeli ktéras z nich zawiera zaadsorbowana czasteczke CO,
zachodzi reakcja i produkt desorbuje — komoérka zajeta przez atom tlenu oraz
komorka zajeta przez czasteczke CO staja sie puste.

16.4 Podsumowanie

e Ostatnie wyniki, szanse na dokladne rozwiazanie problemu. [P.Bialic, M.Sc. thesis, WCh
UJ, Krakéw 2001]
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AK w fizyce medycznej:
elektroforeza zelowa

17.1 DNA

Podstawowe wlasciwoéci tancucha DNA z perspektywy modelowania elektroforezy zelowej
ograniczamy przez dwa zalozenia:

— stosunek dhugosci tancucha do srednicy jego przekroju poprzecznego jest na tyle duzy,
ze tancuch DNA mozna przedstawié jako jednowymiarows nié,

— to, ze DNA jest podwdjna spirala powoduje,. ze lancuch ma odpowiednia do modelo-
wania sztywnosé (w zbyt sztywnym tancuchu nie bylyby mozliwe ruchy fragmentéw,
polegajace na pelzaniu od jednej wolnej komdrki w sieci zelu do drugiej — sasiedniej,
natomiast zbyt wiotki tancuch mégthy wykonywaé nieprzewidziane przez model ruchy
poprzeczne) i mozna o nim zalozyé, ze sktada si¢ on z szeregu krétkich, sztywnych
fragmentéw potaczonych wiotka nicia (elektroforeza RNA zbudowanego z pojedynczej
nici nie mogtaby by¢ modelowana w przedstawiany sposéb).

17.2 Elektroforeza

— Elektroforeza — eksperymentalna technika rozseparowywania zbioru dlugich tan-
cuchéw polimeréw na zbiory tancuchéw o jednakowej dtugosci.

— Predkodé¢ dryfu naladowanego tancucha polimerowego, w osrodku porowatym, po-
ruszajacego sie pod wplywem stalego pola elektrycznego, zalezy od dlugosci tego
tancucha.

— Elektroforeza DNA w zelu agarozowym — dos$wiadczenie:

*

zel agarozowy,
dryf natadowanych molekul DNA pod wplywem pola elektrycznego,

analiza wynikow,

*

elektroforeza z uzyciem préobki DNA o wzorcowych dlugosciach tancuchow.
— Sens modelowania zjawiska elektroforezy.

— Poszukiwanie matematycznej zaleznosci predkosci dryfu molekuty DNA, w danym
polu elektrycznym, w zaleznosci od dlugoéci tego tancucha.
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17.3 Model reptonowy

— Adaptacja opisu mechanizmu ruchu polimeru przez zel, wprowadzonego przez de Gen-
nesa (1971) — jedynym mozliwym sposobem poruszania si¢ lancucha jest pelzanie
(reptation) fragmentu tancucha wzdluz wlasnego konturu — od jednej przestrzeni w
zelu do drugiej.

— Reprezentacja zelu: kwadratowa, periodyczna tablica (puste przestrzenie tablicy od-
powiadaja szczelinom zelu).

— Reprezentacja DNA — ciag ogniw lancucha (reptonéw), polaczonych gietkimi wia-
zaniami.

— Sasiednie reptony w tancuchu musza znajdowac si¢ w tej samej komérce badz w dwoch
sasiadujacych komoérkach w tablicy.

— Reguly ruchu w modelu reptonowym Rubinsteina (dla E = 0):
1. Repton we wnetrzu tancucha moze przeskoczyé¢ do sasiedniej komérki tylko wtedy,
gdy jeden z jego sasiadow juz w niej jest, a drugi pozostaje w komérce ktora ten
opuszcza.

2. Dwa reptony znajdujace sie na koncach tancucha moga poruszaé¢ sie w dowol-
nym kierunku, ale w konsekwencji tego ruchu nie moga znalezé sie dalej, niz w
odlegtodci jednej komorki od swoich sasiadow.

— Reguly nie uwzgledniaja
* skonczonej objetosci reptonéw,
* konsekwencji poplatania tancucha,
* niejednorodnosci zelu.

— Definicja skali czasowej: jednostka czasu wybierana jest tak, aby kazdy repton wy-
konal w niej, $rednio, obydwa mozliwe ruchy (dla tancucha N-reptonowego — 2N
ruchéw).

17.3.1 Zastosowanie modelu do opisu elektroforezy
— Reguly ruchu dla przypadku z polem: Aby model reptonowy mogl opisywaé elektro-
foreze przypisujemy kazdemu reptonowi jednakowy, ujemny tadunek.

— Wplyw pola elektrycznego uwzgledniamy przez przypisanie prawdopodobienstwa dla
ruchu reptonu

*-zgodnie z kierunkiem pola — exp(—FE/2)
* 1 przeciwnie do tego kierunku — exp(FE/2),

gdzie F jest bezwymiarowym parametrem proporcjonalnym do pola elektrostatycz-
nego.

— Wartosci parametréw w modelu reptonowym
1. Jednostka dltugoéci tancucha dobierana jest tak, aby odzwierciedlata sztywnosé
laficucha. W przypadku DNA jednostka ta wynosi ok. 150 par zasad (ok. 400 A).

N - catkowita dlugos¢ tancucha

jednostka dlugosci

(Ograniczenia modelu ze wzgledu na dopasowanie wyzej zdefiniowanej jednostki
dlugosci i przecigtnego rozmiaru szczeliny w zelu).
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2. Bezwymiarowy parametr E: Wielkosé¢ exp(F) jest stosunkiem prawdopodobienstw,
ze repton przesunie sie o jeden krok w kierunku przeciwnym do kierunku pola
i w kierunku zgodnym z kierunkiem pola. Powinna by¢ wiec rowna stosunkowi
czynnikow Boltzmanna dla tych ruchéw. Oznacza to, ze:

2aqF
= Y204By I
kT
gdzie:
E; — natezenie przylozonego pola elektrycznego,

a — paramer tablicy reprezentujacy wielkosé szczelin w zelu,
q — tadunek na jeden repton,

Ladunek elektryczny dla jednej pary zasad wynosi e (ladunek elektronu), wiec
¢q=150-1.6-10"1 C.

17.3.2 Obliczenia analityczne (dla E = 0)

— Dla tancuchéw o skoniczonej dlugoséci mozna ponumerowaé wszystkie stany w jakich
lancuch moze sie znalezé — jest ich 3V—1,

— Definiujemy macierz przejécia T(E) — element macierzowy T jest prawdopodobien-
stwem, ze lancuch przejdzie ze stanu i do stanu j. Pozadiagonalne elementy T(E)
przyjmuja wartosci proporcjonalne do exp(E/2), jezeli stany réznia si¢ o jeden do-
zwolony ruch reptonu, i zero w innym przypadku: Elementy diagonalne dobierane sa
z warunku normalizacji.

— Prawdopodobienstwo p;, ze w stanie stacjonarnym wystapi stan ¢ dane jest przez i-ty
element wektora wlasnego macierzy T(FE) zwiazanego z najwieksza wartoscia wlasna.
Widom pokazal, ze p; sa zwiazane z predkoscia dyfuzji zwiazkiem:

1 _
V= S (eEPr — e 2s)p;,
i

gdzie r; i s; sa iloscia ruchéw odpowiednio w gore i w dét dozwolonych dla tanicucha
w stanie 1.

— Wspdlezynnik dyfuzjilD zwigzany jest z predkoscia dyfuzji relacja Nernsta—Einsteina:

— Rozumowanie Widoma:

x w przypadku F = 0 wszystkie stany sg réwnie prawdopodobne; p; = 3-(V-1)
— tmale pole wprowadza zaburzenie ktére uwzgledniamy rozwijajac p w szereg
perturbacyjny wokot rozwigzania dla E = 0:

1
D= 3N (1 —4E/2 + O(E?))

* Widom pokazal, ze wspblczynniki a; dane sa uktadem réwnan liniowych:
> (@i —aj) = =2(si — 1)
z uwzglednieniem warunku:

Zai :07

gdzie i <« j oznacza, ze stan i-ty moze by¢ osiaggniety ze stanu j-tego przez jeden
dozwolony ruch reptonu.
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* Majac dane wspoélczynniki a; obliczamy D.
* Problem: rozwiazanie powyzszego uktadu réwnan — do 1998 r. — znane jedynie
dla N < 20.

17.3.3 Symulacja komputerowa — zastosowanie metod Monte Carlo

17.3.3.1 Przypadek bez pola
— W kazdym kroku symulacji losujemy jeden z N reptonéw i jeden z dwéch kierunkow
(gora—dol).
— Wylosowany ruch jest akceptowany, jezeli tylko nie tamie regut modelu.

— W jednostce czasu — 2N krokéw, wiec prawdopodobienstwo wylosowania okreslonego
ruchu wynosi 1/2N. Uwzgledniamy to liczac czas w spos6b nastepujacy: t — t+At =
t+1/2N.

17.3.3.2 Przypadek z polem

— Prawdopodobienstwo ruchu w gére i ruchu w dét nie sa juz sobie réwne (ruch w
goére o exp(E/2) bardziej prawdopodobny niz dla przypadku bez pola, ruch w dét o
exp(—FE/2) mniej prawdopodobny).

— Stosunek prawdopodobienstw przej$¢ w gore i w dét bedzie uwzgledniony wlasciwie,
jezeli ruch w goére bedzie akceptowany zawsze, natomiast ruch w dét bedzie akcepto-
wany z prawdopodobienstwem exp(—FE).

— Aby réwniez same prawdopodobienstwa byly prawidlowe, krok czasowy definiujemy
w nastepujacy sposéb: t — t + At =t + exp(—E/2)/(2N).

17.3.3.3 Ulepszanie algorytmu

— W poprzednim algorytmie (1.—exp(—FE)) ruchéw w dé! jest odrzucanych.

— Zamiast odrzucaé te ruchy mozemy alternatywnie zapisaé algorytm tak, aby ruchy w
gére i w dot byly losowane z odpowiednimi prawdopodobienstwami (ozn. odpowiednio
1 — «a i «a), dobierajac je tak aby ich stosunek byl réwny exp(FE)

1
“T +exp(E)’

Aby prawdopodobienstwa ruchéw w gére i w dét byty odpowiednie, definiujemy

1

At = ———.
2N cosh(E/2)

— Algorytm w poréwnaniu z tym opisanym w poprzednim punkcie jest wiec 2/(1 +
exp(—FE)) razy szybszy...

17.3.3.4 Dalsze poprawki

— Przed kazdym krokiem tworzymy listy ruchéw dozwolonych przebiegajac tancuch rep-
ton po reptonie — osobno lista dla ruchéw dozwolonych w gore i lista dla ruchéw
dozwolonych w dot.

— Nastepnie wybieramy z odpowiednim prawdop. jedna z list, a z niej dany repton.
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— Oznaczmy:
(6 — prawdopodobienstwo wyboru listy z ruchami w dét,
1 — 8 — prawdopodobienstwo wyboru listy z ruchami w gore,
n, — iloé¢ dozwolonych ruchéw w gore,
ng — ilos¢ dozwolonych ruchéw w doét.

wiec:
Ny

" g+ nuexp(E)’

— Prawdopodobienstwo danego ruchu w dét 3/ng powinno by¢ réwne exp(—E/2), wiec:
1
At = .
ny exp(E/2) + ngexp(—E/2)
Jezeli w danym kroku poruszymy i-ty repton, musimy przed rozpoczeciem obliczen

dla kroku nastepnego sprawdzi¢ nowe mozliwoéci ruchu dla reptonéw: ¢ — 1, i;¢+ 11
na tej podstawie aktualizowaé listy z mozliwymi ruchami — dodatkowe zuzycie czasu

pracy procesora.

— 7 rozwazan statystycznych wynika, ze At jest 4.5 razy mniejsze od At dla algorytmu
opisanego w poprzednim punkcie...

— Multispin coding.

17.3.4 Wyniki

17.3.4.1 Symulacja dla £ =0
— Prahofer i Spohn postulowali (1996), ze powinna by¢ spelniona zaleznosé
DN? = 1/3.

— Na podstawie $cistych oblicze Newmana i Barkemy (1997) wiadomo jednak, ze dla
N > 20
DN? —1/3<1/3.

— Najlepsze dopasowanie do krzywej otrzymujemy dla

DN? —1/3 =5N"2/3/3,

17.3.4.2 Symulacja dla F # 0

— Dla malej przylozonej sity F' spelniona jest relacja Nernsta—Einsteina

v=FD.
— Jezeli przyjmiemy, ze u nas D o« N~2? mamy
E
=NED x —.
v x &

— 7 eksperymentu wiadomo, ze dla duzych N predkosé nie zalezy od N.

— Dwa powyzsze fakty sugeruja zaleznosé

E )
V=cCl— +03E‘5.

N
— Okazalo sie jednak, ze znacznie lepsze dopasowanie otrzymuje sie dla
E2
2_ 2 2 74
vt =0 +ci B,

gdzie: ¢y, co, c3,cq — stale.
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17.3.4.3 Robzne koncentracje zelu

Przy prébie poréwnania wynikéw symulacji/obliczen z eksperymentem napotykamy na
dodatkowy problem jakim jest obecno$é¢ w eksperymencie dodatkowego parametru jakim
jest koncentracja zelu p:
E? E*
2 2 2
V=55 tC—.
‘pPN2 T p

17.3.5 Model reptonowy jako model czastkowy

— Kazde potaczenie w “standardowym” modelu, moze by¢ zastapione dwoma rodzajami
czastek (“A” 1 “B”) na jednowymiarowej sieci — odpowiednio do “nachylenia” tego
potaczenia. Czesé komorek sieci moze pozostaé pusta.

— Reguly modelu reptonowego przenosza sie na czastki “A” i “B”:

* wewnatrz sieci liczba czastek jest zachowana — czastki moga sie poruszac ale nie
moga by¢ tworzone ani znikag,

% czastki moga przeskakiwaé (o jedna komérke sieci) tylko do komérek aktualnie
niezajetych,

* czastki w skrajnych komérkach sieci moga zanikad,

* jesli komorki na koncach sieci sa wolne — moga sie w nich pojawi¢ czastki obu
typow.

— Pod nieobecno$é pola (E = 0) kazda czastka wykonuje $rednio po jednym skoku w
lewo lub w prawo na jednostke czasu.

— Przy niezerowym polu (E # 0) “A” skacza w lewo z “prawdopodobienstwem” exp(E/2)
oraz w prawo z “prawdopodobienstwem” exp(—FE/2) (znéw na jednostke czasu sy-
mulacji). Czastki “B” za$ skacza z czestotliwoscia proporcjonalna do exp(—E/2) i
exp(FE/2) odpowiednio w lewo i prawo. Dlatego generalnie przy przylozonym polu
czastki “A” dryfuja w lewo za$ “B” w prawo.

e Mozliwosci zastosowania modelu reptonowego do innych zagadnien.
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Opowiesé 18
Sie¢ sprzezonych odwzorowan

Babcia Weatherwax czytata z pewna niechecia, ale liczyta bezbtednie. Zaktadata, ze wszystko,
co napisano, prawdopodobnie jest ktamstwem, i odnosifo sie to réwniez do liczb. Liczbuzywaja tylko
ludzie, ktérzy prébuja wykrecié jakis numer.

[Terry Pratchett, Maskarada, Prészynski i S-ka (Warszawa 2003)]

e Zastepujemy dyskretne stany komorki liczbami rzeczywistymi x; gdzie ¢+ numeruje komorki
sieci.

e Regule opisujaca stan komorki w zaleznosci od jej sasiedztwa zastepujemy wiec zbiorem
rownan iteracyjnych:

zi(t+1) = Fi({z;(t)}), gdzie 4,5 =1,...,N
i x;(t) zmienia sie zgodnie z przepisem Fj.
e Jedli argumentami F; sa

— wszystkie zmienne z; to sprzezenie miedzy zmiennymi jest globalne,

— tylko niektore sposrod x; to sprzezenie miedzy nimi jest lokalne.

e Te okreslenie nie musza byé Sciste — wecale nie musi by¢ zdefiniowana odlegtos¢ miedzy
zmiennymi x; — jednak w wielu zastosowaniach F; jest okreslona na otoczeniu x;, tak jak
to bylo w AK.

e Poréwnanie wspotczesnych technik obliczeniowych:

Formalizm przestrzen czas stan
AK dyskretna  dyskretny dyskretny
SSO dyskretna  dyskretny ciagly
czastkowe RR ciagla ciagly ciagly

e Poszerzenie dostepnych standéw komorki przestrzeni w technice SSO ma tez swojg cene —
AK uwalnialy nas od btedéw zaokraglen...

18.1 Jak zostaé¢ bankrutem...

e Sytuacja fizykéw jest w pewnym stopniu bardzo komfortowa — zrdédlo utrzymanie —
problemy do rozwiazania — zdaja sie tworzy¢ zbiér nieskonczony.
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18.1.

Polityk juz nie ma tak dobrze — po przekonaniu do swoich racji 38 milionéw oséb traci
motywacje do dalszych dzialan.

Na og6t jednak jednostka we wspolczesnym spoleczenstwie mie jest samowystarczalna i
musi korzystaé z rezultatéow dziatalnosci innych jednostek danej spotecznosci.

Zwigkszenie liczby débr (sil jednostki, jej bogactwa czy tempa ich gromadzenia) moze
nastepowac tylko poprzez pobieranie ich od innych osobnikéw.

Kazdy osobnik ¢ ma M sasiadéw {j(i)} od ktérych doznaje dobrodziejstwa.

Ograniczenie “dobr” w systemie/spoleczenstwie dane jest przez globalny nieliniowy wyraz
Verhulsta.

Wreszcie jednostka jest w stanie zorientowacé ktéry z sasiadéw przy jego zasobach i checi
ich transferu jest w stanie zapewni¢ jej najwickszy dochdéd — i do niego zwraca, sie z prosba
o dodatkows pomoc.

Problem nalezy do licznej klasy probleméw wspélzawodnictwa o dobra.

Zazwyczaj badania dotycza jednak dynamicznej réwnowagi w ukladzie (uktady takie maja
tendencje do samoorganizacji)

1 Model
dP;(t) M 1 & ’
T =AM 2 TP () = dae | 2 3 Pt (1)
j=1 j=1
+ A3 max [di; By (t)r(t))
Jij — tempo dostarczania débr j — i.

d;; — podobnie, ale od najbardziej obiecujacego.
A1, A2 i A3 — opisuja intensywno$¢ trzech uwzglednionych w modelu proceséw.
r; = 1 dla aktywnej jednostki i r; = 0 w przeciwnym wypadku.

Symulacje zaczynamy z samymi aktywnymi jednostkami, ale je$li w kolejnych krokach
czasowych jej moc P; spadnie ponizej zera jest ona eliminowana z gry r; = 0.

P; wyznaczamy numerycznie.
Dwa rodzaje sasiedztw:

— M sasiadéw jest losowanych (sa przypadkowi),

— sgsiadami sa najblizsi geometrycznie osobnicy (M/2 z lewej i M /2 z prawej) — wow-
czas na spoteczno$é¢ mozna patrzeé¢ jak na jednowymiarowy tancuch z periodycznymi
warunkami brzegowymi.
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18.1.2 Wyniki symulacji

Poczatkowo Srednia ilo$¢ débr w spoteczenstwie powieksza sie — dopdki zasoby nie zostana
przekroczone /wykorzystane.

Wéwezas moc/bogactwo niektérych z jednostek zaczyna gwaltownie spadaé, réwniez po-
nizej zera i sa oni eliminowani z gry, to zmniejsza doptyw dobr do kolejnych jednostek i
pociaga za soba kolejne “bankructwa”.

W efekcie tylko malty utamek z poczatkowej liczby osobnikéw pozostaje w grze.

W przypadku sasiedztwa przypadkowego — zazwyczaj fale kryzysu przezywa tylko jeden
osobnik, tracacy z czasem moc jak 1/t:

dPut(t)
37; = X Ph(t)

Jesli pozostanie ich dwoch lub wigcej mozna analitycznie rozwiazaé¢ uproszczony przypadek
dla J;; = J i d;j = d: érednia moc dazy do dodatniego i stabilnego punktu statego.

Sprawdza to stara dobra rzymska zasade do ut des— lepiej pomagac “przyjacielom” ktérzy
(by¢ moze) nam sie zrewanzuja niz osobom losowo wyciagnietym na sile z tramwaju.

Zatrzymajmy sie jeszcze na chwile przy spoleczenstwie z geometrycznym sasiedztwem.

Zdefiniujmy jako sukces spoteczenstwa sytuacje w ktérej po kryzysie pozostaje wiecej niz
jeden osobnik.

Procent “sukceséw” spoteczenstwa z geometrycznym sasiedztwem dla réznych wartosci

(A1,23). M =4, Ay =1, Ny = 10%, Nier = 10%,- Ny = 1000.

AtA3 05 1 152 25 3 35 4 45 5
0.5 78 63 61 59 H8 55 48 52 49 48
1 93 7771 65 60 60 58 54 54 52
1.5 96 .84 76 T3 67 65 62 59 57 44
2 9% 91 8& 78 71 70 65 63 60 37
25 97 94 89 82 T5 72 70 65 64 B9
3 97 95 92 86 81 76 74 69 67 66
3.5 97 9 92 90 8 79 76 73 70 68
4 97 97 9 91 87 8 T8 75 71 72
4.5 97 96 95 92 89 8 81 78 T8 75
) 97 96 96 93 92 88 & 81 80 73

Zastanawiajaca jest tak rézna rola parametréw A, As.

Mozna si¢ spodziewaé, ze zwiekszanie obu z nich powinno prowadzi¢ do zwiekszenia liczby
sukcesow.

Jedyng roznica jest odpowiadanie wyrazu z A3 za pewien rodzaj lokalnej optymalizacji zas
pierwszy jest automatyczny.

Srednia moc po odpowiednio dlugich czasach nie wykazuje tej przypadlosci.

Rezultaty “krecenie” parametrem A; moga by¢ latwo kompensowane poprzez zmiane As.
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e Srednia moc (P) (w jednostkach umownych) po Niger = 10* krokach czasowych usredniona
po Nyun = 100 niezaleznych symulacjach dla geometrycznego sasiedztwa i r6znych (A1, As).
M =4, =1, Ny = 10%

A1 A3 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 )
0.5 073 0.87 123 158 1.73 1.71 224 243 292 3.06
1 1.30 1.50 1.56 197 215 199 284 292 356 3.71
1.5 1.84 213 226 217 272 217 3.01 355 4.25 3.22
2 243 254 270 297 274 331 3.22 4.07 4.29 4.92
25 296 330 329 3.66 3.73 420 4.05 3.61 3.63 4.05
3 3.47 3.63 4.11 3.76 442 4.09 4.06 4.06 4.34 4.54
3.5 409 421 441 473 4.72 485 4.80 4.62 500 5.65
4 4.63 4.68 5.02 5.10 577 491 552 526 5.88 5.89
4.5 487 515 545 5.89 588 581 597 7.06 5.88 6.28
) 543 5.68 5.87 6.19 648 6.20 6.96 6.58 6.53 6.76

100 T T T T T

T T
geometrical neighbours ]
random.neighbours ------- ]

<P>

01 I 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

time
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100 T T - T
geometrical neighbours
random neighbours -------

80 | |

60 I |
c \\\

40 -
20 N |

0 1 1 ) Bt SN 1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

time

[K.Malarz, K.Kutakowski, cond-mat/0104487]

18.2 ...albo chociaz malzonkiem

18.2.1 Model

Grupa spoleczna jest reprezentowana przez digraf w pelni potaczony.
Dla t = 0 losowa warto$é p(i) “débr” jest wiazana z kazdym weztem i.

Kazdy link (i, j) jest réwniez inicjalizowany losowo i oznacza procent “débr” oferownych
przez ¢ dla j.

Dynamika zmian “débr”

2

dp(i) | P
= N*— Zp(]) + Z [T(],l)p(]) - T(Z,])p(l)],
j=1

pierwsze dwa wyrazy prawej strony réwnania wprowadzono dla utrzymania sumy p(i)
koniczonej (pewne podobienstwo do sktadnika Verhulsta). Trzeci wyraza wymiane “débr”
miedzy aktorami/agentami i i j.

Wysumowanie po j daje catkowity strumien “dobr” wplywajacych do i wyptywajacych od
i-tego agenta/aktora z wagami r(i, 7).

i — j przekazuje p(i) - r(i, )

Dynamika reorientacji kierunku przekazu “dobr” odzwierciedla zasade, by wiecej dostawal
ten od kogo dostajemy wiecej:

dr(i, j)

TEI) — o (i) - ),

N -1
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e wspolczynnik «v jest wspélng dla wszystkich szybkoscia reorientacji (zmiany r(4, 7)), przy
zalozeniu jednostkowej intensywnosci zmian p(7).

e p(i) <0 p(i) = 0
e W kazdym kroku symulacji
Vi : Zr(i,j) =1
J
18.2.2 Wyniki symulacji

e Po pewnym czasie pozostaja tylko pewne pary (m,n) partneréw o niezerowych p(m).i
p(n), kazda z r(m,n) = r(n,m) # 0.

e Pozostale r(m,i # n) zeruja sie.
e Niesparowane nody maja p(i) =0
e Procent p(i) > 0 rosnie z a i nieco maleje z N.

e Czyzby model spoleczenstwa monogamistow???

N=10, 0:=0.2, At=10"%, P=20%

5 T L B L B T e N - T

M |
1000
(a) time step

100000 1e+06
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N=10, o=1, At=10"* P=80%

2 T L L L 1

0.8
06
0.4
0.2
O " " M| " " M| " " M| " " M| " " !
1 10 100 1000 10000 100000
(b) time step
Nier=107, At=10"*
100 T T T T T T T T

1e+06

P [%]

[J.Karpinska, K.Malarz, K.Kutakowski, Int. J. Mod. Phys. C15 (2004) 1227, cond-mat/0405216]

Ewolucja r(i, j) bez uwzglednienia p:

dr(i, j o r(k,i
L3-S

The amount of resources as dependent on time for N = 10 and o = 0.2.

(18.1)
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Pl

1 10 100

The scheme of a pair and two kinds of triads.
1
& @
05
@ 015 @ @ 05 @
Nos N\os y

N
©)

[M.Wagko, K.Kulakowski, Acta Phys. Pol. B38 (2006) 7?7, physics/0605070]

18.3 Ksigze i zebrak, czyli modelowanie hierarchii spotecznych

e In the Bonabeau model, N agents walk randomly on a given area and fight when they
met. Initially, the outcome of fights is random.

e However, agents are able to remember for some time their past results and this memory
influences their subsequent fights.

e Then, there are two competitive mechanisms.
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— First, each fight influences the agents’ power: winner is stronger and looser is weaker,
what alters the probabilities of winning of their future fights.

— Second, the information of these alterations is gradually erased.

e As a consequence, a phase transition can be observed: for a given velocity of forgetting,
frequent fights produce a hierarchy of permanent winners and permanent loosers. This
hierarchy is maintained in time.

e However, if fights are rare, the hierarchy is being forgotten quicker, than it is reproduced.

e The frequency of fights depends on the number of fighters on a given area. The order
parameter is the dispersion of power of the agents, or the dispersion of probabilities of
winning/loosing of pairs of agents.

18.3.1 Model

e Two fighters ¢ and j are selected randomly from a population of N agents.

e The probability that i-th agent wins over j-th is

CoN 1
P30 = 1 oo = R0} 152
where h; is the power of i-th agent at time ¢ and
o?(t) = (hF () = {hi(t))?, (18.3)

where (---) is the average over N agents. As an output of the fight, the power h; of the
winner increases by € and the one of the looser.decreases by .

e Every Ny steps (i.e. fights), the powers h; of all agents are multiplied by the factor (1— f),
where f € (0,1). This is the step of ‘forgetting’.

e As often as forgetting procedure takes place the current value of dispersion o is evaluated
which is then fixed during next Ny fights. The number of such updates of o is Nj. Then,
the total number of fights during one simulation is N Njtep.

18.3.2 Wyniki symulaeji

Dependence of o(f) for (a) fixed Ny = 10 and different values of N and with tuned values
of Ny for N-independent values of fc: (b) fo = 0.3, (c) fo =0.5.
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(@) N;=10000, N, =300
1000

100 |

0.01 |

0.001 }

00001 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0O 01 02 03 04 05 06 0.7.0.8 09 1

f

(b) N,io,=300
1 000 : T T T T T T N, Nfl T

50, 5000 ——
100, 10000 -
500, 27500 -

1000, 50000 =

100 |

10 |

0.1}

0.01 }

0-001 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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f
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(c) Ny =300

1000 E% T T T T T T N’ Nfl T
100 X\ 50, 10000 —+—
Y 1
-ngxxx 500, 60000 =
LI oo 1000, 112500 e E
: ﬁ%w ]
o) 1F ﬁﬁ‘%\ .
0.1 :‘ %@M\ _:
: tal m%ﬁ%m%%&\k
01 LW
0.01 | N
0001 ! ! L L 1 I I I | ) ]

0O 01 02 03 04 05 06 0.7-0.8 09 1
f

Dependence of N (V) for different values of fc. Linear fits are Ny = 105N +7756 (fc = 0.5)
and N; = 46N + 4095 (fo = 0.3).

Nitr=300
1 20000 T T T T T T T T T

100000

80000

Z 60000

40000

20000

4o
£

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 9001000

N

We note that the obtained values of o are stable vs time, because the distribution of the
agent’s power h; stabilize after some transient time.
Time evolution of 0. Between subsequent o evaluations Ny fights take place.
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N; fights between evaluation of ¢

100 F————— RN
_ 1000, 10000, 0.2 —— |
10 b .
F T, 1000, 10000, 0.8 = ]
- 10000, 10000, 0.5 =
1F 4
o 10000, 50000, 0.5 -«
01} = |
0.01 | * ]
o001 L— e
1 10 100 1000

time

Dependence of the critical value of the forgetting parameter fo on the system size N for
Ny = 50000. The least-square fit fo(N) oc N7088 to the last decade is included.

Ni=50000

10 | ———

T E
y ¥
W2 Ik
Jr
R _:
: e :
0.01 S R
100 1000 10000
N

(a) Final values of o in small societies (N = 100) do not depend on an initial distribution
of h;. Different values of Ny do not alter this result but shift the critical value fc. (b) When
system is large enough (/N = 500), the critical point fc for given number of fights Ny depends
on the initial conditions. (c¢) The initial inequality influences the critical point for N > 175.
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(b) N=500, N;,, =300
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f
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(c) Ni=10*, N, =300

1000 . . . ; .
I t=0:
N=400: h=0 — |
100 L random <
N=200: h=0 - |
i n random =
10 ¢ ‘ . 1
© i % ;‘o N=100: hj=0 - |
1L random = |
01 F
0.01 : ' ' ' '

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

[E. Bonabeau, G. Theraulaz, J.-L. Deneubourg, Physica A217.(1995) 373], [K.Malarz, D.Stauffer,

K.Kutakowski, Eur. Phys. J. B50 (2006) 195, physics/0502118], [D. Stauffer, AIP Conf. Proc.
779 (2005) 75 physics/0503128]
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Podsumowanie

Rincewind wyczut znajoma atmosfere. Oddychat juz taka, cho¢ dziato sie to na drugim koncu
Swiata. Wypetniat ja odér zimnego potu wydzielanego wskutek nagtej Swiadomosci, ze chyba juz za
pézno na powtérke materiatu, ktérg cztowiek stale odktadat. Rincewind przezyt wiele straszliwych
momentdéw, jednakze zaden nie zajmowat tak poczesnego miejsca w leksykonie grozy, jak te kilka
sekund po tym, gdy kto$ powie: “Odwrdlcie teraz kartki i przeczytajcie pytania”.

]

Rincewind siegnat po zapasowa karte.

Nagtéwek brzmiat: Egzamin na stanowisko Asystenta Czysciciela- Latryn w dystrykcie W'ung.

[-]

Kandydaci nie przerywali egzaminu. Jeden z odwazniejszych podwinat jednak nogawke spodni
i skopiowat poemat o mgle, ktéry z wielkim wysitkiem utozyt jaki$ czas temu. Po kilku prébach
cztowiek zaczyna sie domyslaé, jakie pytania zadadza egzaminatorzy.

[Terry Pratchett, Ciekawe czasy, Proszynski i S-ka (Warszawa 2003)]

e Symulacja komputerowa moze by¢ uzyteczna wszedzie tam, gdzie ze wzgledu na swoja
zlozonosé, problemy nie moga by¢ rozwiazane analitycznie (np. dla ukladéw o duzej liczbie
stopni swobody).

e Wyniki symulacji moga nie$é zarowno informacje typu “doé$wiadczalnego” jak i byé uzy-
teczne przy konstruowaniu i weryfikacji modeli teoretycznych.

e Dynamika molekularne = numeryczne catkowanie rownan ruchu uktadéw wieloczasteczko-
wych.

e Metody Monte Carlo = statystyczne metody symulacyjne wykorzystujace liczby pseudo-
losowe.

e Automaty komorkowe = dyskretyzacja czasu i przestrzeni, wykazywanie zlozonych zacho-
wah i dlugozasiegowych korelacji na bazie prostych i lokalnych oddziatywan.

o W wielu przypadkach AK pozwalaja prawidlowo opisaé statystyke lokalnych konfiguracji
— i to decyduje o zgodnosci wynikéw symulacji z doswiadczeniem.

o Wprowadzone przy tym uproszczenia opisu uktadu okazuja sie nieistotne.

e Przydatno$é¢ AK do badania chaosu metoda rozprzestrzeniania sie uszkodzen — przy dys-
kretnych stanach komérek sieci bardzo tatwo wprowadzi¢ “male” zaburzenie stanu poczat-
kowego.

[K.Kutakowski, Automaty komérkowe, OEN AGH, Krakéw 2000]
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