KSN — IIT FK — teoria 10
Calkowanie numeryczne

Zajmujemy sie kwadraturami — tj. znajdowaniem numerycznie wartosci calki oznaczonej I z funkeji f(z) (badz
q(z) z wagq p(x)) na przedziale [a, b]
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Czesto metody numerycznego calkowania funkcji bazuja wprost na definicji calki Riemmanna (czy jak kto woli
na jej geometrycznej interpretacji) nie wykonujac zadanego w definicji przejécia granicznego:
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Do przyblizonego znajdowania wartosci calki (1) z (2) mamy:
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przy czym wspOlczynniki w; nie zaleza od f(x) za$ x; nazywamy wezlami kwadratury.

W najprostszym przypadku pole pod krzywa y = f(z) przyblizamy suma pél prostokatéw (stad nazwa
metody) o dlugosci ,podstawy” A; i ,wysokosci” f(x;), gdzie przedzial catkowania (b — a) podzieliliémy na
N (niekoniecznie réwnych) odcinkéw A;. Wzoér ten bedzie dokladny dla funkcji stalej. Przyblizenie kolejnych
kawalkéw funkeji podcatkowej trapezami (metoda trapezdw) czy parabolami (metoda Simpsona) przy zachowaniu
kroku tego samego kroku catkowania oczywiscie poprawi dokladnos¢ obliczen. Stopien wielomianu dla ktérego
kwadratura jest doktadna nazywamy jej rzedem.

W przypadku, gdy wezly kwadratur sa réwnoodlegle A; = const = (b — a)/N a funkcje podcatkowa f(z)
zastepujemy wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a z wezlami @ = z¢p < z1 < ... < zxy = b wzor (3)
nazywamy zamknietymi kwadraturami Newtona—Cotesa. W praktyce przedzial calkowania rzadko przybliza sie
wielomianem wysokiego stopnia. Za zwyczaj przedzial [a, b] dzieli sie na kilka podprzedzialéw i w kazdym z nich
stosuje sie kwadrature niskiego rzedu (méwimy wéwcezas o kwadraturach zlozonych).

Jedli przy zadanej liczbie wezléw N bedziemy poszukiwaé wezléw x; i wspdlczynnikéw w; tak, by rzad
kwadratury byl jak najwigkszy — méwimy o konstrukeji kwadratur Gaussa. Gdy w réwnaniu (1) za przedzial
catkowania przyjmiemy (—oo,+00) a wage p(z) = exp(—2?) to mamy do czynienia z kwadraturami Gaussa—
Hermite’a. Wezly kwadratur sa wéwczas zerami ortogonalnych wielomianéw Hermite’a.

Geometryczng interpretacje calki riemmannowskiej mozna wykorzystaé jeszcze na jeden sposob. Szukanie
calki (1) jest réwnowazne poszukiwaniu pola powierzchni figury ograniczonej wykresem funkeji y = f(z), osia
OX oraz prostymi x =a iz =b.

Jesli ograniczymy nasza figure prostokatem y = min f(z), y = max f(z), z = a iz = b to prawdopodobiefistwo
trafienia w nia przy losowym wyborze pewnego punktu wewnatrz naszego prostokata dane jest stosunkiem jej
pola powierzchni do pola powierzchni tego wlasnie prostokata. Liczba ,trafien” do catkowitej liczby ,strzatow”
bedzie wiec przyblizaé¢ rzeczywista warto$é pola figury (a wiec i calki (1)) tym lepiej, im wiecej takich strzaléw
y,oddamy”. Tak przedstawia si¢ idea calkowania Monte Carlo w najprostszej postaci (metoda chybil-trafil,
orzel-reszka).

W bibliotece Numerical Recipes metody trapezéw, Simpsona i Romberga implementowane sa w procedurach:
gtrap, gsimp i qromb.
Procedura
SUBROUTINE gsimp(func,a,b,s)
REAL a,b,func,s,EPS

wyznacza wartosci calki s z funkcji func na przedziale [a,b]. Dokladno$é ich wyznaczenia reguluje parametr
EPS.

Pseudoprzypadkowe liczby o rozkladzie jednorodnym w przedziale [0,1] generuja procedury ran0, ranl, ran2
i ran3.



Jedna z funkcji biblioteki GSL umozliwiajacych numeryczne catkowanie jest

int gsl_integration_qng (const gsl_function *f, double a, double b, double epsabs,
double epsrel, double *result, double *abserr, size_t *neval)

Wykorzystuje ona schemat Gaussa-Kronroda do obliczenia calki funkeji £ (przekazanej jako wskaznik do obiektu
typu gsl_function) na przedziale [a; b]. Parametry epsabsi epsrel oznaczaja odpowienio bezwzledna i wzledna
wymagana warto$¢ dokladnosci (procedura zakoficzy sie w momencie spelnienia jednego z tych warunkéw).
Wynik umieszczany jest w *result, *neval zawiera¢ bedzie ilos¢ wykonanych obliczen warto$ci funkcji, a abserr
oszacowanie bledu bezwzlednego.
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