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Lagrangian i zasada Hamiltona

o Podobienstwo r. Lagrange'a opisujacych ruch uktadu mechanicznego do r. E-L
w problemie wariacyjnym, sugeruje, ze istnieje funkcjonat (nazywany dziataniem):

ktéry poddany zasadzie wariacyjnej prowadzi do r. Lagrange’a:

LA D
dt 8(]] 3qj_ =

o Zasada Hamiltona (zasada najmniejszego dziatania): Sposréd wszystkich
mozliwych drég, wzdtuz ktérych uktad dynamiczny moze przejéé z jednego
punktu w przestrzeni konfiguracyjnej do innego, w zadanym przedziale czasu,
realizowana jest ta droga, ktéra odpowiada wartosci stacjonarnej dziatania.

o Lagranzjany rézniace si¢ pochodng zupetng dowolnej funkcji wspétrzednych
uogdlnionych i czasu, prowadza do takich samych réwnar ruchu (65 =0 = 45):

d

§= L ityd = [ Ligandes [ Dar= st g, 0) ~ flatn).m)
t1 t1 t1

M. Przybycien (WFilS AGH) Metody Lagrange’a i Hamiltona ... Wyktad 5 1/12



Energia potencjalna zalezna od predkosci

o Istniejg uktady w ktérych przytozone sity nie s3 zachowawcze (tzn. nie istnieje
potencjat V'), a mimo to réwnania ruchu moza zapisa¢ w postaci r. Lagrange'a.
Jest to mozliwe w sytuacji kiedy uogélnione sity daje daje sie zapisaé w postaci:

gdzie U((j’,(j’,t) jest energia potencjalng zalezng od predkosci.
Lagrangian przyjmuje wéwczas postacé:
L(7,4,t) = T(q,4.t) - U(Z.4.1)

Przyktad: Lagrangian czastki natadowanej poruszajacej sie w statycznym polu

elektrycznym i statycznym polu magnetycznym.

Mozna pokazaé, ze site Lorentza F=cE+etixB daje sie wyprowadzi¢ z réwnan
Lagrange'a wprowadzajac energig potencjalng zalezng od predkosci

= ea(7) — e A7)
gdzie ¢ i A to petencjaty skalarny i wektorowy, z ktérych mozna skonstruowaé
pola E= —V¢ oraz B =V x A. Sam Lagrangian czastki przyjmuje postac:

Lzém?-?—edf')—i—e?’-A(F)
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Funkcja energii h

o Rozwazamy uktad opisany za pomoca lagranzjanu L(q, (j‘,t) Pomnézmy j-te
réwnanie Lagrange'a obustronnie przez ¢; i wysumujmy po indeksie j:

" [d (oL . oL oL
0= (== TR
; [dt (3%) 8%] ; [dt (8% qj) 9q; " 3%%]
d |~ /0L, OL dh 0L
= a ;(W-I) Lt m e w

oL .

gdzie h = Z( ) L nazywamy funkcja energii ukfadu.
j=1 li

o Interpretacja funkgji energii h:

o L = L(q,q,t) oraz DL/dt # 0; h nie jest zachowane oraz h # T + V

Przyktad: Wahadfo matematyczne z drgajacym punktem zawieszenia Z(t).
1

L= im(a292 + 7% — 2407 sin ) + mg(Z + a cos 0)
, 0T 1 259 52
h = 9£—L—2 m(a“0° — Z°) —mg(Z + acos @) #T + V # const
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Funkcja energii h

o Jedli L =L(7 q) wtedy L/t =0 skad wynika, ze h jest stala.

Przyktad: Czastka o masie m i tadunku e poruszajaca sie w statycznym polu

—

magnetycznym B(7)

L= g Fter A(R)

.OL .0L 0L 1,2, 2 .2

w%—l—ya—y—l—z%—L: 5 (m +9° 4+ 2 ) = h = const
h jest w tym przypadku energia kinetyczna czastki, ktéra jest zachowana poniewaz sita
magnetyczna nie wykonuje pracy.

o W przypadku standardowego uktadu zachowawczego h =T + V = const i mamy do
czynienia z klasyczng forma zachowania catkowitej energii E.

o Stata ruchu nazywamy funkcje f(q,¢,t), ktdéra nie zmienia swojej wartosci
podczas ewolucji uktadu.

Przykfad: W ruchu oscylatora harmonicznego o czestosci kotowej w, @ = —wz,

. . ;. . o wx
zachowana jest wielko$¢: f(z,z,t) = arctg (—) — wt.

— —_— = f— — | r = :0
it~ Oz 89'cm+ ot 1+ w?x?/32 :i'$+ 1+ w?z? /12 m"2] T
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Pedy uogodlnione

@ Pedy uogdlnione dla uktadu holonomicznego opisanego za pomoca lagranzjanu
L(q,q.,t), odpowiadajace wspbtrzednym uogdlnionym g¢; definiujemy jako:
0L

Przyktad: Pedy uogdlnione dla problemu bloku zsuwajacego sie bez tarcia po

réwni pochytej, ktéra moze sie poruszaé bez tarcia po poziomej ptaszczyznie.

1 1
Lagranzjan: L = §M¢2 +5m (2% + 9% + 24y cos &) + mgy sin v
oL . —
Pedy uogélnione: Po = 5o = Mt + m(z + y cos o)
oL o
Dy = 5 m(y + & cos )
Tutaj p, jest sktadowa pozioma pedu ukfadu, ale p, nie jest sktadowa pedu.
dp, 0L
o Réwnania Lagrange'a moga byc zapisane w postaci: @i _ 9%
de 3qj

L
W przypadku gdy g— = 0, wtedy uogélniony ped p; jest staty ruchu.
4;

Wspétrzedne g; nazywamy wtedy cyklicznymi.
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Symetrie i prawa zachowania - ped

o Niech S bedzie uktadem zachowawczym z energia potencjalng V. Jedli przy
przesunieciu S (jako catosci) réwnolegtym do wektora 7 i zgodnym z wiezami,
energia potencjalna V' nie ulega zmianie, to wéwczas w kazdym ruchu uktadu S,
sktadowa pedu liniowego réwnolegta do wektora 7 jest zachowana.

Po przesunieciu A réwnoleg’rym do wektora 77 zmienia sie konfiguracja uktadu:
r1—>r =F+M = {§— ¢ oraz f;?‘ =7(7)

Startujac z r. Lagrange'a w postaci:

d (0T or oV 1 T . or;
S ) - =2 gdzie T== mi 77, oraz 1 = “ i
<3%> g, dq; © 2 ZZ: Z O™

otrzymujemy

. OF oV oq}
;mivi.a_qj:_a_qﬂ' /'lB_)J\L\:O /Z

. or; | 0} L1
Zi:mivi' Z A [3_)]\]/\_0 :_Za_qj
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Symetrie i prawa zachowania - ped

Poniewaz:

or; | 0¢} - 9 ) 99} {d . ﬁk} {afg} _
Zaqj [ax A:O_Z aq;“(q) YN d)\rl(q)/\zo_ P N

Jj=1

oraz V' nie zmienia sie przy przesunieciu, V(§*) = V(q):

oV | 9g; n 9 . 3]% d. .
G o N N

8qj =

W rezultacne otrzymujemy:

Z mszz =0 = (Z m11)1> = const
i

co oznacza, ze sktadowa pedu w kierunku wektora 77 jest zachowana.

Przyktad: W ruchu klocka po réwni i rowni po stole w przypadku braku tarcia nie

zmienia sie energia potencjalna przy ruchu poziomym, w zwiazku z czym sktadowa
pedu w kierunku poziomym x jest zachowana.
oL

Po= 5o = =Mz +m(E + ycosa)
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Symetrie i prawa zachowania - moment pedu

o Niech S bedzie uktadem zachowawczym z energia potencjalng V. Jesli przy
obrocie S (jako catosci) wokét ustalonej osi k, zgodnym w istniejacymi wiezami,
energia potencjalna V' nie ulega zmianie, to wéwczas w kazdym ruchu uktadu S,
sktadowa momentu pedu wzdtuz osi Ejest zachowana.

Niech A oznacza kat obrotu uktadu S wokét osi k. Postepujac podobnie jak w
przypadku pedu dostajemy:

) 877‘{\]
mﬂ_fl . L =0

o d\ - o -
(;; GRxm = aT;\:kXFiA wiec:

. - d -
Zmif/’i'(kxﬁ)z(] I=>1t (Zmﬂ_’; xﬁi) -k = const
i i

co oznacza, ze sktadowa momentu pedu wokdt osi k jest zachowana.

Poniewaz mamy:

o Uwaga: W przypadku kazdego uktadu S, ktdérego energia potencjalna jest
niezmiennicza wzgledem wszystkich translacji i rotacji, zachowane s3 wszystkie
trzy sktadowe pedu i momentu pedu.
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Twierdzenie Noether

o Twierdzenie Noether: Jedli dziatanie S dla uktadu o n stopniach swobody jest
niezmiennicze wzgledem transformacji wspétrzednych uogdlnionych i czasu:

t—t =t+ eX( (t),t) oraz  qi(t) — qi(t') = @:(t) + €Py(q(t), 1)
i AS= j (), ') dt’ —Ith(q(t),q'(t),t) dt =0

L
to wielko$¢ C = Z 4 qZX —U,;) — LX jest stata ruchu.

Dowdéd:

dgi(t") _ dt dgi(t")

b g — Ao eX)@ V) =gitel, € q

AS = f: L(q+ eV, q‘+e£,t+eX)(1+eX)dt—Lt2L(q,q',t)dt=
Y ) o
I{LJFZl[ 7. g]—kEeX}(l—keX)dt—det—

L

t1
ta (n
0 oL oL .
=< {Z et ] EX+LX} &
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Twierdzenie Noether

Aby AS = 0 dla dowolnych ¢ i przedziatu catkowania, musi zachodzi¢:

Uio— + (¥ — ¢ X LX + 22X =
Z;[ ag )3% Tt =0

g dt \9qw ) ~ =) iy —L a_ o=

aq}c (8% > O, h g 4k an ) dt ot
;[\Ijidt <3di>+%3ql} B @t T {l (%X ‘I’)—LX}—O

o Lagranzjany rézniace sie pochodng zupetna po czasie dowolnej funkcji G(q,t)
prowadza do tych samych réwna ruchu (slajd 6-1). Twierdzenie Noether mozna
uogdlni¢ do stwierdzenia, 2e zachowana jest wielkos¢:

C= aL(qu v,) - LX +G
zlaq

o Uwaga: Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Noether nie jest prawdziwe, tzn.
istnieja state ruchu, ktére nie sg stowarzyszone z ciggtymi symetriami dziatania.

Przykfad: (slajd 5-4) - U(z,t) i G(z,t) takie, ze:

Nie istnieja funkcje X (z,t),

1
§(m3'32 + mw?2?) X (z,t) — mi¥(z,t) + G(x,t) = arctg (%) — wt
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Twierdzenie Noether - przykfady

Przyktad: Jedli lagranzjan nie zalezy bezposrednio od czasu, tzn. operacja symetrii

ma postaé t —t' =t +eX - wtedy wielko$cia zachowana jest funkcja energii:

" (0L
UV, =0,X=1 = hzZ((qu‘)—chonst
i=1 v

Przyktad: Jesli lagranzjan uktadu jako catosci jest niezmienniczy przy obrotach
wzgledem osi 7, to moment pedu uktadu wzgledem tej osi jest zachowany.

Jako wspétrzedne uogdlnione wybieramy:
Q1 = 21, g2 = Y1, g3 =2
g3N-2 = TN, §3N—-1 = YN, 3N = ZN \
Lagranzjan jest niezmienniczy wzgledem transformacji: ¢} = ¢; +€¥;

\Ifl :(’fLXFl)z, \Ilzz(fLXFl)y7 \Ifgz(ﬁXFl)z

Usn_o = (N X TN )z, Usn—2 = (1 X Tn)y, Yan = (2 X Tn)2
Z twierdzenia Noether wynika, ze:

3N N N
oL oL
—kglﬁll/k:—g — - (A X 7;) = const = ﬁ~k§=17"}><15}-:const

i=1 9T
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Réwnania Lagrange'a w postaci Hamiltona

Przyktad: Réwnanie orbity czastki o masie m poruszajacej sie w polu

grawitacyjnym masy M umieszczonej w poczatku uktadu wspotrzednych.

1 . M
Lagranzjan: L = §m(1*2 +726%) + qm

Réwnania ruchu Lagrange’a: 7 — rf? = ————, oraz 2rif+ 720 =0

F
s réwnaniami rézniczkowymi (ODE) drugiego stopnia w zmiennych {r(t),0(¢)}.
Woprowadzajac zmienne v, =7 oraz vy = 6 mozna powyzsze réwania zapisac
jako ukfad czterech ODE pierwszego stopnia w zmiennych {r, 6, v,., vy }:

7= Up, Oy = rvg — GM/r?, 6 = v, g = —2v,v9/7
Jako nowe zmienne mozna takze wykorzysta¢ pedy uogélnione p; = g—qu:
oL . oL 95
przﬁzmr pgzﬁzmre

Odwracajac powyzsze réwnania i korzystajac z réwnan Lagrange'a p; = g—;
&

znajdujemy uktad czterech ODE pierwszego stopnia w zmiennych {r,0,p,, pg}:
poPr L _ Db omM o b
m’ Pr = s 2’ mr2’

Ukfad ten to tzw. posta¢ Hamiltona réwnan Lagrange'a.

pg =0
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