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Transformacje Legendre'a

0

Przejscie do postaci Hamiltona wymaga odwrécenia réwnania p; = EY —L(q, )
. a;

tak aby wyrazi¢ ¢ przez ¢, p' oraz t. !
Interesuje nas ogdlna metoda takiej transformacji, ale zaczniemy od dwéch funkgji
dwdch zmiennych. Niech vy (ug,us) i va(ug,us) beda zdefiniowane przez:

- 6F(U1,UQ) Vo — 6F(U1,UQ)
! Bul ’ 2 (9’(1,2
Chcemy pokazaé, ze istnieje taka funkcja G(v1,v2) ze zmienne wuy i uz mozna
zapisaé w postaci: oG oG
ur = 45—, Ug = 75—
ovy 0vy

Rozwazmy wyrazenie X = F(u1,u2) + G(v1,v2) — (u1v1 + ugve) w ktérym
zmienne vy i vg S3 wyrazone za pomoca zmiennych uj i uz. Obliczamy pochodna:
0X OF <8G ov,  OG 81}2) B < Ovy 61}2) B

our  0u;  \ o 0wy | vy 0wy vty Tlg

OF N L (96 NP (0G _ N\ow
8u1 ! 8’1)1 ! 6u1 8?}2 2 8u1 B

Podobnie znajdujemy, ze 9X/dug = 0.

Oznacza to, ze X jest stata, ktérg mozna wiaczy¢ do definicji funkeji G.
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Transformacje Legendre'a

A wiec funkcja G (tzw. transformata Legendre'a F') zawsze istnieje i ma postaé
G(v1,v2) = (u1v1 + ugv2) — F(u,uz)

gdzie uy i ug nalezy wyrazi¢ za pomoca vy i vs.

Przykfad: Niech F(uy,us) = 2u? + 3ujus + u2. Znajdz funkcje G(v1,v2).

oF
Mamy v; = — = 4uy + 3uo, Vg = = 3uq + 2us
Ouy dugy
A wiec G = (u1v1 + ugva) — F(uy, ug) = —v? + 3v1v — 203

Wielowymiarowe transformacje Legendre'a:

Niech zmienne ¥ = (v1,va, ..., v,) beda okreslone przez zmienne aktywne
@ = (u1,us, ..., u,) oraz pasywne W = (wy, ws, ..., w,) za pomoca formuty:

= def oF a_F
uy’ " Ouy,

Formuta odrotna ma postaé: @ = V;G(7, @) gdzie G(7,@) =@ 7 — F(i,0)
Pochodne funkcji F'i G wzgledem pasywnych zmiennych zwigzane s3 relacja
Vg F (i, %) = —VgG(7, @)
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Réwnania Hamiltona

Niech S bedzie uktadem o n stopniach swobody opisanym lagranzjanem L(q, (j',t)
Réwnania Lagrange'a

d /(0L oL

— (= )—-—=—=0 i=1,...,n

dt (8@) 9 ’
to ODE drugiego stopnia, ktére chcemy przeksztafci¢ do postaci Hamiltona, tzn.
réwnowaznego uktadu 2n ODE pierwszego stopnia w zmiennych ¢(¢), p(t) gdzie:

oL oL - :
i=( 2 2 | = V2 L(G, G,
P <8q'1’ ’8%) VeL(,q,t)

Najpierw chcemy wyeliminowaé ¢ z réwnan Lagrange'a na rzecz p. W tym celu
musimy odwréci¢ powyzsze réwnanie. Stosujac transformacje Legendre'a mamy:

§=VyH(J,P1)
Funkcja Hamiltor]a H(q,p,t) uktadu S nazywamy transformate Legendre'a funkcji
Lagrange'a L(q,q,t).

Poniewaz funkcje H i L sa zwigzane transformata Legendre’a, wiec

H(q,p,t) = ¢ 97— L(7,q,t)
VeLl(7.q.t) = —V~H<cm t)
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Réwnania Hamiltona

Roéwnania Lagrange'a moga by¢ zapisane w postaci ﬁ': ﬁqL((j’,cf’,t). Eliminujac ¢j’
z tych réwnan otrzymujemy réwnania Lagrange'a w postaci Hamiltona:

p=-VgH (G pt)

Réwnania Hamiltona

Ukfad n réwnan Lagrange’a jest réwnowazny uktadowi 2n ODE pierwszego rzedu
w postaci:

= VyH(,7,1) p=-VeH (T 1)
zwanych réwnaniami Hamilto.na. Funkcja Hamiltona H (g, p,t) jest transformacja
Legendre'a lagranzjanu L(q, q,t).
W rozwinietej formie réwnania Hamiltona przyjmuja postac:
0H . 0H

'.:_7 = -, ‘:1,...,7’[;
qj 817]‘ Dj 8qj J

Uwaga: Jesli lagranzjan zalezy bezposrednio od czasu wtedy réwniez w funkgji

. . . . - . oL OH
Hamiltona wystepuje bezposrednia zaleznos¢ od czasu i mamy TS
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Réwnania Hamiltona

Réwnania Hamiltona dla wahadta mtematycznego.

1 .
Lagranzjan: L = émoﬂe? + mga cos 6

Uogdlniony ped sprzezony ze wspdtrzedng 6 dany jest przez:
oL . .
=— =md = .
00 ma?

znajdujemy funkcje Hamiltona:

Do

. 1 .
H=0py— L= (p_e) po — —=ma’0? — mgacosh = — mga cos 6
m

a? 2 2ma?

Natomiast réwnania Hamiltona dla wahadfa matematycznego maja postaé:

o 20 _ po
Opg  ma?
. 0H .
Po = ——5p = —mga sin 0

Uwaga: Rézniczkujac po czasie pierwsze réwnanie i wstawiajac za pg z drugiego

otrzymujemy réwnanie Lagrange'a: 6+ g sinf = 0.
a
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Whtasnosci Hamiltonianu H(q, p,t)

Funkcja Hamiltona jest identyczna (co do wartosci) z funkcja energii:
"\ 0L . - n .
h=Y ag i~ L@@ = > dip; — LG, 1)
j=1 "1 j=1

W szczegdlnosci jesli hamiltonian nie zalezy bezposrednio od czasu, to H jest
stata ruchu:

H(q,p) = Za 4+ Za pi = Z <8pj> g}i( 361]):

Jedli S jest standardowym uktadem zchowawczym, to hamiltonian H jest
catkowita energia uktadu w zmiennych ¢'i p:

H(q.p) =T(q.p) + V(q)
Zachowanie uogdlnionego pedu: Jesli wspétrzedna uogdliniona g; jest wspdtrzedna
cykliczng (tzn. jawnie nie wystepuje w hamiltonianie), to wtedy uogdlniony ped p;
sprzezony z q;, jest staty ruchu:
oH ) oOH

=0 = p=—-—=0
8(]j J
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Réwnania Hamiltona

Przyktad: Réwnanie orbity czastki o masie m poruszajacej sie w polu

grawitacyjnym masy M umieszczonej w poczatku uktadu wspotrzednych.

Jest to uktad zachowawczy, wiec H =T + V gdzie:

1 . M
T=om(+1r%%)  V=-G——
oL oL .
Znajdujemy uogdlnione pedy: p, = 5 = mr Py = T = mr
Réwnania te tatwo odwrécic: 7= L& = p_92
m mr
Zapisujemy Hamiltonian:
1 . M - . M
H=T+V=c-m@+r2?)-gl==2 P gl
2 r 2m  2mr? 7

| znajdujemy réwnania Hamiltona:

2
o O 5= 08 _ vy omM
Op, m or  mr3 72
. OH Po . oOH
= —= — = ——— = 0
0 Opy  mr? Ro 00
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Przestrzen fazowa Hamiltonianu

Ruch uktadu S opisanego Hamiltonianem H (g, p,t) mozna przedstawi¢ graficznie
w 2n wymiarowej tzw. przestrzeni fazowej.

Przyktad: Narysuj trajektorie w przestrzeni fazowej dla uktadu S opisanego za

- P ¢
pomoca lagranzjanu: L = 1T o

Znajdujemy hamiltonian ukfadu:

: 1 2 ¢ 2 ?
H=dgp-L=02pp- ;)" +5=p

_|._
©o|S]

oraz réwnania Hamiltona:

2 4
Gg=2p oraz p:—gq = ('j+§q=0
Ogdlne rozwiazania tych réwnan Hamiltona maja

postac:
g = 3Acos ((2t/3) + @)

p = —Asin ((2¢/3) + ) e ,
N

Jest to ruch okresowy, wiec trajektorie na diagramie
fazowym tworza zamkniete petle.
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Twierdzenie Liouville’a

o Twierdzenie: W ruchu uktadu opisanego hamiltonianem
zachowana jest objeto$¢ w przestrzeni fazowej (g, p).

Dowdd:
Oznaczenia: (4, p) = (T1, eey Ty Tyt 1y oo, T2m)
oo Mo O
qk 6pk = I, .- Pk aqk = 1"2n
Réwnania Hamiltona ¢, = O_H, Dk = _B_H przyjmuja postaé = ﬁ(f, t)
Opk Oqx,

Ograniczmy sie do dwuwymiarowej przestrzeni fazoweJ Typowy punkt Z z

obszaru R po czasie t znajdzie sie w punkcie X = X(az t) obszaru R;.
Objetos¢ obszaru Ry wynosi:
. 8X1/6;z:1 8X1/8x2
t) = dX;dXs = J|dx1d d J =
v ) th ! 2 fRo| | T2 gane 6X2/6x1 8X2/8l’2

Dla matych ¢t mamy:

—

(@ 1) = X(@ 0) + 127,00 + O(2) = T+t F(@ 1) + O#)

ot
afl 852 2 =, o 2
=1 - - - =1 B
J +t[8m1+6x2]t_0+0(t) +tV . F(Z,0)+ 0Ot?)
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Twierdzenie Liouville’a

o Objetos$¢ obszaru R; jest wiec dla matych ¢ réwna'

oit)= [ (1419 F(7,0)) dry dip+O(2) =

Ro

IV .'L' 0 dl’l dl’g

Poniewaz chwila ¢ = 0 moze byc wybrana dowolnie, wiec powyzsze zachodzi dla
dowolnego t:

= fﬁ - F(Z,0) da dzy

W przypadku gdy spetnione s3 réwnania Hamiltona mamy:

- - OF, 0F, 0 [(OH o OH dv
F= — == ||t a5 =
v 0m1+8x2 3q<8p>+3p< 3q) =

o Twierdzenie Poincare'go o powracaniu:

Niech § bedzie uktadem autonomicznym, tzn. H=H(q, p).
Rozwazamy ruch punktéw w znajdujacych sie poczatkowo
w obszarze R przestrzeni fazowej.

Jesli Sciezki w przestrzeni fazowej wszystkich tych punktéw
lezg przez caty czas w ograniczonym obszarze, to niektére z
tych punktéw wréca w koncu do obszaru Ry.
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Nawiasy Poissona

o Niech F = F(q,p,t). Pochodna zupetna po czasie ma posta¢:
dF or . oF oF OH OF OH OF oF
_:Z a5k + 5Dk +—=Z a5 5 |t 5
dt —~ \ gk Opk ot — \Opk Oqr. Oqi, Ipy, ot
o Nawiasami Poissona dla wielkosci F' i G nazywamy

[ OF G OF OG
5. ®as =5 (Gar v~ )

o Wiasnosci nawiaséw Poissona:
o {F,G} =—{G,F},
o {F,c} =0, gdzie c jest dowoln3 statg,
° {aFl + BF5, G} = a{F1, G} + B{FQ, G},
o {F1Fy,G}=F{F:,G}+ F>2{F.,G},
0 oF oG
o Srar={S 6+ {n 5],
tozsamo$¢ Jacobiego: {F,{G,H}}+{G,{H,F}}+{H,{F,G}} =0

dFF  OF
o Jedli F jest stafa ruchu to T +{F,H}=0.
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Transformacje kanoniczne

W szczegdlnosci mamy:
oG oG
{gj, a1} ={pj,pe} =0, {gj,px} =0k, {ar, G} = e {pe, G} = “S0r
Pk 9k
Transformacje wspétrzednych w przestrzeni konfiguracyjnej (tzw. punktowe,
zmiana zmiennych): Qr = Qr(q1,q2, -y qn,t) k=1,...,n
Transformacje kontaktowe w przestrzeni fazowej (wspétrzedne i pedy traktujemy
jako niezalezne zmienne):

Q:Q(qapat)a P:P((vat)
Transformacje kanoniczne to transformacje sprzezonych kanonicznie
wspotrzednych ¢ i pedéw p w nowy ukfad zmiennych (Q, P), ktére sa takze
wzajemnie sprzezone kanonicznie i zachowuja strukture réwnan Hamiltona dla
wszystkich uktadéw dynamicznych.

Réwnania ruchu s3 takie same dla lagranzjandw rézniacych sie pochodna
zupetna po czasie dowolnej funkcji wspoétrzednych i czasu:

. . . 0’F
Aby transformacja byta odwracalna musi zachodzi¢

9000 7
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Funkcje generujace

o Funkcje F' nazywamy funkcja generujaca, poniewaz pozwala znalez¢ relacje
pomiedzy starymi i nowymi zmiennymi:

dF A dF .
L_L_E = PQ—H:p(j—H—E = dF =pdg—PdQ—(H—H)dt¢
oF oF oF oF OF
Poniewaz dF'(q,Q,t —d +—d —|——dt = =—, P=——
(¢, Q.1) = 90 Q P= 9 20

Hamiltonian w nowych zmiennych:

aF . aF
oty
Q@ Lt

— H(q(Q, P).p(@, P). )+

_‘_|__FQ_|_8_F— '_L_|_8_F
a1 T agY T ar — M ot

Fq(Q, P),Q,1t)
ot

H(Q,Pit) = PQ—L=—

o Uwaga: Dla wiekszej liczby stopni swobody mamy F = F(q1,..,qn, @1, .-, Qn)
i dlatego musimy rozwigzaé ukfad 2n réwnan z 2n niewiadomymi Qy, Py:
oF oF
Pe=5— Pe=-5
g, 0Qx,
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Transformacje kanoniczne - przyktady

Przyktad: Wykorzystanie transformacji kanonicznych do rozwigzania problemu

prostego oscylatora harmonicznego.

. o k1, 2 2 2
Hamiltonian ukfadu ma postaé: H = -— + — = — (p* + m*w?¢’)
2m 2 2m

1
Wykorzystamy funkcje generujaca postaci Fi(q,Q) = §qu2 ctg Q

. oF o0 mwq?
Otrzymujemy: = — =nmwqctgQ, P=-——=
ymujemy: p =5 qctg@ 90 " 25’0

/2P
skad wyznaczamy: ¢ =14/ —sinQ, p= V2Pmw cos@
mw

W nowych zmiennych (@, P) Hamiltonian przyjmuje posta¢ H = wP.

Poniewaz hamiltonian nie zalezy od @, wiec P = E/w jest stata ruchu.

. . . 0H
Réwnanie ruchu dla zmienej Q ma postaé: @Q = P = w = Q=uwtta«a

Réwnania ruchu dla zmiennych (g, p) przyjmuja postaé:

2F
g=1/ —5sin(wt+a), p=v2mEcos(wt+a)
mw

v
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Inne typy funkcji generujacych

o Istnieja cztery typy f. gen. Fi(q, Q,t), Fa(q, P,t), F3(p,Q,t), Fu(p, P,1).
o Przej$¢ pomiedzy zmiennymi wykonuje si¢ za pomoca transformaty Legandre'a.

o Uwaga: Wszystkie cztery typy funkgcji generujacych, otrzymane w ten sposéb
prowadza do tej samej transformacji kanonicznej.

° Przejéde Fl(QaQat) _)F3(p7Q7t) :Fl(an7t)_qp
dFy = dF, —d(gp) = —qdp— PAdQ— (H— H)dt = S B
3 = dadry qp) = —qdp q= ap = 90

Przyktad: Oscylator harmoniczny.

1 OF
Fi(0,Q) = gmwg ctg@ = p:a_ql:qucth = q(p,Q):%th

Stad otrzymujemy:

1 p 2 P’ p?
F3(p,Q,t) = Fi(q,Q,t) —qp = smw (—th) ctgQ — —tgQ = — tgQ
2 w mw 2mw

oF3 p? - mwq?
0Q 2mwcos2Q  2sin’Q

oraz P = —
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Pozostate typy funkcji generujacych

o Pozostate funkcje generujace:

- o . 0F,

Fy Fy
Fy(q, P, t) = F P == - 2
2(q7 7t) l(an7t)+Q = p aq7 Q BP

o W przypadku liczby stopni swobody n > 1, mozliwe s3 “hybrydowe" typy funkgcji
generujacych, np. G(q1, Q1, 42, P2, 1).
o Wykorzystanie nawiaséow Poissona:

“~ (OF 0G ~ OF 0G
{F’ G}qﬁv = Z (

k=1

OF 0G OF 0G
i PGy, , =29 920
dqi, Opy  Opy, 8%) {5 Glas dq Op  Ip Oq

Twierdzenie: Nawiasy Poissona s3 niezmiennicze wzgledem transformacji
kanonicznych, tzn.

{F’ G}Q,P = {Fv G}Q’P
W szczegélnosci: {Qi, Pitgp = iks {Qi, Qrtgp =P, Pu}qp =0

Pozwala to stwierdzi¢ bez znajomosci funkcji generujacej dla transformacji

(¢,p) — (Q, P), czy dana transformacja jest kanoniczna czy nie.
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Nawiasy Poissona i transformacje kanoniczne

Dowdd: (ograniczamy sie do transformacji niezaleznych od czasu)
. oP; oP; . OP OH 0P, 0H
' Z (3% T oY Z dq; Op;  dp; g

- Z [(ap P, @@) on (apian _@an> aH] -
dq; dp;  Op; dq; ) 0P dq;j Op;  Op; Oq; ) 0Qk

ZaP{R,Pk}qp+Z {R,Qk}qp (z—?éi)

Whiosek: {Qi, Pr}qp = 0it, oraz {P;, Py}qp =0 (podobnie {Q;, Qx}q,p =0)
OF 0G  OF 0G

{Fv G}Q,P —Z (8_@8_131 - 5_38_@) =

_ Z oF OG 9q; Oqr  9q; Oqi OF 0G ( 0q; Opr,  Oq; Opx,
5% dqr, \8Q; P,  9P; 9Q; 0q; Opy, \ 0Q; OP;  OF; 0Q;

+8F 0G ( Op; Oq,  Op; Oqk L or OF 0G ( Op;j Opr.  Opj Opi B

Op; Oqi, \ 0Q; OP;  OF; 0Q); Op; Ope \0Q; 0P, 0P, 9Q; )|
OF 0G  OF 0G

= - ——— | = {F.G

2 (‘9%‘ dp;  Opj 3%‘) 1 Glao
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Transformacje kanoniczne - przyktady

Przykfad: Nawiasy Poissona - przyktad z oscylatorem harmonicznym (slajd 6-15)

0q Op  O0q Op

{Qap}Q,P:%a—P oP 00 =

A wiec przejscie od zmiennych ¢, P do @, P jest transformacja kanoniczna.

T . , . : ap
Przyktad: Okresl dla jakich wartosci parametréw « i 3, transformacje @Q = i

oraz P = f3¢* s kanoniczne?

99 _ _ap 0P _, 0@ _a 0P _ g
dq @ o 7 Op q 1

1

{@Plop=-208=1 = f=—o-

A wiec podane transformacje sg kanoniczne jesli state spetniajg ten warunek.
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