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Twierdzenie Cayleya

Twierdzenie: (Cayleya) Kazda grupa rzedu 7 jest izomorficzna z jaka$ podgrupa grupy Sy.

D:Niech G ={g1,82,...,gn} iniech g; € G bedzie dowolnym elementem G. Wéwczas zbiér
{gig1,..-» 8ign} zawiera wszystkie elementy G, a kazdy element wystepuje tylko raz.

Wprowadzamy przyporzadkowania:
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oraz g;gi — Pg.o. =
818) " Faig) (gigjgl 8igj82 - 8igj&n

Nalezy pokazaé, ze powyzsze przyporzadkowania okreslajq izomorfizm grupy G w podgrupe
grupy Sy, tzn. ze spetniona jest relacja Pg; Pg; =Pgg;
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Twierdzenie Cayleya - przyktady

e (T2 |TT3 |74 |75 |TTe
Ty | e |75 |7e |73 |74
T3 |(Tlg| € |75 |74 | 7T
T4 |Tl5 |TTg| € |72 | T3
JI5 |4 |2 |TT3 |G | €
TG (T3 |TT4 |TT2| € |TT5

Przyktad: Tréjelementowa {e, g = (123), w5 = (321)} podgrupa
grupy S3 jest izomorficzna z kazdg grupa rzedu n = 3.

Przyklad: Grupa S4 ma podgrupy izomorficzne z czterogrupa i
z czteroelementowg grupa cykliczna Cy.

Czterogrupa:

ela|lb|c (e a b c)_ (e a b c)_
alelcl|b Pe_(e a b C)—e Pb—(b c e a)—(eb)(ac)
biclela e a b c e a b c

clbjaje Pu:( a e c b):(ea)(bc) PC:( c b a e)=(ec)(ab)

ab=c < PgPjp=(ea)(bc)(eb)(ac) = (ec)(ab)= P,
ac=b < PgP.=(ea)(bc)(ec)(ab)=(eb)(ac)=Py
bc=a <« PpP.=(eb)(ac)(ec)(ab)=(ea)(bc)=Pq

Grupa cykliczna Cy = {e,a,b = a?,c = a3}

eabc eabc eabc eabc
Pe_(eabc) P“_(abce) Pb_(bcea) Pc_(cbae)
=e = (eabc) = (eb)(ac) = (echa)
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Relacje r6wnowazno$ci i klasy

Definicja: Relacja réownowzno$ci na zbiorze S nazywamy zwigzek, x ~ y, pomiedzy dwoma elementami
X,y € S, przy czym symbol ~ musi spelnia¢ warunki:

a) x~x (zwrotno$c)

b) x~y = y~x (symetria)

¢ X~y A y~z = x~z (przechodnio$¢)

Lemat: Relacja réwnowazno$ci na zbiorze S dzieli ten zbiér na klasy C; takie,ze:

a) x1iynaleza do tej samej klasy wtedy i tylko wtedy gdy x ~y,

b) kazdy element w € S nalezy doktadnie do jednej klasy.
D: (a) niech x € S oraz definiujemy Sy ={ueS:x~u} = SycS, x€Sx
oraz niech y € S oraz definiujemy Sy ={ve S:y~v} = Sy S, yeSy
Zalozmy,ze X~Y AZ€E€Sy = X~z = zZ€Sy

Yy~XANZESy = y~z = z€Sy } = Sx=Sy

Niech Sy =8y A y€Sy = yeSx = x~y

(b) wniosek z (a) - element w € Sy,

Twierdzenie: Dwa rézne podzbiory Sy i Sy nie maja elementéw wspélnych, a zbiér S daje si¢ zapisac
jako suma rozlacznych klas C;, tzn. kazdy element zbioru S nalezy do jednej i tylko jednej klasy.

D: (a) zal6zmy, ze Sx # Sy majg wspélny element z, czyli x ~z oraz y~z

Z tego wynika (symetria i przechodnio$¢), ze x~y awiec,ze Sx=Sy

Whniosek: (b) Kazdy element S albo nalezy do juz istniejacej klasy, albo tworzy nowa klase.

A wiec kazdy element jest w jakiej$ klasie.
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Twierdzenie (Lagrange’a): Jesli G jest grupa rzedu n, natomiast H jest jej podgrupa rzedu
m, to n jest catkowita wielokrotnoscia m.

D: Niech x,y€G orazdefiniujemy x~y jesli x~'ye H, tzn. istnieje he H: y=xh

Relacja ‘~’ jest relacjg réwnowazno$ci: i
X'x=e © X~X

x‘lyeH > (x_ly)‘lzy_ler S X~y > y~x
xlyeHAy lzeH = "y la=x12eH & x~yAy~z = x~2z

A wiec grupa G daje sie przedstawic¢ jako suma roztacznych klas x H, kazda o m elementach.
Poniewaz mamy 7 elementéw G, a kazdy moze by¢ tylko w jednym ze zbioréw x H, wiec n
musi by¢ wielokrotno$cia m.

Whniosek: Rzad dowolnego elementu grupy jest dzielnikiem rzedu grupy.

Dowéd: Niech g€ G oraz g™ =e = {e,g,g%,....g"™ 1} tworzy grupe cykliczna rzedu m,
a wiec m jest dzielnikiem rzedu grupy G.

Whniosek: Grupa, ktérej rzad jest liczbg pierwsza, musi by¢ grupa cykliczna.

Definicja: Niech H ={g1, g2, ..., gm} bedzie podgrupa rzdu m grupy G, ktérej rzad wynosi n.

Niech ge G i g¢ H,wéwczas gH =1{gg1,882,...8§8m} nazywamy warstwa lewostronng
podgrupy H (analogicznie definiujemy warstwe prawostronne Hg).
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WlasnoS$ci warstw

Wrtasnosci warstw:

@ dwie warstwy sg albo rozlaczne albo identyczne:
Niech warstwy g1 H oraz g» H maja wsp6lny element.

Czyli 3hy,ho€ H: g1hi =gohy = g1 =gohohi! v go=gihih;!

Poniewaz hi,hp€ H = hyhi'eH (mhy'eH) = giegH (g2€g H)
@ warstwy g1H oraz g»H saidentyczne wtedy i tylko wtedy gdy g, lgyeH

(<) Jesli gy'g1e H wtedy g1=g2h; = giH=ghiH=gH

(=) Jesli g1H=gxH, tzn. g2_1g1H= H. Poniewaz e€ H, czyli gz_lgle = gz_lgl €H.
@ kazdy element grupy G, nalezy do ktérej$ lewostronnej warstwy g H

Poniewaz e€ H,wiec g; € g; H

Przyklad: Znajdz warstwy lewostronne wtasciwej podgrupy H
grupy G w ktérej mnozenie okreslone jest tabelka:

iH=1{ii,ia,ib}={i,a,b} (=aH=DbH)
cH ={ci,ca,cb}={c,d,e} (=dH =eH)

QIO [T
S|~ T
Qo (||~
QT |0
S~ Q|0 |
~Q|T O
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Warstwy - przyktady

Przyktad: Znajdz warstwy lewostronne podgrupy H = {e, (12)} grupy symetrycznej
S3 =1{e, (12),(13),(23), (321), (123)}.

(13)H ={(13),(123)}

(23)H ={(23), (321} _

(123)H = {(123), (13)} = S3=H+{(13),(123)} +{(23), (321)}
(32D H ={(32D), (23)}

Przyklad: ZnajdZ warstwy lewostronne podgrupy H = {e, (123, (321)} grupy symetrycznej
83 ={e,(12),(13), (23), (321), (123)}.

(12)H ={(12),(13), (23)}
(13)H ={(12),(13), (23)}

} = S3=H+{(12),(13), (23)}
(23)H ={(12),(13), (23)}
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Elementy sprzezone i klasy

Definicja: Niech g1, g2 € G, wéwczas element g» jest sprzezony do g1, jeslidge G: g» = gg1g™!

Przyklad: Niech x ~ y jesli istnieje g; € G takie ze y = gi_lxg,- (elementy sprzezone)
zwrotno$c: x=e"lxe
symetria: y=gl._1xgl- => (gl._l)_lygi_1
przechodnio$é: y = gl._lxg,- Az= g]legj => z= g]TIgi_lxgigj = (gigj)_lx(g,-gj)
Sprzezenie, jako relacja r6wnowaznosci, dzieli G na klasy - dwa elementy naleza do tej samej
klasy wtedy i tylko wtedy gdy sa wzajemnie sprzezone.
Wnioski:
@ element jednostkowy tworzy klase samodzielnie: z = gl._1 eg;= gl._1 gi=e
@ warunkiem koniecznym i wystarczajacym aby dany element grupy tworzyt samodzielnie
klase jest aby byt przemienny ze wszystkimi elementami grupy:

Niech x tworzy samodzielnie klase, tzn. y = gi_lx gi > y=Xx

x=gig 'xgig; =gy = gixg;! = xgi=gix

@ wkazdej grupie G zbiér S elementéw tworzacych samodzielnie klasy tworzy podgrupe
abelowg (tzw. centrum G):

Xgi=8ix Nygi =8y = (xy)gi =x8;iy=8ixy)
xgi=gix => x 1gi=gix!
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Elementy sprzezone, klasy

Przyktad: Znajdz klasy elementéw sprzezonych w grupie G w ktérej iloczyn dany jest tabelka:

Element jednostkowy i tworzy klas¢ samodzielnie.

ila|b|c|d|e
alblilelcla iTlai=ia=a  dlad=dc=b b 'bb=ib=b
blilald|e]|c alaa=ia=a e lae=ed=b cbe=cd=a
cldle|ila|b b~lab=ai=a i'bi=ib=h d'bd=de=a
dlejc|bli|a clac=ce=b a lba=bi=b e lbe=ec=a
elcl|ld|a|b|i

Czyli {a, b} tworzg odrebna klase elementéw sprzezonych w G.

Podobnie znajdujemy, Ze {d, c, e} tworza kolejna klase elementéw sprzezonych:

x:iabcde x:iabcde x:iabcde

xlex:cedced xldx:dceedc xlex:edcdce

A wiec elementy {c, d, e} naleza do jednej klasy.
Grupa G daje si¢ podzieli¢ na trzy klasy elementéw sprzezonych: {i}, {a, b}, {c, d, e}

Do centrum grupy G nalezy tylko jej element jednostkowy.
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Elementy sprzezone, klasy

Lemat: Elementy nalezace do jednej klasy musza by¢ tego samego rzedu.
Niech g1,g2 € C czyli g2 = gg1g~ ", oraz niech gl'=eoraz g"#e dla m<n;
Niech gJ'=e dla m<n

= e=g)'=(gqg V" =gg18 'gq18 8818 =g81"g”"!
a wiec g{" = e czyli sprzeczno$c¢ z zaloZeniem.

Natomiast g7/ = gg}’ g7l =gg 1 = ¢, czylirzad g jest réwny rzedowi gj.

Whiosek: Jezeli rzedy dwdch elementéw grupy sa rézne, to nie moga one naleze¢ do tej
samej klasy.

Przyklad: W grupie S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (321)} mamy nastepujace klasy:
C1 ={e}, C2,=1{(12),(13),(23)}, C3=1{(123),(321)}

Uwaga: W grupie S, podziat na klasy jest zgodny ze struktura cykli.
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Podgrupa sprzezona i niezmiennicza

Lemat: Jesli H jest podgrupa G, to zbiér H' = gHg™!, gdzie g € G, jest takze podgrupa G.
D: Niech g1,g2€ H = gigo€ H oraz ggi1g™", gg28 ' € H'

awiec 8818788287 = 8818287 € H' oraz e=geg' e H'

element odwrotny ggl_lg_1 € H bo ggl_lg_lgglg_1 =e
Definicja: Podgrupa H' = gHg™!, gdzie H< Gi g € G, nazywana jest podgrupa sprzezona
do podgrupy H w grupie G.
Definicja: Jesli H = gHg™! dlakazdego g € G, to H nazywana jest podgrupa niezmiennicza
(inwariantna, normalna).

Wnhniosek: Podgrupa H jest niezmiennicza wtedy i tylko wtedy gdy jej lewo i prawostronne
warstwy utworzone dla dowolnych g € G sg identyczne.

e |mo|m3|ma| 75| e
2| € |TI5|TTg|TT3|TT4
Przyklad: S3 ={e, (12),(13),(23),(123),(321)} T3|7e| € |7T5|ma |72
podgrupa A = {e, (12)} nie jest inwariantna, bo np. (13) A # A(13) 74|75 |76 | € |712|7T3
TT5|TT4|TT2 (T3 |TTg| €
TIG|TT3|TT4|TT2| € |TT5

Whiosek: Podgrupy trywialne {e} i G zawsze sa niezmiennicze.

podgrupa B = {e, (123), (321)} jest inwariantna, bo gB = Bg, Vge G
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Podgrupy - grupa prosta i ilorazowa

Definicja: Grupa prosta to grupa nie posiadajaca nietrywialnych podgrup inwariantnych.
Lemat: Podgrupa H grupy G jest inwariantna wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera cate klasy
grupy G.
D: (=) Jesli H jest inwariantna, H = gHg™!, g € G, to H zawiera cale klasy:

Vhe HA geG:ghg'leH

Ale elementy ghg ™! tworza Klase C € H, czyli H zawiera zawsze pelne klasy.

(<) Jesli H zawiera cate klasy, C € H, to H jest inwariantna:

jezeli he H = he C iwszystkie elementy ghg™! € C c H, co oznacza, ze

VgeG: gH g_1 = H, czyli H jest inwariantna.
Definicja: (mnozenie warstw) g1H-goH={g=x-y:xegiHAy€ g H}

Definicja: Grupa ilorazowg grupy G, ozn. G/ H, nazywamy grupe ztozong z podgrupy
inwariantnej H i wszystkich jej r6znych warstw.

Sprawdzenie, ze G/ H jest grupa:
@ (gH)H=g(HH)=gH oraz H(gH)=gHH=gH = egu=H

o (g1H)(g2H)=g1(g2H)H = g1 g2 H mnozenie warstw jest warstwa
o gHg 'H=gg 'HH=eH=H czyli g~ H jest elementem odwrotnym do g H
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Grupa ilorazowa - wlasnosci

Przyklad: Grupa S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (321)}, jej podgrupa inwariantna
B =1{e,(123),(321)} oraz warstwa (12) B = {(12), (13), (23)} pozwalaja utworzy¢ grupe
ilorazowa S3/B = {E, A} gdzie E = B oraz A = (12)B.

Lemat: Niech bedzie dany homomorfizm f: G — G/H. Jadro homomorfizmu Ker(f) = H
tworzy podgrupe inwariantng w G.

D:Vhe H=Ker(f): f(h =€ €GIH
Yhe HAVgeG: f(ghg H=fffgH=Ff@eflg=e¢ = ghg™leH
czyli H=gH, g‘l, a wiec H jest podgrupa inwariantna.

Lemat: W kazdym homomorfizmie f:G — G/H, jezeli g' € G/ H oraz g’ # €, to istnieje

warstwa gH, gdzie H = Ker(f), taka, ze f(gH) = g', tzn. cate warstwy sa przeksztatcane w
jeden element.

D:Niech (g1 € gH = gy=gh)oraz f(g)=g'if(h)=e' €eG/H

Dla dowolnego g1 € gH mamy f(g1)= f(gh)=f(g) f(h)=g'e =g
Lemat: Przy dowolnym homomorfizmie f: G — G/H rzad grupy G/ H musi by¢
dzielnikiem rzedu grupy G.

D: Ker(f) = H oraz warstwy g H sga réwnoliczne. Kazda warstwa przechodzi w jeden
element G/ H. Awiec rzad G to iloczyn rzedéw H i G/ H.
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Grupa ilorazowa - przyktady

Przyklad: Wyznaczanie nietrywialnych podgrup niezmienniczych grupy S4 Podziat grupy S4

na klasy (podzial na klasy zgodny ze struktura cykli):

Ci(1) ={e}

C2(6) ={(12),(13), (14), (23), (24), (34)}

C3(8) ={(123), (124), (134), (234), (132), (142), (143), (243)}
Ca4(3) =1{(12)(34), (13)(24), (14)(23)}

Cs(6) = {(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)}

@ podgrupy inwariantne musza zawierac cate klasy,
@ rzad podgrupy musi by¢ dzielnikiem rzedu S4; dzielnikami 4! =24 s3: 1,2,3,4,6,8,12,24,

@ podgrupa musi zawiera¢ element e czyli klase Cj (1).

Q Hy=C1(1)+Cy(3) ={e, (12)(34), (13)(24), (14) (23)}
H; jest czterogrupa; grupa ilorazowa S/ H) zawiera 6 elementéw.
Q@ Hy=Ci()+C3(8)+C4(3) =
={e, (123),(124),(134), (234), (321), (421), (431), (432), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
Jest to tzw. podgrupa alternujaca, czyli podgrupa permutacji parzystych Ay.

Grupa ilorazowa S4/As = {A4, A} gdzie A jest warstwa wszystkich permutacji nieparzystych.
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