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Dyfrakcja na okragtym otworze przestonie

@ Rozwazmy fale ptaska o dtugosci A, wektorze falowym k = 27/ oraz czestosci kotowej w = ck
padajaca prostopadle na przestone z otworem o promieniu R. Jak wyglada obraz uzyskany na
ekranie umieszczonym w odlegtosci d od przestony?

@ Wyobrazmy sobie, ze przestrzen jest wypetniona przez elementarne zrédta, ktére absorbuja
padajaca na nie fale i emituja pochtonieta energie w postaci fali sferycznej (izotropowo) o tej
samej dtugosci fali co fala padajaca.

@ Fale emitowane przez elementarne zrédfa znajdujace si¢ w otoczeniu punktu 7/ o powierzchni
da’ daja wktad do catkowitej fali emitowanej z otworu (n to gesto$¢ powierzchniowa zrédet):

et(wt—k|7=7"])

A (=710 = n " da’ v
|7 — 7]
gdzie 7 = (1’ cos @', 7’ sin ¢’, 0)
oraz (w pt. z — 2): 7= (rsin6,0,r cos )

Element powierzchni: da’ = 7'dr’d¢’

o |F—7'|= (r2 — 277’ cos @ cos ¢’ + r'2)1/2 =r (1 —2(r'/r) cos @ cos ¢’ + (r’/r)2)1/2 =

= %7‘//7‘ <1 % ~7(1—(r'/r)cosOcos¢’) =r —r'cosfcos ¢
@ Catkowita fala docierajaca do punktu 7 dana jest catka (w mianowniku |7 — 7/| &~ r):

n . PRI Y ’ n . R 27 PRI Y ’
f(|7—"— T_"l‘,t) _ ez(ut—kr) l/ezkr sin 6 cos ¢ da' = = ez(ut—kr) / r'dr'/ etkr sin 0 cos ¢ d¢/
T T 0 0
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Dyfrakcja na okragtym otworze w przestonie
@ Funkcja generujaca funkcje Bessela:
g(t,z) = 370710 = N (@) e

n=-—oo
@ Niech ¢ =ie'?, wtedy ¢ — % = 2icos¢ oraz:
oo
g(t,I) — eim cosd _ E Z'an(I)ein(b

n=-—oo

27
@ Korzystajac z ortogonalnoséci [ e~ MPebdd = 2 mn

0 1
27 )
mamy: ({ et s be=ind e = 2mi™ J,, (x) o
@ A wiec: :
2mn R 1(9) ™
£(0,t) =T gi(wt—kr) / Jo (kv sin 0)r'dr’ = Q
T 0 IO 0.4
_ N iwt—kr) {M} T
I kRsin 60 0.2
@ Natezenie $wiatta jest proporcjonalne do |f|%:
0
2J1 (kRsin6) 12 0 5 0 15
1(0) = Io [W} kRsin6
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Harmoniki sferyczne

Harmonika sferyczna zdefiniowana jest jako Y2 1, (0, ¢) = O, (0) P (¢p), gdzie

—m)! etme
0 (6) = (1" |25 R P(cost), o) = =

Py,m(z) to tzw. stowarzyszone wielomiany Legendre’a:

my2 d™ m
Pr(z) = (1 —2%) /de—mpe(x) :$x = cos(9$= sin™ 6 Py(cosb)

dcos™ 0

Harmoniki sferyczne tworza ortonormalny uktad zupetny na jednostkowej sferze:

27 ™
/ d¢ sinH d9 }/Zm(e, (ﬁ)n/,m/ (0, ¢) = 5@@/ 5mm’
0 0

e ¢ 27 ™
FO,0)=D " > amYem(9,0),  awm = / dg [ sin0d0 Y, (0,6) (6, ¢)
=0 m=—2¢ 0 0
Twierdzenie o dodawaniu dla harmonik sferycznych:
gdzie 2 - A’ = cosy = cosfcosf’ + sinfsind’ cos (¢ — ¢')

£ £
.. 4 . 4 .
B i) = 5mg D Vom0, 0Yim(0,8) = 55 D Yiim(0,0)Yem (@', 6)
m=—/{ m=—~
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Harmoniki sferyczne - zastosowanie do anizotropii CMB

Satelity COBE (1992), WMAP (2003), Planck (2013) dokonaty pomiaru fluktuacji temperatury
w kosmicznym promieniowaniu tta (CMB) w funkgcji katéw polarnych € i ¢. Jest to rozktad
temperatury w chwili 360 000 lat po Wielkim Wybuchu, gdy Wszechséwiat stat sie wystarczajaco
chtodny (3000 K) aby nastapita rekombinacja i atomy wodoru staty sie stabilne, a Wszechswiat
transparentny dla promieniowania mikrofalowego. Srednia temperatura CMB wynosi T’ = 2.725 K.

oo £
T(G, d)) = Z Z a[mn,m(ev ¢)

£=0 m=—¢

27 T
- / dp [ sin0do Y7, (6,6)T (0, )
0 0

Wspétczynniki:  ag,o = T, pozostate x AT =T —T.

Spektrum mocy (angular power spectrum):

14
1 2
Comgr Sl T

m=—~

DT [uK?]

Korzystajac z twierdzenia o dodawaniu:

Cy = 4i / d*n / d*a' P(i -2 )T(R)T(R) . % - i

™ a 0 n . 0

i IS

Fit: Ho = 70.4 km/s/Mpc, wiek W. 13.77 mld. lat, ... "% =% % s % &

¢
http://www.cosmos.esa.int/web /planck

M. Przybycien (WFilS AGH) Matematyczne Metody Fizyki Il


http://www.cosmos.esa.int/web/planck

Problem Sturma - Liouville'a

W problemach fizycznych czesto mamy do czynienia z réwnaniami postaci
y" () + P(x)y (x) + (Q(x) + AR(z))y(x) = 0

okreslonymi na przedziale a < x < b, w ktérych A jest parametrem.
Réwnanie tego typu posiada zawsze rozwiazanie trywialne y(x) = 0. Rozwiazania
nietrywialne wystepuja jedynie dla wybranych wartosci A.
Stosujac czynnik catkujacy p(z) = exp [ [ P(z)dz] réwnanie to mozna przepisaé
w postaci tzw. réwnania Sturma-Liouville’a:

d dy(x)

dx {p(m) dx
gdzie q(z) = p(x)Q(z), r(z) = p(x)R(z), p(x) oraz p'(x) zaktadamy, ze s3 ciagte
na przedziale a < x < b.
Przykfad: Oscylator: 4"/ + n?y =0 = p(z) =1,q9(x) = 0,7(z) = 1,\ = n?
Réwnanie S-L uzupetnione o warunki brzegowe w = a oraz & = b nosi nazwe
problemu Sturm’a-Liouville'a.

] + [q(z) + Mr(x)]y(z) =0

Homogeniczne warunki brzegowe to warunki zadane w postaci:
Ary(a) + Asy'(a) =0 Biy(b) + Bay'(b) =0

Rozrézniamy trzy typy problemdéw S-L: regularny, periodyczny i osobliw
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Regularny problem Sturma - Liouville'a

Regularny problem S-L to réwnanie S-L z homogenicznymi warunkami
brzegowymi.

Przyktad: Znajdz wartosci wtasne i funkcje wtasne w problemie S-L zadanym przez
Y '+ Ay=0,0<z<<m y(0)=0,y(r)=0.

Rozwazamy trzy mozliwe zakresy wartosci parametru \:

»A=0

Rozwiazanie ogdlne réwnania ma postaé y(z) = Cix + Cs.

Warunki brzegowe prowadza do €y = Cy = 0.

A wiec dla A = 0 istnieje tylko rozwigzanie trywialne y(z) = 0

»A=—p?2<0, u>0

Rozwigzanie ogdlne réwnania ma postaé y(z) = Crel® + Cye H*.

Warunki brzegowe: Cy + Cy = 0 oraz 2uCycoshur =0 = C; =Cy =0.
»A=pu>>0

Rozwiagzanie ogdlne réwnania ma postaé y(z) = C cos ux + Co sin px.

Warunki brzegowe: C; = 0 oraz uC5 cos um = 0.

Aby istniaty nietrywialne rozwigzania musi zachodzi¢ Cy #0 = cosum =0

1
2
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Periodyczny problem Sturma - Liouville'a

Wartoéci wtasne \,, = p2 oraz odpowiadajace im funkcje wtasne maja postaé:

2 1)? 2 1
Ap = #, Yn(x) = sin %x, n=0,1,2, ..

Periodyczny problem S-L to réwnanie S-L z periodycznymi warunkami brzegowymi
postaci:
pa) =p(b), y(a) =y®), ¥'(a)=y ()
Przyktad: Znajdz wartosci wtasne i funkcje wtasne w problemie S-L zadanym przez
y'+ Ay =0,0<z <L, y0)=y(L), y(0)=y(L)
Rozwazamy trzy mozliwe zakresy wartosci parametru \:
»A=0
Rozwiazanie ogdlne réwnania ma postaé y(z) = Crz + Cs.
Warunki brzegowe prowadza do
y(O) = y(L) : C1L+Cy=Cy = C1=0.
y(0)=y'(L): y(z)=C = Ca#0.
A wiec dla A = 0 istnieje rozwigzanie w postaci y(z) = Co, Co #0
»A=—p?<0, p>0
Rozwiazanie ogdlne réwnania ma postac y(z) = Cyet* + Coe ™ HE.
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Periodyczny problem Sturma - Liouville'a

Warunki brzegowe prowadza do

y(0) =y(L): Ci(1—err) = CyleF —1).

y'(0)=y'(L): Ci(1—e't)=—Co(e " —1).

Oba warunki moga by¢ spetnione jednoczesnie tylko dla C; = Cy = 0.
A wiec dla A < 0 istnieje tylko rozwiagzanie trywialne.

»A=pu>>0

Rozwigzanie ogdlne réwnania ma postaé y(z) = C cos ux + Co sin pa.
Warunki brzegowe prowadza do

y(0) =y(L): Ci(1 —cospuL) = CysinplL.

v (0) =y (L): Co(1—cosul)=—CysinpulL.

Eliminujac z powyzszych réwnan Cy otrzymujemy

2C1(1 —cospl) =0 = Cy =0lubcospul =1.

Jedli Cp = 0 wtedy Cy = 0 i mamy tylko rozwiazanie trywialne.

Dla Cy #0 mamy cosuL =1 = pulL=4+2nw = p, = £2nw/L
A wiec dla A > 0 wartosci wtasne i funkcje wtasne maja postac:

Ay = 4n?7?/L?  y,(z) = Cy cos (2nwa/L) 4+ Cysin (2nma/L), n=0,1,2,...

Kazdej warto$ci wtasnej odpowiadaja dwie funkcje wtasne (y,(Ll)(.r) iy (x)).
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Osobliwy problem Sturma-Liouville'a

Osobliwy problem S-L to réwnanie S-L w ktérym funkcje p(z) i r(x) znikaja na
jednym lub obu brzegach skonczonego przedziatu a < xz < b lub przedziat
okreslonosci jest nieskonczony.

Przyktad: Znajdé wartoéci wtasne i funkcje wtasne w problemie S-L zadanym przez
22y + 2y’ + (k?22 —n?)y =0, 0< 2z <atakabyy(a)=0

Réwnanie to zapisane w formie réwnania S-L przyjmuje postac:

d [ d
dx[di} (k22 Q)yzo
gdzie p(x) =z, q(x) = —n?/z, r(z) =z, A = k%. Wida¢, ze p(0) = 0, a wiec
jest to osobliwy problem S-L.
Rozwigzanie ogdlne ma postaé: y(z) = C1J,(kz) + CoY,, (kx)
Aby rozwiagzanie byto skonczone na przedziale 0 < z < a musi zachodzi¢ Cy = 0.

Z warunku y(a) = 0 wynika, ze J,,(ka) =0 = k, =jn,/a, 7=1,2,...
gdzie jn .7 =1,2,... oznaczajg kolejne miejsca zerowe funkcji Bessela.

Wartosci wtasne i funkcje wtasne przyjmuja postac:
/\n - ki - .7.72177-/(12: UT(T) - Jn(jn,rx/a)a r=1,2,..
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WHtasnosci wartosci wtasnych

WHtasnosci wartosci wtasnych i funkcji watsnych w problemie S-L:

» Wszystkie wartoséci wtasne w problemie S-L s3 rzeczywiste.

> W regularnych i periodycznych p. S-L istnieje nieskonczenie wiele réznych
rzeczywistych wartosci wtasnych takich, ze Ay < Ay < A3 < ... przy czym
najmniejsza warto$¢ \; jest skonczona oraz \,, — 0.

n—oo

» W regularnym p. S-L kazdej wartosci wtasnej odpowiada pojedyncza f. wt.

> Funkcje wtasne odpowiadajace réznym wartosciom witasnym s3 ortogonalne na
przedziale a < x < b wzgledem wagi r(x).

» Niech )\, bedzie wartoscia wtasna, a ¢, (z) odpowiadajaca jej funkcja wtasna
okreslong na przedziale a < z < b w regularnym p. S-L, wéwczas:
b b
penenls + [, p(er)?de — [} gprdx
b 24
Jo rehde
» Niech ), bedzie wartoscia wtasna, a ¢, (z) odpowiadajaca jej funkcja wtasng

okreslong na przedziale a < < b w regularnym p. S-L. Jedli ¢(z) < 0 oraz
[p(2)pnph]% < 0 wéwczas wszystkie wartoéci wiasne s3 nieujemne.

A, = —

» n-ta funkcja wtasna w regularnym p. S-L zdefiniowanym na przedziale
a < x < b ma dokfadnie n — 1 miejsc zerowych wewnatrz tego przedziatu.
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Operatory rézniczkowe parzyste i nieparzyste

Przy transformacji parzysztoéci x — —x, typowy wyraz transformuje sie jak:

n_— _ n r —1 n+k—r n+k—r
[m dx’"] k—n" - =D k—n)"
a wiec sam operator rézniczkowy transformuje sie jak:
d" d”
L(z)=2" )" """ — = L(—
(1) = et = ()Tt = L)

Operator rézniczkowy L(-) nazywamy parzystym (nieparzystym) gdy zachodzi
odpowiednio:

L(—z) = L(xz) lub L(—x)=—L(x)
Uwaga: Nie kazdy operator ma okres$lona parzysto$¢, ale kazdy operator mozna
przedstawi¢ jako sume operatora parzystego i nieparzystego:

1 1

SIL(@) + L(—0)] + 5[L(x) — L(~)]

Uwaga: Jesli y(z) jest rozwiazaniem réwnania L(z)y(x) = 0 oraz operator L(—
) =

jest dobrze okreslony, to zachodzi L(—x)y(—x

L(z) = Lyp(z) + Ln(z) =

Jedli operator ma okreslong parzysto$é, tzn. L(x) = +£L(—x), wéwczas jesli y(z)
jest rozwigzaniem réwnania, to réwniez y(—x) jest jego rozwiazaniem.
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Wyznacznik Wronskiego (wronskian)

Jedli zbidr funkeji y1 (), y2(z), ..., yn () jest liniowo zalezny, to istnieje zbiér liczb
ki, ko, ..., kN nie wszystkie réwne zero taki, ze:

0= kiy1(2) + kaya(z) + ... + knyn (2)
Wyznacznikiem Wronskiego (wronskianem) nazywamy wyznacznik:
W) = Vi) = [y @)
Woronskian pozwala na znalezienie drugiego rozwigzania réwnania:
y' (@) + Px)y'(z) + Qx)y(x) =0

w sytuacji gdy znamy jedno z rozwigzan, w nastepujacy sposéb:
W(z) = y1(@)ys(x) — ya(z)yr(z) # 0
W' () = iy + 1y — yayh — yoyt = yays — yayi =

= —y1(P(@)ys + Q2)y2) + y2(P(@)yy + Q(x)y1) = —P(2)(y1ys — y2y1) =

= —P(z)W(z)

Stad otrzymujemy (formufa Abela): W (z) = W (xg)exp {—/ P(x’)dx']
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Drugie rozwigzanie metoda wronskianu

W(z) =1y — Y2y = yldi <y2) = y2(x)=y1(x)[ Z?E li

dz —I—C}

Ostatecznie drugie (liniowo niezalezne) rozwigzanie ma postaé:

i () / w y%(lx,) exp l / ZIP(J:”)dz”] da’

Czy istnieje trzecie liniowo niezalezne rozwiazanie r. drugiego rzedu?

Y1 Y2 Y3 Y1 Y2 Y3
W=y yé Y3 | = vy Yy Y3 =0
vl vy ys —Py; — Qui —Py5 — Qya —Pys5 — Qyus

A wiec réwnanie rézniczkowe liniowe drugiego rzedu moze mie¢ co najwyzej dwa
niezalezne rozwigzania.

Argumentujac podobnie mozna sie przekonaé, ze jednorodne réwnanie
rézniczkowe rzedu n moze mie¢ co najwyzej n liniowo niezaleznych rozwiazan.
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