


Linie regresjil II-go rodzaju
Liniami regresji lI-go rodzaju zmiennej y (X) wzgledem X (y) nazywamy zadane

krzywe y = g(X; 04, 0, ...) oraz X = h(y; 04, 0,, ...) gdy spetniaja one odpowiednio
warunki:

8[(y— g(x; 91,92,...))2}= T T (y- g(x;el,ez,...))2 f (x,y)dxdy = min(, 9, ,..)

€| (x=h((y:0,,0,...))" |= [ [ (x=h(y:8,.6,...))" f (x.y)cxdly = min(8, 6, ...

W szczegolnosci proste regresiji lI-go rodzaju maja postac:

Gy Gy
Y=Pp - XTP TRt Yy
0Oy O 19 19,
_pny pcy“’y l"’x y_pGX pGX“’x “’y

W praktyce zazwyczaj nie znamy tgcznej funkcji rozktadu zmiennych, z ktorej
pochodzg zmienne (a wiec takze obu dyspersji i wspotczynnika korelacji),
a krzywe regresji musimy okreslac z probki dyskretnych danych.
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Metoda najmnie JSZYCh kwadra’row

Zatézmy, ze mierzymy N niezaleznych wartosci y,,..., yn
kazda z rozklgdu Gaussa o nieznanej wartosci oczeki-
wanej i znanej warianc;ji: 15 |

5[Yi]:7l(xi;9) V[Yi]:Giz
Wielkosci x; to tzw. zmienne kontrolowane, objasnia-
jace, ktore zaktadamy, ze sa znane doktadnie.

2 -

05 r

Chcemy oszacowac nieznane parametry 0 tak aby " 4§ B & 4 &
dopasowanie krzywej do punktow byto mozliwie najlepsze. .
Konstruujemy taczna funkcje gestosci p-twa

( Yi =M )2

. L2
g(ylv--’yn’nl’""nn ACFIFRRE ) H\/% 262

|
Wowczas log funkcji wiarogodnosci ma postac (pomuamy wyrazy niezalezne od

parametrow): In£(9) zz(y' (X"e)) +...

2
i=1 Gi
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Metoda najmniejszych kwadratow

Zasada najmniejszych kwadratow glosi, ze parametry 0, nalezy dobrac tak, aby

spetniaty one warunek:

2
i=1 G;

R (@-3 U0 L)

W przypadku skorelowanych pomiarow korzystamy z wielowymiarowego rozktadu
Gaussa ze znang macierzg kowariancji V:

g(Xi V)=

X
I
=t
S~—
N —

1,. - _
Lren) v

S
(M)n|v|1/2
In£(§)=—22(y, (x,,e))(V‘l),J(yJ n(x ,(3))+...

=1
a zasada najmniejszych kwadratow sprowadza sie do warunku

R(6) = Zn:(y, n(x;8))(v 1),J(yJ n(x; é)) =min ()

i) j=1

Wtedy

Zaleznosc funkcyjna n(xi ; é) nazywamy Kkrzywa regresji najlepszego dopasowania
metody najmniejszych kwadratow. Parametry 6 to estymatory MNK.
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MNK' = przypadek liniowy

Rozwazmy sytuacje kiedy zwiazek pomiedzy parametrami 0,, a wielkoScia
mierzong n przyjmuje postac liniowa:

n(x; _é) =@,(X)0; +0,(X)0, +...+ 0, (X)0,,

Dla n punktow pomiarowych (x,y:) i = 1,...,n otrzymujemy uktad n réwnan:

r1ﬂ|1 = @,(X)0, +0,(X%,)0, +...+ 0, (X,)0,,
<1‘|2 =0,(X,)0, +0,(X,)0, +...+ 0, (X, )0, . .

N, = 0,(X.)0; +0,(X.)0, + ...+ ¢ (X, )0,

gdzie: ) .
(111\ (Pl(xl) (Pz(x1) (Pm(xl) (91\
ﬁ= n, d = (P1(X2) (Pz(xz) (Pm(xz) _é= ez
Knn/ _(pl(xn) (pz(xn) T (pm(xn)_ Kem)

Macierz ® nazywamy macierzg konstrukcyjna.

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 14-5



MNK' = przypadek liniowy

Zasada najmniejszych kwadratow przyjmuje postac (oznaczenie Q = V')
N A\ N A 5T ATRT N A (A
R =(y—CI>O) Q(y—CDO) =(y -0 @ )Q(y—CDO) =min ()
Wypiszemy wielkoS¢ R w jawnej postaci:

R = Zn: (Yi _i(pk(xi )ekaij (yj _i(ﬁ(xi)elj: Zn: y.Q;Y; -

=1 =t

- Z Z(Pk(xi )einj yj - Z Z yiQij(pl (Xj)el + Z Z (Pk(xi)einj(pl (Xj)el =
i,j=1k=1 i,j=11=1 ij=1k =1
= Z yiQij yj _22 Z(Pk(xi )einj yj + Z Z (Pk(xi )einj(P| (Xj)el
ij=1 i,j=1k=1 i, j=1k,l=1
Rozniczkujemy wzgledem parametru 0,;
% = _22 Z(Pk(xi )Skaij y, + Z Z (Pk(xi)skaij(pl (Xj)el +
p i,j=1k=1 i,j=1k,l=1

- i i ¢, (X)8.Q; 0, (X)8,, =

i j=1k,I=1

=23 0,(x)Q Y, + 2. 3°0,(x)Q,0,(4)0, + 3. > 0,(x)0,0,0,(x))

i,j=1 ij=11=1 i,j=1k=1
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MINK' = przypadek liniowy

Zamieniajac indeks | na k oraz zmieniajac miedzy soba nazwy indeksow
| oraz | otrzymujemy (macierz Q:V'ljest symetryczna):
aR n n m
=2 Z (Pp(xi )Qij Yi +2 Z Z(Pp(xi )Qijq)k(xj)ek =0 p=12,..m

69p ij=1 ij=1k=1

J J

(@' QY), (@' Q®8),
Otrzymalismy uktad liniowych rownan (zwanych normalnymi) na nieznane
parametry 0, w postaci macierzowej: -
O'QPOI=D'Qy

o rozwigzaniach liniowo zaleznych od mierzonych wielkosci:

6=(07Q®) @' Qy=(0'V'®) &' V'y=Wa'Vy=1y
\ ~ , _

Jesli wielkosci mierzone sa nieobciazone, to rowniez nieobciazone sa

estymatory parametrow:

el8]- E[Py]=PE[y]=¥i=(0"V'®) © V' ®b=0
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MINK' = przypadek liniowy

Macierz kowariancji estymatorow parametrow ma postac:
vle]=e[(¥(5-n)(¥(y-7) |=e[¥(5-R)(5-7) ¥' ]=we[(y-a)(y-7)' ]¥" -

. Tyy-1 = =\(= =\! -1 - ™N, - -1 -1
—Wo'V e[ (y-7)(V-7) [V OW =W @V VV "av W oV oy W
v

a wiec: V [6] ~W=(d'V'd)
Dysponujac estymatami parametrow mozemy wykorzystac je do interpolaciji
badz ekstrapolacji, konstruujac krzywa najlepszego dopasowania:

N(X) = 0,(X)8; + 0, (X)8, +...+ ¢, (X)0, =" (x)
Btad takiej operacji wynosi:

VI = £[G0-n0r 1= £ (67006-8) (57 (06-8)) |-

=£ [(T)T(X)(é—@)(@—@f <T>(X)} =6 (X)W §(x)
Twierdzenie Gaussa-Markowa: Posrod wszystkich nieobciazonych estymatorow,
ktore sa liniowymi kombinacjami wielkoSci mierzonych, estymatory metody
najmniejszych kwadratow maja najmniejsza wariancje.
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Ocena jakoscildopasowania

Ocena jakosci dopasowania na podstawie resztkowej roznicy w minimum:

‘_émin = y_ﬁ
Wartos¢ oczekiwana i macierz kowariancji sa odpowiednio rowne:
£[8]=€[y-7]=£[y]-£[7]=n-£l¥b]=-¥o=n-7=0

VIew]=£l(5-R)(5-7)' ] =vis)-vi]

Ocena btedow systematycznych - wptyw: Z

- JVi1-Mal

Ocena jakosci dopasowania na podstawie wartosci R,

= poréownanie modeli - im mniejsze R, tym lepsza zgodnos¢ (uwaga:
dopasowujac wielomian n—1 stopnia do n punktow dostaniemy R ,.=0)

= gdy mierzone wielkosci pochodza z rozktadu normalnego, wowczas esty-
matory parametrow maja rozktady normalne, natomiast wielkos¢ R,

jest statystyka y2? wylosowana z rozktadu o (n—m) stopniach swobody
R in= X%._m O ile postulowana zaleznos¢ n(X; 6,,...,0,,) jest stuszna.

(Prawda jesli macierz V(y) jest macierzg kowariancji, a nie jej estymat.)

M. Przybycien Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka Wyktad 14-9



MINK = dopasowanie linii’ proste;

Rozwazmy dopasowanie linii prostej do danych doswiadczalnych:

M 1 Xl_
. 1 Xx,1|0
=00 = L [ 1}
: : ] 6,
Me] L1 %
Zaktadamy, ze pomiary nie sg skorelowane: R
_ﬁ 0 .- 0] S| .
0 = 0
V= ? S; Y = vi=| s
0 0 - ¢ :
] ] 0 0 -
n n n 2 n
Wprowadzamy oznaczenia: s=y1 534 g -yX S, = Zﬂ
s = =i =l
n y n y2 1
S,=)5 S,=) 5 A=
g |=1S,2 Y i=1 § S§x_ s
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MINK = dopasowanie linii’ proste;

Konstruujemy macierze W i ¥:

L PR
OV IP= L. .. :1 _ S S ;1 s S
TIx, e x| llx_ﬁX_ X'_SXSXX
O ... —|L n_| | n_|
_ =y s $
- S - S
W=((DTV_1 (D) =A XX X
-S, S
_l . l_ _SXX_XISX S<X_Xn §_
S —
‘P=W(I)TV_1—A XX S( Sf i =A Sf i
-S, S || X, Xy X, S-S, X, S 9
'S sl | s $
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MINK = dopasowanie linii’ proste;

Wyznaczamy estymatory parametrow linii prostej

_Sxx_xl Sx S<X_Xn §__y1_
- 0 Su S-
Gewy o |0 S S Yol _ s v Sy R
. S =S S%=-3 | SR= P P
s S IVl
Z macierzy W = V[0] odczytujemy:
0]=S.A - . S
V[A =S cov[d,,0,]=-S A p(0,,0,)=——=
V[@Z] ZSA \/SSXX
Obliczamy warto$é statystyki R w minimum: Riin =S,— S, 0, - Sy 0,

Poniewaz parametry sg liniowymi funkcjami wielkosci mierzonych, wiec
poziomice statej wartosci R (czyli ¥?) sa elipsami:

1 : (91_61)2+(92_62)2_ZP(Ol_éIJ(OZ_éZJ =R -R.,

1-p’| D[] D78, 7 6] )\ B 6]
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Doepasowanie linii'prostej - dygresja
Dopasowanie linii prostej z pominieciem rachunku macierzowego:
n(x)=f(x6)=0,+6,x

Znajdujemy wartosci parametrow dla ktorych R osiaga minimum:

i=1 i=1

dostajemy: s Y Hs SS- $
S,~6,5-6,S=0 ~ 0,=(S. S-S $)A
Sxy_el Sx_ez S<x=0 ezz( S§/_ § §)A
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MINK = dopasowanie linii’ proste;

Linia prosta najlepszego dopasowania pozwala dokonac interpolac;ji lub
ekstrapolacji:

n(x) =0, +6,x
Btad tej operacji dany jest przez:

V[]=¢" (OWo(x) = A[1 x][_sg _2}[1}=A[SXX—XSX _sﬁxs]m:

X X
S & U R (5

Problem dopasowania do danych wielu nieliniowych funkcji mozna spro-
wadzi¢ do problemu dopasowania linii proste;j:

y = ab” = Yy =Ina+xInb=a'+b'x
y = ax” = y'=Ina+bln x=a'+bx’
y=ae™ — y' =Ina+bx=a"+bx

X ' l . '
Y= by = y—bX+a—a+bx
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Doepasewanie linii-prostiey]

Przyktad: Wykonano badania wpltywu kofeiny na sprawnos¢ wykonywania prostych
czynnosci manualnych. Trzydziestu studentow podzielono losowo na trzy grupy po
dziesiec osob i kazdej grupie podano rozne ilosci kofeiny: 0 mg, 100 mg i 200 mg.

Po dwoch godzinach poproszono ich o wykonanie z maksymalng szybkoscig czynnosci
polegajacej na stukaniu palcami po stole. Wyniki pomiarow przedstawia tabela.

Dawka : . s : : -
¥ [ma] Liczba stuknieC palcami na minute y y = oy
0 242 | 245 244 248 247 248 242 244 246 242 244.8 + 0.76
100 248 | 246 245 247 248 250 247 246 243 244 246.4 + 0.65
200 246 | 248 250 252 248 250 246 248 245 250 248.3 + 0.70
— 250
£ 249 1 * Prosta dopasowana MNK:
ESyi | y=(244.7+0.7)+ (0.017+0.005 )X
(04 A h'd A h'd
'S 246 - - -
_|_
2 245 1 + 0, fo, 0,+0,
8244 1 Kowariancja i wspotczynnik korelaciji
8243 - : : )
~ 242 , , , , , pomiedzy estymatorami parametrow:

-50

0

50

100

150 200 250 A _
Dawka x [mg] COV[GI 192 ]=-0.0028

p(él,éz)=—0.8
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Doepasewanie linii-prostiey]

S=6139 S =64485 D
= 252 -
7 =250+
. A oA 1 . S, <
n(x)=6,+0,xt,|=+V[0,]| Xx——= S 248 -
S S x>
5 246 -
(§e]
n(400) =251.5+1.5 g °%
— 242 ) ) ) ) ) 1 ) ) )
%‘ 50 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
8 Dawka x [mg]
2
4
0 X < X i =i_
] i 1 @)= =1
F(X)=1—— X < X< X
(%) n+1 ' '+t
n _X—pu
241 243 245 247 249 251 253 n+l X2 X, 4=

Szybko$é¢ stukania [min™]

F(q;) [ 0.091|0.182]0.2730.364 | 0.455| 0.546 | 0.636 | 0.727 [ 0.818 | 0.909
g, |-1.335(-0.908(-0.605]-0.349(-0.114( 0.114 | 0.349 | 0.605 | 0.908 | 1.335
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Doepasewanie linii-prostiey]

Jesli hipoteza o zaleznosci liniowej jest prawdziwa, to statystyka R ma
rozktad y* o n—m = 3 - 2 = 1stopniach swobody.

R =S,-50,-5,0,=0033 =  P>R,, F jﬂm %, U du=0857

Jesli zazadamy ~ P(y’ >R, )= j:m r (Wdu=099 = R__ =000015

o o o o o e

Oznacza to, ze Srednie odchylenie kazdego ?: “_035
punktu od dopasowanej linii wynosi w jedno- Sn_mg
stkach typowej niepewnosci wynosi tylko < “_“25

J0.00015/3 = 0.007 0.015
Poniewaz parametry sg liniowymi funkcjami u.uf
wielkosci mierzonych, wiec poziomice statej 0.005
wartosci R (czyli y2) sa elipsami: N T

.\ 2 ) ) 23 244 245 246 247
1 . (91 2‘?1) n (92 2‘?2) _2p 0, —,\91 0, —’\92 “R-R_ Parametr O,
1-p*| D8] D76 716) )\ 7]
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Dopasowanie krzywejleksponencjalne

Przyktad: W tabeli podane sa dane o liczbie n, lici rzesy wodnej jako funkciji

czasu k liczonego w tygodniach.

k| O 1 2 3 4 5 6 7

n| 20 | 30 | 52 | 77 | 135 | 211 | 326 | 550

1052

bx

y=ae = Iny=Ina+ bx

z=a’'+bx

Uwagi:
= oznaczenia: X =k y =n,
= zaniedbujemy ewidentne korelacje,

= zakladamy, ze niepewnosci zliczen
podlegaja rozktadowi Poissona:

z=Iny , y_

2 2
2 0z 2Oy
j—- Z= —_— O = 2=

1

y

Liczba lisci nk

~ 1200
1000 -
800 -
600 -
400 -
200 -

Liczba lisci n

0
0

1

2 3 4 5

6 7 8 9

Tydzien k

10000

1000 -

100 -

10 -

5

Tydzien k
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Doepasowanie krzywe| eksponencjalne;]

2= (2.81+0.08)+ (0.51+0.01)x =°
a’ £ca, bivcb £,
cov[a’,b]=—-0.0009 p=-097 .
R..=118 = P(y*>R,,)=0106 ,| _
, , 0 1
a=lna =  a=e = o,=€o0,
y=(16.5+13)exp[ © 510 01 )X e
~ 1200 §
.5 1000 - 5
:‘—": 800 -
N 600 -
= 400 -
200 -
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tydzien k

0.55
0.54
0.53
0.52
0.51

0.5
0.49
0.48
0.47

3

4 5 6 7 8 9

Tydzien k
E L L L -
. o\
3 9.6
= | | [ E
2.6 28 3

Parametr {EJO
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