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Program wykªadu

1. Maksymalne przepªywy w sieciach.
2. Inne zagadnienia przepªywowe: sieci z dolnym ograniczeniem
przepªywu, przepªywy o minimalnym koszcie, przepªywy uogólnione.
3. Skojarzenia w grafach.
4. Grafy planarne � testowanie planarno±ci oraz znajdowanie
planarnej reprezentacji.
5. Kolorowanie wierzchoªkowe oraz kraw¦dziowe.
6. Pokrycie wierzchoªkowe, dominowanie, kliki i zbiory niezale»ne.
7. Grafy przek¡tniowe i przedziaªowe � rozpoznawanie.
8. Podziaªy i dekompozycje grafów.
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Sieci¡ G = (V ,A, s, t, c) nazywamy graf skierowany (V ,A), w
którym dwa wierzchoªki s, t (nazywane odpowiednio ¹ródªem i
uj±ciem) s¡ wyró»nione, a c jest funkcj¡ przepustowo±ci

c : A 7→ R+.

Przepªywem w sieci G nazywamy funkcj¦

f : A 7→ R+

speªniaj¡c¡ warunki:
(1) ∀(u, v) ∈ A : 0 ¬ f (u, v) ¬ c(u, v)
(2) ∀v ∈ V \ {s, t} :∑

u∈V : (u,v)∈A
f (u, v) =

∑
u∈V : (v ,u)∈A

f (v , u).
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Warto±ci¡ przepªywu f jest liczba
|f | =

∑
(s,u)∈A f (s, u) =

∑
(u,t)∈A f (u, t).

Problem maksymalnego przepªywu

Wej±cie: Sie¢ G = (V ,A, s, t, c)
Wyj±cie: Przepªyw fmax :

|fmax | = max{|f | : f jest przepªywem w G}.
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Sieci¡ residualn¡ dla sieci G = (V ,A, s, t, c) oraz przepªywu f
nazywamy sie¢ Gf = (V ,Af , s, t, cf ), w której
Af = A ∪ {(u, v) : f (v , u) > 0} oraz:

cf (u, v) =

{
c(u, v)− f (u, v) je±li (u, v) ∈ A

f (v , u) wpp

�cie»k¡ powi¦kszaj¡c¡ dla przepªywu f jest ±cie»ka od s do t w
sieci residualnej Gf .

Niech p b¦dzi¦ ±cie»k¡ powi¦kszaj¡c¡ dla przepªywu f .
Przepustowo±¢ residualna ±cie»ki p wynosi
cf (p) = min{cf (u, v) : (u, v) ∈ p}.
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Metoda Forda-Fulkersona

for ka»dy ªuk (u, v) ∈ A do

f (u, v) := 0
Gf := G
while istnieje ±cie»ka powi¦kszaj¡ca p w Gf do

cf (p) := min{cf (u, v) : (u, v) ∈ p}
for ka»dy ªuk (u, v) ∈ p do

f (u, v) := f (u, v) + cf (p)
cf (u, v) := c(u, v)− f (u, v)
cf (v , u) := f (u, v)

Je±li c jest funkcj¡ caªkowitoliczbow¡ to T = O(|A||c |).
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Algorytm Edmondsa-Karpa

Do znajdowania ±cie»ek powi¦kszaj¡cych w metodzie
Forda-Fulkersona wykorzystawane jest przeszukiwanie
wszerz (BFS).

T = O(|V ||A|2)
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Przekrojem w sieci G = (V ,A, s, t, c) nazywamy taki podziaª
(S ,T ) zbioru V , w którym s ∈ S oraz t ∈ T .

Przepustowo±¢ przekroju
c(S ,T ) =

∑
(u,v)∈A:u∈S,v∈T c(u, v)

Przepªyw przez przekrój
f (S ,T ) =

∑
(u,v)∈A:u∈S,v∈T f (u, v)
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Twierdzenie o maksymalnym przepªywie i minimalnym przekroju

Niech f b¦dzie przepªywem w sieci G = (V ,A, s, t, c).
Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.
(1) Przepªyw f w G jest maksymalny
(2) Sie¢ residualna Gf nie zawiera ±cie»ki powi¦kszaj¡cej
(3) Istnieje przekrój (S ,T ), dla którego zachodzi |f | = c(S ,T ).
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Przedprzepªywem w sieci G nazywamy funkcj¦

g : A 7→ R+

speªniaj¡c¡ warunki:
(1) ∀(u, v) ∈ A : 0 ¬ g(u, v) ¬ c(u, v)
(2) ∀v ∈ V \ {s, t} :∑

u∈V : (u,v)∈A
g(u, v)−

∑
u∈V : (v ,u)∈A

g(v , u) ­ 0.

Nadmiarem w wierzchoªku v nazywamy liczb¦

e(v) =
∑

u∈V : (u,v)∈A
g(u, v)−

∑
u∈V : (v ,u)∈A

g(v , u).

Wierzchoªek v ∈ V \ {s, t} jest nadmiarowy je±li e(v) > 0.
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Funkcj¦ h : V 7→ N nazywamy funkcj¡ wysoko±ci je±li
(1) h(s) = |V |
(2) h(t) = 0
(3) ∀(u, v) ∈ Ag : h(u) ¬ h(v) + 1.
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Operacja prze±lij(u, v) mo»e zosta¢ wykonana, gdy speªnione s¡
warunki:
(1) e(u) > 0
(2) cg (u, v) > 0
(3) h(u) = h(v) + 1

prze±lij(u, v)

dg (u, v) := min{e(u), cg (u, v)}
if (u, v) ∈ A then

g(u, v) := g(u, v) + dg (u, v)
else

g(u, v) := g(u, v)− dg (u, v)
e(u) := e(u)− dg (u, v)
e(v) := e(v) + dg (u, v)
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Operacja podnie±(u) mo»e zosta¢ wykonana, gdy speªnione s¡
warunki:
(1) e(u) > 0
(2) ∀(u, v) ∈ Ag : h(u) ¬ h(v).

podnie±(u)

h(u) := 1 + min{h(v) : (u, v) ∈ Ag}
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inicjuj_przedprzepªyw(G )

for ka»dy wierzchoªek v ∈ V
h(v) := 0
e(v) := 0

for ka»dy ªuk (u, v) ∈ A
g(u, v) := 0

h(s) := |V |
for ka»dy ªuk (s, v) ∈ A

g(s, v) := c(s, v)
e(v) := c(s, v)
e(s) := e(s)− c(s, v)
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Algorytm przedprzepªywowy

inicjuj_przedprzepªyw(G )
while mo»na zastosowa¢ prze±lij lub podnie±

wybierz jedn¡ z dopuszczalnych i wykonaj

T = O(|V |2|A|)
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Warianty zagadnienia przepªywowego

1. Sieci z wieloma ¹ródªami i uj±ciami.
2. Sieci z doln¡ przepustowo±ci¡.
3. Przepªyw rozszerzony.
4. Przepªyw o minimalnym koszcie.
5. Sieci uogólnione.
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Sie¢ z wieloma ¹ródªami i uj±ciami

to sie¢ postaci GST = (V ,A,S ,T , c), gdzie (V ,A) jest grafem
skierowanym, w którym S jest zbiorem ¹ródeª, T jest zbiorem uj±¢,
a c jest funkcj¡ przepustowo±ci

c : A 7→ R+.

Przepªywem w sieci GST nazywamy funkcj¦

f : A 7→ R+

speªniaj¡c¡ warunki:
(1) ∀(u, v) ∈ A : 0 ¬ f (u, v) ¬ c(u, v)
(2) ∀v ∈ V \ (S ∪ T ) :∑

u∈V : (u,v)∈A
f (u, v) =

∑
u∈V : (v ,u)∈A

f (v , u).
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Warto±ci¡ przepªywu f jest
|f | =

∑
(u,v)∈A, u∈S f (u, v) =

∑
(u,v)∈A, v∈T f (u, v).

Problem maksymalnego przepªywu w GST

Wej±cie: Sie¢ GST = (V ,A, S ,T , c).
Wyj±cie: Przepªyw fmax :
|fmax | = max{|f | : f jest przepªywem w GST}.

Sieci¡ pomocnicz¡ dla GST = (V ,A, S ,T , c) jest sie¢
G ′ = (V ′,A′, s ′, t ′, c ′), w której:
V ′ = V ∪ {s ′, t ′}
A′ = A ∪ {(s ′, s) : dla ka»dego s ∈ S} ∪ {(t, t ′) : dla ka»dego
t ∈ T}

c ′(u, v) =

{
c(u, v) je±li (u, v) ∈ A

∞ wpp
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Sie¢ z doln¡ przepustowo±ci¡

to sie¢ postaci Gb = (V ,A, s, t, b, c), gdzie (V ,A) jest grafem
skierowanym, s jest ¹ródªem, t uj±ciem, a b i c s¡ odpowiednio
funkcjami dolnej i górnej przepustowo±ci

b, c : A 7→ R+.

Przepªywem (dopuszczalnym) w sieci Gb nazywamy funkcj¦

f : A 7→ R+

speªniaj¡c¡ warunki:
(1) ∀(u, v) ∈ A : b(u, v) ¬ f (u, v) ¬ c(u, v)
(2) ∀v ∈ V \ {s, t} :∑

u∈V : (u,v)∈A
f (u, v) =

∑
u∈V : (v ,u)∈A

f (v , u).
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Problem maksymalnego przepªywu w Gb

Wej±cie: Sie¢ Gb = (V ,A, s, t, b, c).
Wyj±cie: Przepªyw fmax :
|fmax | = max{|f | : f jest przepªywem w Gb}, lub NULL je±li f nie
istnieje.

Warunki konieczne na istnienie przepªywu dopuszczalnego

∀v ∈ V \ {s, t} :
∑
u∈V

b(u, v) ¬
∑
u∈V

c(v , u)

∀v ∈ V \ {s, t} :
∑
u∈V

b(v , u) ¬
∑
u∈V

c(u, v)
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Sieci¡ pomocnicz¡ dla sieci Gb jest sie¢ G ′ = (V ′,A′, s ′, t ′, c ′), w
której:
V ′ = V ∪ {s ′, t ′}
A′ = A ∪ {(s ′, v) : dla ka»dego v ∈ V \ s}

∪{(v , t ′) : dla ka»dego v ∈ V \ t} ∪ (t, s)

c ′(u, v) =



∑
w∈V b(w , v) je±li u = s ′∑
w∈V b(u,w) je±li v = t ′

c(u, v)− b(u, v) je±li (u, v) ∈ A

∞ dla (t, s)

Twierdzenie

Sie¢ Gb posiada przepªyw dopuszczalny wtedy i tylko wtedy, gdy
maksymalny przepªyw w sieci pomocniczej G ′ jest równy
|f ′| =

∑
v∈V c ′(s ′, v) =

∑
v∈V c ′(v , t ′).
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Maksymalny przepªyw w Gb

if znajd¹_przepªyw_dopuszczalny()==0 then

return NULL
for ka»dy ªuk (u, v) ∈ A do

f (u, v) := f ′(u, v) + b(u, v)
cf (u, v) := c(u, v)− f (u, v)
cf (v , u) := f (u, v)− b(u, v)

while istnieje ±cie»ka powi¦kszaj¡ca p w Gf do

cf (p) := min{cf (u, v) : (u, v) ∈ p}
for ka»dy ªuk (u, v) ∈ p do

f (u, v) := f (u, v) + cf (p)
cf (u, v) := c(u, v)− f (u, v)
cf (v , u) := f (u, v)− b(u, v)
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Przepªywem (rozszerzonym) w sieci Gb nazywamy funkcj¦

f : A 7→ R+

speªniaj¡c¡ warunki:
(1) ∀(u, v) ∈ A : b(u, v) ¬ f (u, v) ¬ c(u, v) lub f (u, v) = 0
(2) ∀v ∈ V \ {s, t} :∑

u∈V : (u,v)∈A
f (u, v) =

∑
u∈V : (v ,u)∈A

f (v , u).

Problem maksymalnego przepªywu rozszerzonego w Gb

Wej±cie: Sie¢ Gb = (V ,A, s, t, b, c).
Wyj±cie: Przepªyw fmax :
|fmax | = max{|f | : f jest przepªywem rozszerzonym w Gb}, lub
NULL je±li f nie istnieje.
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Kosztem w sieci G = (V ,A, s, t, c) nazywamy funkcj¦ k : A 7→ R+.

Niech f b¦dzie przepªywem w sieci G . Kosztem przepªywu f jest
warto±¢

kf =
∑

(u,v)∈A
f (u, v)k(u, v).

Problem przepªywu o minimalnym koszcie w G

Wej±cie: Sie¢ G = (V ,A, s, t, c) wraz z funkcj¡ kosztu k , oraz
d ∈ R+.
Wyj±cie: Przepªyw fmink : kfmink

= min{kf : f jest przepªywem w G
i |f | = d}.
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Twierdzenie

Przepªyw f w G jest przepªywem o minimalnym koszcie wtedy i
tylko wtedy, gdy w sieci residualnej Gf nie istnieje cykl o ujemnym
koszcie.

Przepªyw o minimalnym koszcie w G

f := znajd¹_przepªyw(d)
Gf := sie¢ residualna dla f w G
while istnieje w Gf cykl C o koszcie ujemnym do

mody�kuj f wzdªu» cyklu C
mody�kuj Gf
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Sie¢ uogólniona

to sie¢ postaci Gg = (V ,A, s, t, c , γ), gdzie (V ,A) jest grafem
skierowanym, s jest ¹ródªem, t uj±ciem, c funkcj¡ przepustowo±ci,
natomiast γ jest funkcj¡ zysku (straty)
γ : A 7→ R+.

Przepªywem uogólnionym w sieci Gg nazywamy funkcj¦
f : A 7→ R+ speªniaj¡c¡ warunki:
(1) ∀(u, v) ∈ A : 0 ¬ f (u, v) ¬ c(u, v)
(2) ∀v ∈ V \ {s, t} :∑

u∈V : (v ,u)∈A
f (v , u) =

∑
u∈V : (u,v)∈A

f (u, v)γ(u, v).

Warto±ci¡ przepªywu f jest liczba
|f | =

∑
(u,t)∈A f (u, t)γ(u, t).
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Problem przepªywu maksymalnego w sieci Gg

Wej±cie: Sie¢ Gg = (V ,A, s, t, c , γ).
Wyj±cie: Przepªyw fmax :
|fmax | = max{|f | : f jest przepªywem w Gg}.

Cykl C nazywamy cyklem generuj¡cym przepªyw je±li
γ(C ) =

∏
(u,v)∈C γ(u, v) > 1. Je±li γ(C ) < 1 to wówczas mówimy

o cyklu absorbuj¡cym przepªyw. Gdy γ(C ) = 1 to cykl jest
jednostkowy.

Uogólnion¡ ±cie»k¡ powi¦kszaj¡c¡ (GAP) nazywamy cykl C
generuj¡cy przepªyw, wraz z doª¡czon¡ (dopuszczalnie pust¡)
±cie»k¡ P od jednego z wierzchoªków cyklu C do uj±cia t w sieci
residualnej Gf .
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Twierdzenie

Przepªyw f jest przepªywem maksymalnym w Gg wtedy i tylko
wtedy, gdy w sieci residualnej Gf nie istnieje uogólniona ±cie»ka
powi¦kszaj¡ca.

Przepªyw maksymalny w Gg

f := 0
Gf := Gg

while istnieje w Gf uogólniona ±cie»ka powi¦kszaj¡ca CP do

mody�kuj f wzdªu» CP
mody�kuj Gf
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Problem minimalnego przekroju w gra�e

Wej±cie: Graf G = (V ,E ) oraz funkcja wagowa w : E 7→ R+

Wyj±cie: Przekrój (X ,Y ):
w(X ,Y ) = min{w(X ′,Y ′) : (X ′,Y ′) jest przekrojem w G}.

w(X ,Y ) =
∑
{x ,y}∈E : x∈X , y∈Y w({x , y})

Niech A ⊂ V . Je±li v 6∈ A to w(A, v) =
∑
{a,v}∈E : a∈A w({a, v}).

Wierzchoªek z 6∈ A nazywamy najsilniej poª¡czonym z A je±li
w(A, z) = max{w(A, v) : v 6∈ A}.
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redukuj(G ,v0)

A := {v0}
while A 6= V do

doª¡cz do A wierzchoªek najsilniej poª¡czony
(X ,Y ) := (t,V \ {t})
zª¡cz w G dwa ostatnio doª¡czone do A wierzchoªki s i t
return (X ,Y )

Algorytm Stoera-Wagnera

wmin := w(v0,V \ {v0})
while |V | > 1 do

(X ,Y )=redukuj(G ,v0)
if w(X ,Y ) < wmin then

(X ,Y )min := (X ,Y )
wmin := w(X ,Y )

return (X ,Y )min, wmin
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T = Θ(|V ||E |+ |V |2 log |V |).

Lemat

Niech s i t b¦d¡ dwoma wierzchoªkami w gra�e G = (V ,E ). Niech
G/{s, t} oznacza graf otrzymany z G poprzez zª¡czenie
wierzchoªków s i t. Wówczas minimalnym przekrojem w G jest albo
przekrój (S ,T ) albo minimalny przekrój w gra�e G/{s, t}.

Lemat

Przekrój zwracany przez funkcj¦ redukuj() jest minimalnym
(S ,T )-przekrojem zadanego na wej±ciu grafu G , gdzie s i t s¡
ostatnimi doª¡czonymi wierzchoªkami.
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Skojarzeniem w gra�e G = (V ,E ) nazywamy podzbiór M ⊂ E
wierzchoªkowo rozª¡cznych kraw¦dzi.

Liczno±ci¡ skojarzenia M jest liczba |M|.

Mówimy, »e M jest najliczniejszym skojarzeniem w G je±li
|M| = max{|M ′| : M ′ jest skojarzeniem w G}. Wówczas liczb¦
µ(G ) = |M| nazywamy liczb¡ skojarzeniow¡ grafu G .

Problem najliczniejszego skojarzenia w gra�e

Wej±cie: Graf G = (V ,E ).
Wyj±cie: Najliczniejsze skojarzenie M w G .
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Skojarzenie M w gra�e G = (V ,E ) nazywamy peªnym je±li
|M| = |V |/2.

Twierdzenie Tutte'a

Graf G posiada peªne skojarzenie wtedy i tylko wtedy, gdy |S | ­ c
dla ka»dego podzbioru S ⊂ V , gdzie c oznacza liczb¦ spójnych
skªadowych o nieparzystym rz¦dzie w gra�e G [V \ S ].

Twierdzenie Halla'a

Graf dwudzielny G (X ,Y ;E ) zawiera skojarzenie rozmiaru |X |
wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego podzbioru S ⊂ X zachodzi
|S | ¬ |N(S)|.
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Sieci¡ pomocnicz¡ dla grafu dwudzielnego G = (X ,Y ;E ) jest sie¢
G = (V ,A, s, t, c), w której:
V = X ∪ Y ∪ {s, t}
A = {(x , y) : dla ka»dego {x , y} ∈ E} ∪ {(s, x) : dla ka»dego
x ∈ X} ∪ {(y , t) : dla ka»dego Y ∈ Y }
c(u, v) = 1 dla ka»dego ªuku (u, v) ∈ A.

Twierdzenie

Graf dwudzielny G = (X ,Y ;E ) zawiera skojarzenie o liczno±ci |M|
je»eli istnieje przepªyw f o warto±ci |f | = |M| w sieci pomocniczej
G = (V ,A, s, t, c).
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�cie»ka P =< v0, v1, . . . , vk > o nieparzystej dªugo±ci k jest
±cie»k¡ powi¦kszaj¡c¡ wzgl¦dem skojarzenia M w gra�e G je±li
∀l : 1 ¬ l ¬ k−1

2 : {v2l−1, v2l} ∈ M, a wierzchoªki v0 oraz vk s¡
wolne (czyli nie s¡ incydentne z »adn¡ kraw¦dzi¡ skojarzenia M).

Twierdzenie Berge'a

M jest najliczniejszym skojarzeniem w gra�e G wtedy i tylko wtedy,
gdy G nie zawiera ±cie»ki powi¦kszaj¡cej wzgl¦dem M.
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Kielich to cykl o nieparzystej dªugo±ci 2k + 1, w którym k kraw¦dzi
nale»y do skojarzenia M.
Podstaw¡ kielicha jest albo wierzchoªek wolny, albo skojarzony z
kraw¦dzi¡ z M nie nale»¡c¡ do kielicha.

Zwini¦ciem kielicha B do podstawy y nazywamy tak¡ transformacj¦
grafu G = (V ,E ) do grafu G ′ = (V ′,E ′), »e
V ′ = V \ (V (B) \ {y}), oraz
E ′ = E \ {{u, v} : u ∈ V (B) lub v ∈ V (B)}∪
{{y , v} : {u, v} ∈ E , u ∈ V (B), v 6∈ V (B)}.
Operacj¦ odwrotn¡ nazywamy rozwini¦ciem kielicha B .
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Niech S oznacza zbiór wierzchoªków wolnych wzgl¦dem skojarzenia
M. Lasem naprzemiennym nazywamy las F , w którym:
- ka»dy wierzchoªek ze zbioru S jest korzeniem w F
- ka»da kraw¦d¹ o nieparzystej odlegªo±ci od korzenia nale»y do M.
Ka»dy wierzchoªek w F maj¡cy nieparzyst¡ odlegªo±¢ od korzenia
ma stopie« 2 i nazywany jest wierzchoªkiem wewn¦trznym.
Pozostaªe wierzchoªki s¡ zewn¦trzne.
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Algorytm Edmondsa

M := ∅
F := V (G)
while (1) do

if istnieje zewn¦trzny wierzchoªek x ∈ F s¡siedni z y 6∈ F then

znajd¹ wierzchoªek z : {y , z} ∈ M
F ∪ {x , y} ∪ {y , z}

else

if istniej¡ zewn¦trzne wierzchoªki x1, x2 ∈ F : {x1, x2} ∈ E then

if x1 oraz x2 nale»¡ do ró»nych skªadowych w F then

p1 := ±cie»ka od root(x1) do x1 w F
p2 := ±cie»ka od root(x2) do x2 w F
mody�kuj M wzdªu» ±cie»ki powi¦kszaj¡cej p1 ∪ {x1, x2} ∪ p2
F := zbiór wierzchoªków wolnych wzgl¦dem M

else

B := kielich zamkni¦ty przez {x1, x2} o podstawie y
zwi« B do y
mody�kuj M wzgl¦dem B

else

break

for ka»dy zwini¦ty kielich B do

rozwi« B
mody�kuj M wzgl¦dem B
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T = O(|V |2|E |)
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Warianty zagadnienia

1. Peªne skojarzenie o minimalnej wadze.
2. Peªne skojarzenie o maksymalnej wadze.
3. Skojarzenie o maksymalnej wadze.

Problem peªnego skojarzenia o minimalnej wadze

Wej±cie: Graf dwudzielny peªny zrównowa»ony G (X ,Y ;E ) oraz
funkcja kosztu w : E 7→ R+.

Wyj±cie: Peªne skojarzenie M o minimalnej wadze
wmin = min{w(M) : M jest skojarzeniem peªnym w G}.
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Etykietowanie l : X ∪ Y 7→ Z nazywamy dopuszczalnym je±li
l(x) + l(y) ¬ w(x , y) dla ka»dych x ∈ X , y ∈ Y .

Dla dopuszczalnego etykietowania l , pograf Gl = (X ,Y ;El) grafu
G , w którym El = {xy : l(x) + l(y) = w(x , y)} nazywamy grafem
nasycenia.

Twierdzenie

Niech l b¦dzie dopuszczalnym etykietowaniem grafu G .
Je±li M jest peªnym skojarzeniem w Gl , wówczas M jest peªnym
skojarzeniem o minimalnej wadze w G .

Mówimy, »e wierzchoªek z jest osi¡galny z x je±li istnieje
naprzemienna ±cie»ka x − z w Gl .
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skoryguj_etykietowanie

x := wierzchoªek wolny wzgl¦dem M w X
S := wierzchoªki w X osi¡galne z x
T := wierzchoªki w Y osi¡galne z x
α := minx∈S ,y∈Y \T{w(x , y)− l(x)− l(y)}
for ka»dy wierzchoªek x ∈ S

l(x) := l(x) + α
for ka»dy wierzchoªek y ∈ T

l(y) := l(y)− α
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Algorytm Kuhna-Munkresa

M := ∅
for ka»dy wierzchoªek x ∈ X

l(x) := miny∈Y {w(x , y)}
for ka»dy wierzchoªek y ∈ Y

l(y) := 0
wyznacz Gl

while M nie jest skojarzeniem peªnym w G
if istnieje ±cie»ka powi¦kszaj¡ca P wzgl¦dem M w Gl then

mody�kuj M wzdªu» ±cie»ki P
else

skoryguj_etykietowanie
mody�kuj Gl

T = O(|V |3)

44 / 44


