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Program wyktadu

1. Maksymalne przeptywy w sieciach.

2. Inne zagadnienia przeptywowe: sieci z dolnym ograniczeniem
przeptywu, przeptywy o minimalnym koszcie, przeptywy uogdlnione.
3. Skojarzenia w grafach.

4. Grafy planarne — testowanie planarnosci oraz znajdowanie
planarnej reprezentacji.

5. Kolorowanie wierzchotkowe oraz krawedziowe.

6. Pokrycie wierzchotkowe, dominowanie, kliki i zbiory niezalezne.
7. Grafy przekatniowe i przedziatowe — rozpoznawanie.

8. Podziaty i dekompozycje graféw.
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Siecig G = (V, A, s, t, c) nazywamy graf skierowany (V, A), w
ktérym dwa wierzchotki s, t (nazywane odpowiednio zZrédfem i
ujsciem) sa wyréznione, a c jest funkcja przepustowosci

C: AHR+

Przeptywem w sieci G nazywamy funkcje
f: A— ]R+

spetniajaca warunki:
(1) V(u,v) € A: 0< f(u,v) < c(u,v)
(2) Vv e V\ {s,t}:

Z f(u,v) = Z f(v,u).

ueV: (u,v)EA ueV: (v,u)eA
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Wartoscig przeptywu f jest liczba
‘f| = Z(s,u)eA f(s’ Ll) = Z(u,t)eA f(uv t)'

Problem maksymalnego przeptywu
Wejscie: Sie¢ G = (V, A,s, t,c)
Wyjscie: Przeptyw fiax :

|fmax| = max{|f]| : f jest przeptywem w G}.
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Siecig residualng dla sieci G = (V, A, s, t, c) oraz przeptywu f
nazywamy sie¢ Gr = (V, Af, s, t, cr), w ktorej

Ar = AU{(u,v): f(v,u) > 0} oraz:

cr(u,v) = { c(u, ; f(u,v) jesli(u,v) € A

f(v,u wpp

Sciezka powiekszajaca dla przeptywu f jest ciezka od s do t w
sieci residualnej Gf.

Niech p bedzie sciezka powickszajaca dla przeptywu f.
Przepustowos¢ residualna sciezki p wynosi
cr(p) = min{cr(u,v) : (u,v) € p}.
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Metoda Forda-Fulkersona

for kazdy tuk (u,v) € Ado
f(u,v) =0
Gr =G
while istnieje sciezka powiekszajaca p w Gr do
¢r(p) := min{cr(u, v) : (u,v) € p}
for kazdy tuk (u,v) € p do
f(u,v) = f(u,v)+ cr(p)
cr(u,v) = c(u,v) — f(u,v)
cr(v,u) = f(u,v)

Jesli ¢ jest funkgcja catkowitoliczbowa to T = O(|A||c).
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Algorytm Edmondsa-Karpa

Do znajdowania Sciezek powiekszajacych w metodzie

Forda-Fulkersona wykorzystawane jest przeszukiwanie
wszerz (BFS).

T = 0(|V||AP) 1
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Przekrojem w sieci G = (V, A, s, t, c) nazywamy taki podziat
(S, T) zbioru V, w ktérym s € Soraz t € T.

Przepustowos¢ przekroju
c(5,T)= Z(U,V)EASUES,VET c(u, v)
Przeptyw przez przekrdj
f(S,T)= Z(u,v)eA:ueS,veT f(u,v)
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Twierdzenie o maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju

Niech f bedzie przeptywem w sieci G = (V, A, s, t, ¢).
Nastepujace warunki s réwnowazne.

(1) Przeptyw f w G jest maksymalny

(2) Sie¢ residualna Gf nie zawiera Sciezki powiekszajacej

(3) Istnieje przekrdj (S, T), dla ktérego zachodzi || = ¢(S, T).
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Przedprzeptywem w sieci G nazywamy funkcje
g: A—R,

spetniajaca warunki:

(1) Y(u,v) €A 0< g(u,v) < c(u,v)

(2) Vv e V\ {s, t}:

> ogwv) - Y gvu) =0

ueV: (u,v)EA ueV: (v,u)eA

Nadmiarem w wierzchotku v nazywamy liczbe

ev)= >, sglwv)— > glvu)

ueV: (u,v)EA ueV: (v,u)eA

Wierzchotek v € V' \ {s, t} jest nadmiarowy jesli e(v) > 0.
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Funkcje h: V — N nazywamy funkcja wysokosci jesli
(1) h(s) = | V|

(2) h(t) =0

(3) Y(u,v) € Ag : h(u) < h(v) + 1.
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Operacja przeslij(u, v) moze zosta¢ wykonana, gdy spetnione s3
warunki:

(1) e(u) >0

(2) cg(u,v) >0

(3) h(u) = h(v) +1

dg(u, v) := min{e(u), cg(u, v)}
if (u,v) € A then

g(u,v) = g(u,v)+ dg(u,v)

else

g(u,v):=g(u,v) dé(u7v)
e(u) :== e(u) — dg(u,v)
e(v) = e(v) + dg(u.v)
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Operacja podnie$(u) moze zosta¢ wykonana, gdy spetnione s3
warunki:

(1) e(u) >0

(2) Y(u,v) € Ag = h(u) < h(v).

podnies(u)

h(u) := 14+ min{h(v) : (u,v) € Az}
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inicjuj przedprzeptyw(G)

for kazdy wierzchotek v € V
h(v) :=0
e(v) =0

for kazdy tuk (u,v) € A
g(u,v):=0

h(s) :=|V|

for kazdy tuk (s,v) € A
g(s,v) :=c(s,v)
e(v) :=c(s,v)
e(s) :==e(s) — c(s,v)
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Algorytm przedprzeptywowy

inicjuj przedprzeptyw(G)
while mozna zastosowa¢ przeslij lub podnies
wybierz jedng z dopuszczalnych i wykonaj

T = 0(|V2/A) J
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Warianty zagadnienia przeptywowego

1. Sieci z wieloma zrédtami i ujsciami.
2. Sieci z dolng przepustowoscia.

3. Przeptyw rozszerzony.

4. Przeptyw o minimalnym koszcie.

5. Sieci uogdlnione.
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Sie¢ z wieloma zrédtami i ujSciami

to sie¢ postaci Gst = (V,A,S, T, c), gdzie (V, A) jest grafem
skierowanym, w ktérym S jest zbiorem zrédet, T jest zbiorem ujsé,
a c jest funkcja przepustowosci

C: AHR+

Przeptywem w sieci Gst nazywamy funkcje
f: ARy

spetniajaca warunki:
(1) V(u,v) € A: 0< f(u,v) < c(u,v)
(2)VveV\(SUT):

Z f(u,v) = Z f(v,u).

ueV: (u,v)EA ueV: (v,u)eA
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Wartoscig przeptywu f jest
Ifl = Z(u,v)GA, ues f(u,v) = Z(u,v)GA, veT f(u, v).

Problem maksymalnego przeptywu w Gsr

Wejscie: Sie¢ Gst = (V,A,S, T, ¢).

Wyjscie: Przeptyw frax :

|fmax| = max{|f| : f jest przeptywem w Gsr}.

Sieciag pomocnicza dla Gst = (V, A, S, T, c) jest siec

G' = (V' A, s t' ), wktérej:

Vi=Vui{d, t}

A= AU{(s,s) : dla kazdego s € S} U {(t,t) : dla kazdego
teT}

C/(u7 V) :{ ;(EU, V) 'f;:l;)(u’ V) c A
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Sie¢ z dolna przepustowoscia

to sie¢ postaci G, = (V, A, s, t, b, c), gdzie (V, A) jest grafem
skierowanym, s jest zrédtem, t ujsciem, a b i ¢ s3 odpowiednio
funkcjami dolnej i gérnej przepustowosci

b,c: A—R,.

Przeptywem (dopuszczalnym) w sieci Gp, nazywamy funkcje
f: A— R+

spetniajaca warunki:
(1) Y(u,v) € A: b(u,v) < f(u,v) < c(u,v)
(2) Vv e V\ {s,t}:

Z f(u,v) = Z f(v,u).

ueV: (u,v)EA ueV: (v,u)eA
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Problem maksymalnego przeptywu w G,
Wejscie: Sie¢ Gp = (V, A, s, t, b, c).

Wyjscie: Przeptyw fpax :
|fmax| = max{|f| : f jest przeptywem w Gp}, lub NULL jesli f nie

istnieje.

Warunki konieczne na istnienie przeptywu dopuszczalnego

Vv e V\ {s,t}: Zb(u,v)< Zc(v,u)

ueV ueV
Vv e V\{s, t}: Zb(v,u)< Zc(u,v)
ueV ueV
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Siecig pomocnicza dla sieci Gy, jest sie¢ G' = (V' A", s/, t/, '), w

ktorej:

Vi=Vvu{s, t'}

A =AU{(s,v) : dla kazdego v € V' \ s}
U{(v,t") : dla kazdego v € V' \ t} U (t,s)

Swev b(w,v)  jesliu=5s

Ywev blu,w)  jesliv =1t

c(u,v) — b(u,v) jesli (u,v) €A

00 dla (t,s)

c(u,v) =

Twierdzenie

Sie¢ Gp, posiada przeptyw dopuszczalny wtedy i tylko wtedy, gdy
maksymalny przeptyw w sieci pomocniczej G’ jest réwny

'l = Xvev (s, v) = Evev (v, t).
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Maksymalny przeptyw w Gp,
if znajdz przeptyw dopuszczalny()==0 then
return NULL
for kazdy tuk (u,v) € A do
f(u,v):=f'(u,v)+ b(u,v)
cr(u,v) = c(u,v) — f(u,v)
cr(v,u) = f(u,v) — b(u, v)
while istnieje sciezka powiekszajaca p w Gr do
cr(p) := min{cr(u,v) : (u,v) € p}
for kazdy tuk (u,v) € p do
f(u,v):= f(u,v)+ cr(p)
cr(u,v) :=c(u,v) — f(u,v)

cr(v,u) :== f(u,v) — b(u, v) )
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Przeptywem (rozszerzonym) w sieci Gp nazywamy funkcje
f: A— R+

spetniajaca warunki:
(1) Y(u,v) € A: b(u,v) < f(u,v) < c(u,v) lub f(u,v) =0
(2) Vv e V\ {s, t}:

Z f(u,v) = Z f(v,u).

ueV: (u,v)EA ueV: (v,u)eA

Problem maksymalnego przeptywu rozszerzonego w Gp,

Wejscie: Sie¢ Gp = (V, A, s, t, b, ).

Wyjscie: Przeptyw fax :

|fmax| = max{|f| : f jest przeptywem rozszerzonym w Gp}, lub
NULL jesli f nie istnieje.
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Kosztem w sieci G = (V, A, s, t, c) nazywamy funkcje k : A +— ]RJF.J

Niech f bedzie przeptywem w sieci G. Kosztem przeptywu f jest
wartosé

kf = Z f(u,v)k(u,v).

(u,v)EA

Problem przeptywu o minimalnym koszcie w G

Wejscie: Sie¢ G = (V, A, s, t, c) wraz z funkcja kosztu k, oraz
decRy.

Wyjscie: Przeptyw fojnk : kg, = min{kf : f jest przeptywem w G
i |f] =d}.
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Twierdzenie

Przeptyw f w G jest przeptywem o minimalnym koszcie wtedy i
tylko wtedy, gdy w sieci residualnej Gr nie istnieje cykl o ujemnym
koszcie.

Przeptyw o minimalnym koszcie w G

f := znajdz_ przeptyw(d)

Gy := siec residualna dla f w G

while istnieje w Gf cykl C o koszcie ujemnym do
modyfikuj f wzdtuz cyklu C
modyfikuj G

-
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Sie¢ uogdlniona

to sie¢ postaci G; = (V,A,s, t, c,v), gdzie (V, A) jest grafem
skierowanym, s jest zrédtem, t ujsciem, c¢ funkcja przepustowosci,
natomiast 7 jest funkcja zysku (straty)

v: A—RT.

Przeptywem uogédlnionym w sieci Gz nazywamy funkcje
f: A R, spetniajaca warunki:

(1) V(u,v) € A: 0< f(u,v) < c(u,v)

(2) Vv e V\ {s, t}:

Z f(v,u) = Z f(u,v)y(u,v).

ueV: (v,u)eA ueV: (u,v)EA

Wartoscig przeptywu f jest liczba
1] = > (u,t)ea f(u; t)¥(u; t).
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Problem przeptywu maksymalnego w sieci G,

Wejscie: Sie¢ Gz = (V, A,s,t,c,7).
Wyjscie: Przeptyw fax :
|fmax| = max{|f| : f jest przeptywem w G, }.

Cykl C nazywamy cyklem generujacym przeptyw jesli

Y(C) = uv)ec v(u, v) > 1. Jesli 7(C) < 1 to wéwczas méwimy
o cyklu absorbujacym przeptyw. Gdy v(C) = 1 to cykl jest
Jednostkowy.

Uogdlniong sciezka powiekszajaca (GAP) nazywamy cykl C
generujacy przeptyw, wraz z dotaczona (dopuszczalnie pusta)
Sciezka P od jednego z wierzchotkéw cyklu C do ujscia t w sieci
residualnej Gr.
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Twierdzenie
Przeptyw f jest przeptywem maksymalnym w Gz wtedy i tylko

wtedy, gdy w sieci residualnej G nie istnieje uogdlniona Sciezka
powiekszajaca.

Przeptyw maksymalny w G,

f=0

Gr := Gg

while istnieje w Gf uogdlniona Sciezka powiekszajagca CP do
modyfikuj f wzdtuz CP
modyfikuj G

| A\
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Problem minimalnego przekroju w grafie

Wejscie: Graf G = (V, E) oraz funkcja wagowa w : E — R,
Wyijscie: Przekrdj (X, Y):
w(X,Y) =min{w(X’, Y'"): (X', Y’) jest przekrojem w G}.

W(Xa Y) = Z{x,y}GE:XEX,yEY W({X7.y})

Niech A C V. Jesli v & A to w(A,v) =31, vyee aca w({a, v}).
Wierzchotek z ¢ A nazywamy najsilniej potaczonym z A jesli
w(A, z) = max{w(A,v): v & A}.
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redukuj(G,v)

A:={w}
while A # V do
dotacz do A wierzchotek najsilniej potaczony
(X, Y) = (t, V\{t})
ztacz w G dwa ostatnio dotgczone do A wierzchotki s i ¢
return (X, Y)

N

Algorytm Stoera-Wagnera
Wmin ‘= W(V07 v \ {VO})
while |V| > 1 do
(X, Y)=redukuj(G,v)
if w(X,Y) < wpnin, then
(X, Y)min == (X, Y)
Whin = w(X,Y)
return (X, Y)min, Wmin
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T =0O(|V||E| + |V log |V]).

M~

Niech s i t beda dwoma wierzchotkami w grafie G = (V/, E). Niech
G/{s, t} oznacza graf otrzymany z G poprzez ztaczenie
wierzchotkéw s i t. Wéwczas minimalnym przekrojem w G jest albo
przekrdj (S, T) albo minimalny przekréj w grafie G/{s, t}.

Przekroj zwracany przez funkcje redukuj() jest minimalnym
(S, T)-przekrojem zadanego na wejsciu grafu G, gdzie s i t sa
ostatnimi dotgczonymi wierzchotkami.

.
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Skojarzeniem w grafie G = (V, E) nazywamy podzbiér M C E
wierzchotkowo roztacznych krawedzi.

Licznoscia skojarzenia M jest liczba |M|.

Méwimy, ze M jest najliczniejszym skojarzeniem w G jesli
M| = max{|M'| : M’ jest skojarzeniem w G}. Wéwczas liczbe
u(G) = |M| nazywamy liczba skojarzeniowa grafu G.

Problem najliczniejszego skojarzenia w grafie

Wejscie: Graf G = (V, E).
Wyjscie: Najliczniejsze skojarzenie M w G.
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Skojarzenie M w grafie G = (V/, E) nazywamy pefnym jesli
(M| = |V]/2.

e

Twierdzenie Tutte'a

Graf G posiada petne skojarzenie wtedy i tylko wtedy, gdy |S| > ¢
dla kazdego podzbioru S C V/, gdzie ¢ oznacza liczbe spéjnych
sktadowych o nieparzystym rzedzie w grafie G[V \ S].

Twierdzenie Halla'a

Graf dwudzielny G(X, Y; E) zawiera skojarzenie rozmiaru | X|
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego podzbioru S C X zachodzi
S| < [N(S)I.

.
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Sieciag pomocnicza dla grafu dwudzielnego G = (X, Y; E) jest sie¢
G=(V,A s, t,c) w ktérej:

V=XUYU/{s,t}

A ={(x,y) : dla kazdego {x,y} € E} U{(s, x) : dla kazdego

x € X}U{(y,t): dla kazdego Y € Y}

c(u,v) =1 dla kazdego tuku (u,v) € A.

Twierdzenie

Graf dwudzielny G = (X, Y; E) zawiera skojarzenie o licznosci | M|
jezeli istnieje przeptyw f o wartosci |f| = |[M| w sieci pomocniczej
G=(V,A s tc).
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Sciezka P =< vg, v1,..., vk > 0 nieparzystej dtugosci k jest
Sciezka powiekszajacg wzgledem skojarzenia M w grafie G jesli
VIi:1<I1< % : {wai_1, vo1} € M, a wierzchotki vy oraz vy sa
wolne (czyli nie s3 incydentne z zadng krawedzig skojarzenia M).

Twierdzenie Berge'a

M jest najliczniejszym skojarzeniem w grafie G wtedy i tylko wtedy,
gdy G nie zawiera Sciezki powiekszajacej wzgledem M.

v
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Kielich to cykl o nieparzystej dtugosci 2k + 1, w ktérym k krawedzi
nalezy do skojarzenia M.

Podstawa kielicha jest albo wierzchotek wolny, albo skojarzony z
krawedzig z M nie nalezaca do kielicha.

Zwinieciem kielicha B do podstawy y nazywamy taka transformacje
grafu G = (V,E) do grafu G’ = (V', E'), ze

V'=V\ (V(B)\{y}). oraz

E'=E\{{u,v}: ue V(B)Ilubve V(B)}U

{Hy,v}: {u,v} € E,uec V(B),v¢V(B)}.

Operacje odwrotna nazywamy rozwinieciem kielicha B.
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Niech S oznacza zbiér wierzchotkéw wolnych wzgledem skojarzenia
M. Lasem naprzemiennym nazywamy las F, w ktérym:

- kazdy wierzchotek ze zbioru S jest korzeniem w F

- kazda krawedz o nieparzystej odlegtosci od korzenia nalezy do M.
Kazdy wierzchotek w F majacy nieparzysta odlegtos¢ od korzenia
ma stopien 2 i nazywany jest wierzchotkiem wewnetrznym.
Pozostate wierzchotki s3 zewnetrzne.
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Algorytm Edmondsa

M:=0
F:= V(G)
while (1) do

if istnieje zewnetrzny wierzchotek x € F sasiedni z y & F then
znajdz wierzchotek z: {y,z} € M

Fu{x,y}U{y,z}
else

if istnieja zewnetrzne wierzchotki x1,x € F : {x1,x2} € E then
if x1 oraz x> nalezg do réznych sktadowych w F then
p1 := Sciezka od root(x1) do x3 w F
p2 := Sciezka od root(xz) do x2 w F
modyfikuj M wzdtuz Sciezki powiekszajacej p1 U {x1, x2} U p2
F := zbiér wierzchotkéw wolnych wzgledem M
else
B := kielich zamkniety przez {xi,x2} o podstawie y
zwin B do y
modyfikuj M wzgledem B
else
break
for kazdy zwiniety kielich B do
rozwin B
modyfikuj M wzgledem B
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T = O(|V2|E)) )
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Warianty zagadnienia

1. Petne skojarzenie o minimalnej wadze.
2. Petne skojarzenie o maksymalnej wadze.
3. Skojarzenie o maksymalnej wadze.

Problem petnego skojarzenia o minimalnej wadze

Wejscie: Graf dwudzielny petny zréwnowazony G(X, Y; E) oraz
funkcja kosztu w : E — RT.

Wyjscie: Petne skojarzenie M o minimalnej wadze
Wpmin = min{w(M) : M jest skojarzeniem petnym w G}.
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Etykietowanie / : X U Y +— Z nazywamy dopuszczalnym jesli
I(x)+ I(y) < w(x,y) dla kazdych x € X, y € Y.

Dla dopuszczalnego etykietowania /, pograf Gy = (X, Y; E|) grafu
G, w ktérym E; = {xy : I(x)+ I(y) = w(x,y)} nazywamy grafem
nasycenia.

Twierdzenie

Niech / bedzie dopuszczalnym etykietowaniem grafu G.

Jesli M jest petnym skojarzeniem w G;, wéwczas M jest petnym
skojarzeniem o minimalnej wadze w G.

Moéwimy, ze wierzchotek z jest osiggalny z x jesli istnieje
naprzemienna S$ciezka x — z w G.
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skoryguj _etykietowanie

x := wierzchotek wolny wzgledem M w X
S := wierzchotki w X osiggalne z x
T := wierzchotki w Y osiggalne z x
o = minyes yey r{w(x,y) — 1(x) — (1)}
for kazdy wierzchotek x € S

I(x) = I(x)+«
for kazdy wierzchotek y € T

I(y) = Ily) —a
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Algorytm Kuhna-Munkresa
M=
for kazdy wierzchotek x € X
I(x) = minyey {w(x, y)}
for kazdy wierzchotek y € Y
I(y) =0
wyznacz Gy
while M nie jest skojarzeniem petnym w G
if istnieje Sciezka powickszajaca P wzgledem M w G; then
modyfikuj M wzdtuz sciezki P

else
skoryguj _etykietowanie
modyfikuj G;
T=0(VP)
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