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Program wyktadu

1. Zbiory, podzbiory i multizbiory. Generowanie podzbioréw.
2. Funkgcje i rozmieszczenia. Permutacje. Metody generowania
permutacji.

3. Zasada pudetkowania i przyktady jej zastosowan.

4. Zasada wtaczania-wytaczania. Nieporzadki.

5. Podziaty zbioru i liczby. Liczby Stirlinga.

6. Zaleznosci rekurencyjne. Rozwiazywanie liniowych réwnan
rekurencyjnych o statych wspétczynnikach.

7. Funkcje tworzace; przyktady wykorzystania.

8. Zliczanie obiektéw kombinatorycznych.
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Program wykfadu (cd.)

9. Pojecia wstepne teorii graféw. 1zomorfizm graféw. Spojnosc.
10. Droga Eulera. Cykle i Sciezki Hamiltona.

11. Grafy dwudzielne. Drzewa. Grafy planarne.

12. Kolorowanie wierzchotkéw i krawedzi w grafach. Zawezenie
zagadnien kolorowania do poznanych rodzin graféw.

13. Przyktady dekompozycji graféw.
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Liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego wynosi 2". I

Liczba wszystkich podzbioréw k-elementowych zbioru

n-elementowego wynosi () = #Lk),

Prawdziwe s3 nastepujace zaleznosci:
() = (224)

="+ G

®) () = () (20

k() = n(— i)

("¢") = Z o (P)(Z)

S0 (5 (M3 = (5

.
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Twierdzenie dwumienne

Niech x,y € R, n € N. Wéwczas

(x+y)"= i (7)

i=0

W szczegélnosci, dla x =y =1,
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Liczba k-elementowych podzbioréw z powtdrzeniami zbioru S,
ktéry zawiera n réznych elementéw, kazdy o nieograniczone;j

krotnosci, wynosi (""571).
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Twierdzenie wielomienne

Niech x1,x2,...,x: € R, n € N. Wéwczas

n
ny n2 ne
X1 X" X,

atxet...+x)" =Y
n;n; ... N

gdzie sumowanie przeprowadzone jest po wszystkich nieujemnych
catkowitoliczbowych rozwigzaniach réwnania

n+ny+...4+n=n,
oraz

n n!
ni;ngi ... Ny ool ... ngl”
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Generowanie wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego

generuj podzbiory(n, p)
if p == n then
fori:=0ton—1do
if (ciag[i] == 1) then

wypisz(/)
else
ciag[p] :=0
generuj podzbiory(n, p 4 1)
ciag[p] :=1

generuj podzbiory(n, p 4+ 1)

Start rekurencji od wywotania:
generuj podzbiory(n, 0)
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Generowanie podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowego
fori:=0to k—1do
zbior[i] := i +1
do

wypisz_ zbior()
if (zbior[k — 1] < n) then

ji=k-1
else
ji=k—2
while (j >= 0 && zbior[j] + 1 == zbior[j + 1]) do
j——
if (j >=0) then
zbior[j] + +

fori:=j+1to k—1do
zbior[i] := zbior[i — 1] + 1
while (j >= 0)
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Generowanie podzbioréw k-elementowych z powtdrzeniami

for i:=0to k—1do
zbior[/] : ==k 1
do
wypisz_ zbior()
if (zbior[k — 1] < n) then

ji=k-1
else
ji=k—2
while (j >= 0 && zbior[j] #=+ == zbior[j + 1]) do
j——
if (j >=0) then
zbior[j] + +

fori:=j+1to k—1do
zbior[i] := zbior[i — 1] sk
while (j >= 0)
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Jesli [ X| = noraz |Y| = m, to liczba wszystkich funkg;ji
f: X+— Y wynosi m".

| \

Jesli |[X| = noraz |Y|=m, m > n, to liczba wszystkich funkcji
réznowartosciowych f : X — Y wynosi (m%'n),

Jesli [ X| =noraz |Y|=m, m > n, to liczba wszystkich funkcji
rosnacych f: X — Y wynosi (7).

S
A\

Jesli | X| = noraz | Y| = m, to liczba wszystkich funkg;ji
niemalejacych £ : X — Y wynosi ('"+:_1).
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Jesli | X| = | Y| = n, to kazda funkcja réznowartosciowa f : X — Y
jest wzajemnie jednoznaczna (bijektywna). Wéwczas liczba takich
funkgji jest réwna n!.

.

Odwzorowanie bijektywne f : X +— X nazywamy permutacja zbioru
X.

Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!. \

Zbior wszystkich permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy J

.

symbolem S,,.
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Permutacje f : X — X zapisujemy

=( X1, X2, ... Xp )
f(xa), f(x), ... f(xn)

Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze X = {1,2,...,n}.

Wéwczas
f=<f(1),f(2),...,f(n)>.
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Niech f,g € S,,. Ztozeniem permutacji f i g nazywamy permutacje
g o f zdefiniowana nastepujaco

Vie X: (gof)(i)=g(f()).

Permutacje e =< 1,2,...,n > nazywamy identycznosciowa.
Dla dowolnej permutacji f € S, zachodzi foe=eof =f.

Kazda permutacja f € S, wyznacza jednoznacznie taka permutacje
flecS,zefofl=f"1of=e f!nazywamy permutacja
odwrotng do f.
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Dla dowolnych permutacji f, g, h € S, spetnione s3 warunki:

(1) (fog)oh=fo(goh)

(2) foe=eof =f

(3)fofl=Fflof=e

Stad wynika, ze (Sp, o) jest grupa, nazywana grupa symetryczna
stopnia n.

16 /94



|

Cyklem dtugosci k nazywamy permutacje fx = (xf x5 ... xf), w

ktdre] fk(xlk) = xé‘, fk(xzk) = x_,’f, fk(x/(‘_l) = x,’f, fk(x/(‘) = xlk, oraz
f(x) = x dla kazdego x € X \ {x{',x¥, ..., xK}.

A

Kazdg permutacje mozna przedstawi¢ jednoznacznie w postaci
ztozenia (niezaleznych) cykli. Przedstawienie takie nazywamy
rozkfadem na cykle.

.

Mdéwimy, ze permutacja f jest typu (A1, Az, ..., \p) jesli w
rozktadzie na cykle zawiera doktadnie \; cykli dtugosci i, dla
i=1,2,....n

Do zapisu typu stosujemy zwykle notacje 1*12%2 ... p* (pomijajac
i jesli A\; = 0).

A
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Niech X = {x1, x2, ..., x:} bedzie multizbiorem o mocy n, ktéry
zawiera t parami réznych elementéw; kazdy element x; ma krotnos¢
nj, i=12 ..t Wtedy >/, n = n.

Liczba wszystkich permutacji multizbioru X wynosi

n!
n'no!. .. ngl”
1:1M2: ... Mt
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Generowanie permutacji zbioru n-elementowego

for i:=0to n—1do
perm[i] :==i+1
do
wypisz__permutacje()
ii==n—2
while (i >= 0 && perm[i] > perm[/ + 1]) do
i— —
if (i >=0) then
ji=n—-1
while perm[j] < perm[i]) do
perm[i] :=: perml[j]
ki=i+1
[:=n—-1
while / > k do
perm[k] :=: perm|[/]
k + +
| — —
while (i >=0)

4
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Zasada pudetkowania (Dirichleta)

Jesli n+ 1 obiektéw zostanie rozmieszczonych w n pudetkach, to
wsréd tych pudetek znajdzie sie takie, ktére zawiera co najmniej 2
obiekty.

Uogdlniona zasada pudetkowania

Niech g1, g, ..., g, beda liczbami naturalnymi. Jesli

g1+ g2+ ...+ g+ 1 obiektéw zostanie rozmieszczonych w n
pudetkach, to znajdzie sie pudetko o takim indeksie /, ze zawiera
ono g; + 1 obiektéw.
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Niech X bedzie danym zbiorem n-elementowym.
Niech Py, Ps, ..., P: oznaczaja pewne wtasnosci elementéw z X.
Niech A; = {x: x € X oraz x ma wtasnos¢ P;}, 1 < i< t.

Twierdzenie

Liczba elementéw zbioru X posiadajacych co najmniej jedng z
wiasnosci Py, Py, ..., P; wynosi:

ALUA U UA|= > |Al= Y JANA+

1<i<t 1<i<j<t

+ > JANANAL— .+ (DT AIN AN N A
1<i<j<k<t
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Liczba elementéw zbioru X nieposiadajacych zadnej z wtasnosci
P1, P>, ..., Pt wynosi:

AN AN .. .NA|=|X|—|AAUAU...UA| =

IXI= D" JAl+ D> JANAl— D> JANANA+

1<i<t 1<i<j<t 1<i<j<k<t

+.o (DA N AN N AL
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Permutacje f nazywamy nieporzadkiem jesli, dla kazdego
1<i<n, f(i)#1i.

.

Twierdzenie
Niech D, oznacza liczbe nieporzadkéw zbioru n-elementowego X.

Woéwczas .
or= 0 (Pn-

i=0

N
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Jesli |[X| = noraz |Y|=m, n> m, to liczba wszystkich
odwzorowan suriektywnych f : X — Y wynosi:

m" — (T)(m—l)"—l— <’;>(m—2)”— (?)(m—3)”+...
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Przez podziat n-elementowego zbioru X na k blokéw rozumiemy
taka rodzine B = {Bi, By, ..., Bk} podzbioréw zbioru X, ze

Bi #0, BiNnBj =0 oraz BiUB,U...U B = X, dla kazdych
i,je{1,2,... k}.

Liczbe podziatéw zbioru n-elementowego na k blokéw nazywamy
liczba Stirlinga drugiego rodzaju i oznaczamy S(n, k).

.

Dla liczb Stirlinga drugiego rodzaju zachodzi zaleznos¢
S(n,k)=S(n—1,k—1)+k-S(hn—1,k) dla 0<k<n
S(n,n) =1 da n>0
S(n,0)=0 dla n>0

.
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Liczbe podziatéw zbioru n-elementowego nazywamy liczba Bella
i oznaczamy symbolem B(n).

n

B(n) = Z S(n, k)

.
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Generowanie wszystkich podziatéw zbioru

generuj bloki(p, /)
if p == n then
wypisz_ blok()
return
fori:=1to/+1do
blok[p] := i
if i </+1 then
generuj bloki(p + 1, /)
else
generuj bloki(p + 1,/ + 1)

Start rekurencji od wywotania:
generuj_ bloki(0, 0)
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Generowanie podziatéw zbioru na k blokéw

generuj bloki(p, /)
if p == n then
wypisz_ blok()
return
fori:=1to/+1do
blok[p] := i
if i </+1 then
generuj bloki(p + 1,/)
else
generuj bloki(p+1,/+1) if 1 +1<=k

then
generuj bloki(p +1,/+ 1) if
n—1—p>=k—|/then
generuj bloki(p + 1, /)
else
if /| +1 <= k then
generuj_bloki(p+1,/+1)

A
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Podziatem liczby n na k skfadnikéw nazywamy taki ciag liczb
naturalnych < bi,by,...,bx >,ze by > by > ... > b, >0 oraz
bi+by+...4+ by =n.

Niech P(n, k) oznacza liczbe podziatéw liczby n na k skfadnikéw,
natomiast P(n) liczbe wszystkich podziatéw.

P(n)=>_P(n,k)
k=0

P(0,0) = P(0) =1
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Liczba podziatéw liczby n na k sktadnikéw jest réwna liczbie tych
podziatéw liczby n, w ktérych najwiekszy sktadnik ma wartos¢ k.

v

P(n,k) =0 dla n<k
P(n,n)=1 dla n>0
P(n,0)=0 dla n>0

Dla n > k > 0 zachodzi zalezno$¢

k

P(n, k) =>P(n— k,i)

i=0
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Generowanie podziatéw liczby n

podziat[0] := n
k=1
wypisz__podziat(k)
while podziat[0] > 1 do
p=k-—1
while podziat[p] == 1 do
podziat[p] — —
s =k—p
while s > 0 do
if s >=podziat[p] then
podziat[p + 1] := podziat[p]
else
podziat[p + 1] :=s
s := s— podziat[p + 1]
p++
k:=p+1
wypisz_ podziat(k)
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Liczbe Stirlinga pierwszego rodzaju oznaczamy symbolem s(n, k)
i definiujemy jako liczbe tych permutacji zbioru n-elementowego,
ktére w rozktadzie na cykle posiadajg k cykli.

.

Dla liczb Stirlinga pierwszego rodzaju zachodzi zaleznosé
s(nk)y=s(n—1,k—1)+(n—1)-s(n—1,k) dla 0<k<n
s(n,n) =1 dla n>0
s(n,0) =0 dla n>0

N
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Niech ho, h1, ..., h,, ... bedzie nieskonczonym ciggiem liczb.
Méwimy, ze spetnia on liniowe réwnanie rekurencyjne stopnia k
jesli istnieja wspotczynniki ag, az, ..., ak, b (ax # 0):

h, =aith,_1+ah, >+ ...+ akh,_x + b, (n > k),

gdzie kazdy ze wspétczynnikéw ap, as, . . ., ax, b moze zaleze¢ od n.

Ciag liczb hg, h1, ..., h,, ... spetniajacych powyzsze réwnanie jest
jednoznacznie wyznaczony przez liczby hg, hy, ..., hx_1 nazywane
wartosciami poczatkowymi.

Liniowe réwnanie rekurencyjne jest homogeniczne, jesli b = 0. J

Liniowe réwnanie rekurencyjne ma state wspétczynniki, jesli kazdy
ze wspétczynnikéw ag, ap, . .., ak jest statj.
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Twierdzenie

Niech g bedzie niezerowa stata.
Wéwczas h, = q" jest rozwigzaniem homogenicznego réwnania
rekurencyjnego liniowego o statych wspétczynnikach:

hn — arhp—1 — aghp—p — ... — agh,—x =0, (ax # 0, n > k),
wtedy i tylko wtedy, gdy g jest pierwiastkiem wielomianu:

Xk — alxk_l — aQXk_2 co.— dg = 0.

Wielomian ten nazywany jest wielomianem charakterystycznym, a
wszystkie jego pierwiastki pierwiastkami charakterystycznymi.
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Jesli wielomian charakterystyczny ma k réznych pierwiastkow
qi,q2,...,qk, Wtedy

hy = c1q{ + c2q3 + ... + ki

stanowi ogélna postaé rozwiazania.

Dla kazdego wyboru wartosci poczatkowych hg, hy, ..., he_1
istniejg jednoznacznie okreslone state ¢, ¢, . . ., Ck.
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Jesli g; jest pierwiastkiem s;-krotnym wielomianu
charakterystycznego, to wéwczas kazda z wartosci
hn, :q,”, hn = nq,nf hn = nqunv--'ahn: ns,-—lqlp
jest rozwigzaniem réwnania, a stad

W) = c1q? + cang” + ... + cn®Lq"

jest rozwigzaniem dla pierwiastka g;,
przy kazdym wyborze wspétczynnikéw ci, ¢, . . . Cs,.

i

Niech g1, g2, ..., g: beda r6znymi pierwiastkami, o krotnosciach
odpowiednio si, S, . .. St.

Ogodlna posta¢ rozwigzania homogenicznego réwnania
rekurencyjnego liniowego o statych wspétczynnikach:

ho = h) + @ 4 plD),
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W celu rozwigzania niechomogenicznego réwnania rekurencyjnego
liniowego o statych wspétczynnikach wykonujemy nastepujace kroki:
(1) znajdujemy rozwiazanie ogdlne odpowiedniego réwnania
homogenicznego

(2) znajdujemy rozwiazanie szczegdlne réwnania
niehomogenicznego

(3) taczymy oba rozwigzania z wykorzystaniem wartosci
poczatkowych.

Wykonanie kroku (2) wymaga préby wykorzystania réznych form
rozwigzania szczegélnego h, w zaleznosci od postaci czynnika
niehomogenicznego b. W szczegélnosci:

(i) gdy b jest wielomianem stopnia k to za testowane rozwigzanie
szczegblne h, przyjmujemy réwniez wielomian stopnia k,

(ii) gdy b = sp" to prébujemy wykorzysta¢ h, = tp".

Powodzenie w wykonaniu kroku (2) zalezy od postaci wielomianu

charakterystycznego.
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Nieskonczonemu ciggowi ag, ai, a2, . . . moze zostac przypisany
szereg formalny

A(x) = Z aix'’.
i=0

Woéwczas A(x) oznacza funkcje tworzaca (zwyczajna) dla tego
ciagu.

A

Jesli a = 0 dla kazdego k > n, to wtedy szereg utozsamiamy
z wielomianem a,x" + a,_1x" ! 4+ ... + ap.

.

Kazdy ciag ag, a1, a2, - . . wyznacza jednoznacznie funkcje tworzaca
A(x). Kazda funkcja A(x) okresla jednoznacznie ciag ap, a1, az, . . ..
V.
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Funkcja tworzaca eksponencjalna nieskoriczonego ciagu
ag, a1, az, - . . jest szereg formalny

o i
B(X) = Z a,-l,—l.
i=0 ’

.

Kazdy ciag ag, a1, a2, - . . wyznacza jednoznacznie funkcje tworzaca
eksponencjalng B(x). Kazda funkcja B(x) okresla jednoznacznie

ciag ag, a1, @, . - -

N
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Twierdzenie

Niech hg, h1, ..., hy,, ... bedzie nieskonczonym ciagiem liczb
spetniajacym homogeniczne réwnanie rekurencyjne liniowe stopnia
k o statych wspétczynnikach

hn — arhp—1 — aghp_2 — ... — agh,—x =0, (ax # 0, n > k).

Wéwezas funkcja tworzaca dla tego réwnania ma postac
H(x) = QE )) gdzie Q(x) jest wielomianem stopnia k o niezerowym

wspétczynniku statym, natomiast P(x) jest wielomianem stopnia
mniejszego niz k.
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Niech G bedzie grupa permutacji zbioru X = {1,2,..., n}.

Niech C bedzie zbiorem wszystkich pokolorowan zbioru X.

Niech f € G oraz c € C.

Niech * oznacza permutacje indukowana przez f, dziatajaca na
zbiorze koloréw.

Wtedy f*(c(x)) = c(f(x)) dla kazdego x € X, czyli f*oc=cof.
Méwimy wdéwczas, ze grupa G dziata na zbiorze pokolorowan C.

Niech c1, ¢ € C beda dwoma réznymi pokolorowaniami. Méwimy,
ze ¢ ~ ¢ (sa réwnowazne) jesli c; = ¢ o f = f* o ¢; dla pewnej
permutacji f € G.

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosci.
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Niech G(c)={f: fe G, cof =c}.
Niech C(f) ={c: c€C, cof =c}. J

Zbiér G(c) nazywamy stabilizatorem kolorowania c.

Dla kazdego kolorowania ¢ € C stabilizator G(c) tworzy grupe.
Ponadto, dla dowolnych f,g € G, cog = co f wtedy i tylko
wtedy, gdy f 1o g € G(c).

Niech ¢ € C. Liczba [{cof : f € G}| pokolorowan réwnowaznych
do c jest réwna

G|
1G(e)
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Twierdzenie

Niech G bedzie grupa permutacji zbioru X, a C zbiorem wszystkich
takich pokolorowan, ze co f € C dla kazdego f € G oraz kazdego
¢ € C. Wéwczas liczba N(G,C) wszystkich nieréwnowaznych
pokolorowari w C jest dana wzorem

N(G,C) = |G| > IC(A)].

feG
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Niech \(f) oznacza liczbe cykli w rozktadzie permutacji f na cykIe.J

Twierdzenie

Niech f € G oraz niech k oznacza liczbe koloréw przypisanych
elementom z X dla pewnego ¢ € C. Wowczas |C(f)| = kM.
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Niech f € G. Zatézmy, ze f jest typu (A1, A2, ..., Ap).
Woéwczas Y iy iAj = noraz A\(f) = Y14 A

Niech z1, 2z, ..., z, beda niezmiennikami,

z; odpowiada cyklowi dtugosci i.

Kazdej permutacji f typu (A1, A2, ..., An) przypisany jest

monomian mon(f) = 2" zy2 - - - z)", ktérego stopien wynosi A(f).
Woéwczas

>~ mon( Z =iz

feG feG

jest funkcja tworzaca typéw permutacji w G.
Wspotczynnik przy danym zl)‘lzz)‘2 .-z oznacza liczbe permutacji
typu ()\1, Aoy, )\n)-
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Cyklicznym indeksem grupy G nazywamy liczbe

Pg(z1,22,...,20) = 221 z?
|G’ -
cG

.

Twierdzenie

Niech G bedzie grupa permutacji n-elementowego zbioru X, a C
zbiorem wszystkich k" pokolorowan elementéw w X za pomoca k
koloréw. Liczba N(G,C) wszystkich nieréwnowaznych pokolorowan

w C jest réwna
N(G,C) = Pg(k,k, ..., k).

.
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Twierdzenie

Niech G bedzie grupa permutacji n-elementowego zbioru X. Niech
U={w,u,...,ux} bedzie zbiorem k koloréw, a C zbiorem
wszystkich pokolorowan elementéw w X za pomoca koloréw z U.
Woéwczas funkcja tworzaca dla liczby nieréwnowaznych pokolorowar
w zaleznosci od dystrybucji koloréw ma postac

Pe(in+ w4+ Fu,?+us 4+ Fup, .., ul +ul 4+ 4 uf),

a wspétczynnik przy uf*ub? - - - uf* oznacza liczbe nieréwnowaznych

pokolorowan, w ktérych p; elementéw zbioru X pokolorowanych
jest kolorem wu;, dla kazdego i =1,2,... k.
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Grafem nazywamy pare G = (V, E), w ktérej V oznacza skonczony
zbior wierzchotkéw, natomiast £ C {{u,v}: u,v € V} jest
zbiorem krawedzi.

Rzedem grafu G = (V, E) jest liczba n = | V|, natomiast
rozmiarem m = |E|.
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Gratem skierowanym (digrafem) nazywamy pare G = (V, A),
w ktérej V oznacza skonczony zbiér wierzchotkow, natomiast
A C{(u,v): u,v € V} jest zbiorem fukéw.

.

Multigrafem nazywamy pare G = (V/, E), w ktérej V oznacza
skonczony zbiér wierzchotkéw, natomiast E C {{u,v}: u,v € V}
jest multizbiorem krawedzi.

.

Hipergrafem nazywamy pare G = (V, ), w ktérej V oznacza
skonczony zbiér wierzchotkow, natomiast £ C {e: e C V} jest
zbiorem hiperkrawedzi.

A\
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Stopniem wierzchotka v w grafie G = (V, E) nazywamy liczbe
d(v) = |{{v,u} € E: ue V}|

Stopniem maksymalnym w grafie G = (V, E) (stopniem grafu)
nazywamy liczbe A(G) = max{d(v): v € V}.

Stopniem minimalnym w G = (V/, E) jest liczba

0(G) = min{d(v): ve V}.

Suma stopni wszystkich wierzchotkéw w grafie jest liczba parzysta.
Liczba wierzchotkéw stopnia nieparzystego w grafie jest parzysta.
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Spacerem w grafie G = (V, E) nazywamy ciag wierzchotkéw

< Vo, Vi,--.,Vk > o takiej whasnosci, ze dla kazdego 1 </ < k
{V,',l, V,'} € E.

Droga to spacer nie zawierajacy powtarzajacych sie krawedzi.
Sciezka to droga nie zawierajaca powtarzajacych sie wierzchotkéw.
Mowimy, ze spacer jest zamkniety jesli {vx, v} € E.

W przeciwnym przypadku spacer jest otwarty.

Zamknieta Sciezke nazywamy cyklem.

Liczbe krawedzi w spacerze < vp, vi, ..
zamknietym) nazywamy jego dtugoscia.

., vk > (otwartym lub
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Mowimy, ze graf G = (V/, E) jest spdjny, jesli dla kazdej pary
wierzchotkéw u, v € V istnieje sciezka o wierzchotkach koncowych
uiv.

W przeciwnym przypadku graf jest niespdjny.

Odlegtoscia d(u, v) wierzchotkéw v i v w grafie G = (V, E)
nazywamy minimalna dtugos¢ sciezki z u do v.

Srednica grafu G = (V, E) to liczba

diam(G) = max{d(u,v): u,v e V}.

A

Niech 6(G) > [5].
Woéwczas G jest grafem spéjnym.

.
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Graf G' = (V', E’) nazywamy podgrafem grafu G = (V, E), jesli
V' C Voraz E' CE.

Jesli G’ zawiera kazda krawedz grafu G, ktérej oba wierzchotki
koricowe s3 w V’, to G’ jest podgrafem indukowanym przez V.
Jesli V/ = V to G’ jest podgrafem spinajagcym.

A

W kazdym grafie G = (V, E) zbiér V jest jednoznacznie
rozktadalny na takie podzbiory Vi, V5, ..., Vi

(VMuWaU...UV =V, VNV, =0 jeslii # j), ze kazdy podgraf
indukowany przez V; jest spéjny oraz, dla kazdego i # j, u € V;,

v € Vj, nie istnieje Sciezka o koncach ui v, i,j € {1,2,... k}.

.

Podgrafy indukowane przez Vi, Vs, ..., Vi nazywamy spdjnymi
sktadowymi grafu G.
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Méwimy, ze grafy G = (V,E) oraz G’ = (V', E’) s izomorficzne,
jesli istnieje taka bijekcja o : V= V/, ze

{x,y} € E & {o(x),0y)}€FE.
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n | grafy poetykietowane | grafy nieizomorficzne
2 2 2
3 8 4
4 64 11
5 1024 34
6 32768 156
7 2097 152 1044
8 268 435 456 12 346
9 68719476736 274668
10 35184 372088832 12005168
11 | 36028 797018963 968 1018997 864
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Dopetnieniem grafu G = (V, E) jest graf G = (V, E), w ktérym
ENE =0oraz EUE = E(K,).

A

Graf izomorficzny ze swoim dopetnieniem nazywamy
samodopetniajacym.

.
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Droga Eulera (zamknigta) w spéjnym multigrafie G = (V, E)
nazywamy droge zamknietg zawierajaca kazda krawedz ze zbioru E.J

Twierdzenie

Multigraf spéjny G = (V, E) posiada zamknieta droge Eulera wtedy
i tylko wtedy, gdy stopien kazdego wierzchotka w G jest parzysty.
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Znajdowanie drogi Eulera
D:=0
V=Y
for kazda krawedz {v,u} w G do
odwiedzona[{v, u}] := 0
do
if istnieje nieodwiedzona krawedz {v, u} incydentna do v then
potéz_na_stos({v, u})
odwiedzona[{v, u}] :=1
else
{v,u} := zdejmij ze stosu()
D:=DU{v,u}
vi=u
while stos_ niepusty()
return D
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Otwarta droga Eulera w spéjnym multigrafie G = (V, E)
nazywamy droge otwartg zawierajaca kazda krawedz ze zbioru E.

Twierdzenie

Multigraf spéjny G = (V, E) posiada otwarta droge Eulera wtedy
i tylko wtedy, gdy doktadnie dwa wierzchotki w G maja stopnie
nieparzyste.

.
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Problem chinskiego listonosza

Wejscie: Graf spéjny G = (V, E) oraz funkcja kosztu w : E — R,
Wyjscie: Zamkniety spacer D o minimalnej wadze w(D)
zawierajacy kazda krawedz z E.
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Graf G = (V, E) jest dwudzielny, jesli istnieje taki podziat (X, Y)
zbioru V (XU Y =V, XN Y =0), ze kazda krawedz w G ma
jeden wierzchotek koricowy w X a drugi w Y.

.

Graf G jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy cykl w G ma
parzysta dtugosc.

.
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Drzewem nazywamy graf spéjny acykliczny.
Lasem nazywamy graf acykliczny.
Lis¢ w lesie to wierzchotek stopnia 1.

Rozmiar drzewa rzedu n wynosi n — 1. \

Liczba lisci / w drzewie rzedu n spetnia 0 < / < n. Liczba lisci / w
drzewie rzedu n > 3 spetnia 2 < /< n—1.

.

W drzewie kazda para wierzchotkéw potaczona jest doktadnie
jedna sciezka.

N
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Cykl zawierajacy kazdy wierzchotek grafu G = (V, E) nazywamy
cyklem Hamiltona.
Graf G posiadajacy cykl Hamiltona jest grafem hamiltonowskim.

Sciezke zawierajaca kazdy wierzchotek grafu G = (V/, E) nazywamy
sciezka Hamiltona.
Graf G posiadajacy Sciezke Hamiltona jest trasowalny.

\
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Twierdzenie
Niech n > 3. Jesli 6(G) > 7 to G jest hamiltonowski.

Twierdzenie

Niech G bedzie grafem, w ktérym, dla kazdej pary niesasiednich
wierzchotkéw v i v, zachodzi warunek d(u) + d(v) > n.
Wtedy G jest hamiltonowski.
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Problem komiwojazera

Wejscie: Graf petny K, = (V, E) oraz funkcja kosztu w : E — R,
Wyjscie: Cykl Hamiltona o minimalnej wadze.
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Skojarzeniem w grafie G = (V, E) nazywamy podzbiér M C E
wierzchotkowo roztgcznych krawedzi.
Licznoscig skojarzenia M jest liczba |M]|.

Skojarzenie M w grafie G = (V/, E) nazywamy pefnym jesli
M| = 7, a niemal petnym jesli |M| = ”2;1
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Graf G = (V, E) o parzystym rzedzie, w ktérym 6(G) > 7,
posiada petne skojarzenie.

Twierdzenie

Graf G posiada petne skojarzenie wtedy i tylko wtedy, gdy |S| > ¢
dla kazdego podzbioru S C V/, gdzie ¢ oznacza liczbe spéjnych
sktadowych o nieparzystym rzedzie w grafie G[V \ S].

.

Twierdzenie

Graf dwudzielny G(X, Y; E) zawiera skojarzenie rozmiaru | X|
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego S C X zachodzi |S| < [N(S)]

4
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Moéwimy, ze M jest najliczniejszym skojarzeniem w G jesli

M| = max{|M’| : M’ jest skojarzeniem w G}. Wéwczas liczb
€

u(G) = |M| nazywamy liczba skojarzeniowa grafu G.

Sciezka P =< v, v1, ..., vk > 0 nieparzystej dtugosci k jest
Sciezka powigkszajaca wzgledem skojarzenia M w grafie G jesli dla
kazdego / spetniajacego 1 < / < % zachodzi {vy/_1,va/} € M,

a wierzchotki vy oraz vy sa wolne (czyli nie s3 incydentne z zadna
krawedzig skojarzenia M).

Twierdzenie

M jest najliczniejszym skojarzeniem w grafie G wtedy i tylko wtedy,
gdy G nie zawiera Sciezki powiekszajacej wzgledem M.

4
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Przez ptaska reprezentacje grafu G = (V, E) rozumiemy takie
rozmieszczenie wierzchotkéw zbioru V' na ptaszczyznie (sferze),
ze jedyny punkt przeciecia dowolnych dwéch krawedzi to
ewentualnie ich wspélny koniec.

Graf nazywamy planarnym jesli posiada ptaska reprezentacje.

Reprezentacja ptaska grafu rozdziela jednoznacznie powierzchnie
sfery na regiony zwane Scianami.
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Niech f oznacza liczbe Scian w ptaskiej reprezentacji spéjnego grafu
G=(V,E). Wéwczas n —m+ f = 2.

W kazdym grafie planarnym G = (V/, E) rzedu n > 3 zachodzi
zalezno$¢ m < 3n — 6.

Kazdy graf planarny G = (V/, E) zawiera wierzchotek stopnia co
najwyzej 5.
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Rozdzieleniem krawedzi {u, v} w grafie G = (V, E) nazywamy
dodanie nowego wierzchotka w oraz zastapienie tej krawedzi przez
dwie krawedzie {u, w} i {w, v}.

Rozdzieleniem grafu G nazywamy graf G’ powstaty z G poprzez
wykonanie kolejnych rozdzieleri krawedzi.

.

Twierdzenie Kuratowskiego

Graf G jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera podgrafu
bedacego rozdzieleniem grafu Ks lub K3 3.

.
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Zwinigciem krawedzi {u, v} w grafie G = (V/, E) nazywamy
operacje ztaczenienia wierzchotkéw u oraz v wraz z usunieciem
powstate]j petli oraz zastapienia potencjalnych réwnolegtych
krawedzi przez pojedynczg krawedz.

Minorem grafu G nazywamy graf G’ powstaty z G poprzez
wykonanie kolejnych operacji usuwania wierzchotkéw, usuwania
krawedzi oraz/lub zwijania krawedzi.

Twierdzenie Wagnera

Graf G jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie posiada minoréw
bedacych Ks lub K3 3.
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Zbiorem niezaleznym w grafie G = (V, E) nazywamy taki podzbidr
| C V, ze zadne dwa wierzchotki w / nie s3 sasiednie.

Moéwimy, ze zbiér niezalezny | w grafie G jest najliczniejszy, jesli
nie istnieje inny zbiér niezalezny w G o rzedzie wiekszym niz |/|.
Woéwcezas a(G) = |I| nazywamy liczba niezaleznosci grafu G.
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Klika w grafie G = (V/, E) nazywamy taki podzbiér Q C V, ze
kazde dwa wierzchotki w @ sa sasiednie.

Méwimy, ze klika @ w grafie G jest najlicznigjsza, jesli nie istnieje
klika w G rzedu wiekszego niz |Q|.
Woéwczas w(G) = |Q| nazywamy liczba klikowa grafu G.

W kazdym grafie G zachodzi a(G) = w(G).
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Kolorowaniem (wierzchotkowym) grafu G = (V/, E) nazywamy
odwzorowanie ¢ : V — C, gdzie C oznacza zbiér koloréw.
Jesli dla kazdych dwéch sasiednich wierzchotkéw v, u zachodzi
c(v) # c(u), to kolorowanie nazywamy wfasciwym.

Jesli |C| = k to méwimy o k-kolorowaniu.

Minimalna liczbe k, dla ktérej istnieje k-kolorowanie wiasciwe
wierzchotkéw grafu G nazywamy liczba chromatyczna grafu G
i oznaczamy x(G).

Zbiér wierzchotkéw pokolorowanych tym samym kolorem nazywamy
klasa kolorowa.
Kazda klasa kolorowa jest zbiorem niezaleznym.
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Dla kazdego grafu G zachodzi 1 < x(G) < n.

Niech G bedzie grafem, w ktérym A(G) > 1. Wéwcezas x(G) = 2
wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grafem dwudzielnym.

W kazdym grafie G zachodza zaleznosci:

x(G) > w(6)

X(G) > r$1

X(G) < A(G) +1

.

76 /94



Twierdzenie Brooks'a

Dla kazdego grafu G zachodzi

(G) = A(G)+1 gdy G=K,lub G = Copt1
< A(G) wpp

Twierdzenie

Jesli G jest grafem planarnym, to x(G) < 4.

Twierdzenie

Jesli G jest grafem planarnym nie zawierajacym tréjkatéw, to
x(G) < 3.
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Graf G = (V, E) jest r-cyrkularnie kolorowalny jesli istnieje
takie odwzorowanie ¢’ : V — [0, r), ze
V{x,y} e E: 1<|c(x)—c(y)|<r-1

Cyrkularna liczba chromatyczna grafu G, oznaczona x.(G), wynosi:
Xc(G) = inf{r : G jest r-cyrkularnie kolorowalny}.

Twierdzenie
Dla kazdego grafu G zachodzi x(G) — 1 < x(G) < x(G).
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Krawedziowym k-kolorowaniem (wtasciwym) grafu G = (V/, E)
nazywamy takie odwzorowanie ¢ : E — C, gdzie C oznacza zbidr
koloréw oraz |C| = k, ze dla kazdych dwéch incydentnych krawedzi
e1, & zachodzi c(e1) # c(e).

Minimalna liczbe k, dla ktérej istnieje wtasciwe k-kolorowanie
krawedzi grafu G nazywamy indeksem chromatycznym grafu G
i oznaczamy x/'(G).

Zbiér krawedzi pokolorowanych tym samym kolorem nazywamy
klasa kolorowa.
Kazda klasa kolorowa jest skojarzeniem.
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Dla kazdego grafu G spetniona jest zaleznos¢ x/(G) < 2A(G) — 1.

Twierdzenie
Jesli G jest grafem dwudzielnym, to x'(G) = A(G).

Twierdzenie
W dowolnym grafie G zachodzi x'(G) < [3A(G)].

Twierdzenie
Dla kazdego grafu G zachodzi A(G) < X/(G) < A(G) + 1.
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Dekompozycja grafu G = (V, E) nazywamy rodzine jego
krawedziowo roztacznych podgraféw Gi, Gy, ..., G; o takiej
wiasnosci, ze kazda krawedz grafu G jest zawarta w doktadnie
jednym z tych podgraféw.

Jesli kazdy G;, i =1,2,...,t, jest izomorficzny z grafem H, to
moéwimy woéwczas o H-dekompozycji grafu G.

Jegli istnieje H-dekompozycja grafu G, to |E(G)| jest podzielne
przez |E(H)|.
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Twierdzenie

Graf petny K, posiada My-dekompozycje na skojarzenia rozmiaru k
wtedy i tylko wtedy, gdy 1 < k < | 5] oraz k|(5).

V.

Twierdzenie

Graf petny K|, posiada Py, 1-dekompozycje na Sciezki dtugosci k
wtedy i tylko wtedy, gdy 1 < k < n—1 oraz k|(3).

Twierdzenie

Graf petny K, posiada C,-dekompozycje na cykle dtugosci k wtedy
i tylko wtedy, gdy 3 < k < n, k|(3) oraz n jest nieparzyste.

Hipoteza

Graf petny Ko,11 posiada T, 1-dekompozycje dla kazdego drzewa
Tht1 rzedu n+ 1.
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Kwadratem faciriskim rzedu n (o boku n) nazywamy tablice
rozmiaru n X n, w ktérej kazda komoérka zawiera element ze zbioru
S rzedu n w taki sposéb, ze kazdy symbol z S wystepuje doktadnie
raz w kazdym wierszu i dokfadnie raz w kazdej kolumnie kwadratu.

Dwa kwadraty facinskie, L i L', rzedu n s ortogonalne, jesli
wszystkie sposréd n? par (L(i,j), L'(i,/)) sa parami rézne.

.

Twierdzenie
Dla kazdego n > 1, n # 2, 6, istnieje para ortogonalnych
kwadratéw tacinskich rzedu n.

.
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Méwimy, ze w zbiorze Ly, Lo, ..., L, kwadraty facinskie rzedu n s3
wzajemnie ortogonalne (ozn. MOLS(n)), jesli dla kazdych
1<i<j<m, Ljoraz L; s3 ortogonalne. Niech N(n) oznacza
maksymalna liczbe kwadratéw w zbiorze MOLS(n).

Dla kazdego n zachodzi 1 < N(n) < n—1.

Twierdzenie

Jesli g = p¥ jest potega liczby pierwszej, wéwczas N(q) = g — 1.
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Czesciowym kwadratem faciriskim rzedu n nazywamy tablice
rozmiaru n X n, w ktérej kazda komérka jest albo pusta albo
zawiera element ze zbioru S w taki sposéb, ze kazdy symbol z S
wystepuje co najwyzej raz w kazdym wierszu i co najwyzej raz w
kazdej kolumnie.

.

Twierdzenie

Czesciowy kwadrat tacifiski rzedu n, w ktérym co najwyzej n — 1
komérek jest niepustych, moze zosta¢ uzupetniony do kwadratu
tacinskiego rzedu n.

.
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Niech a, b i n beda liczbami naturalnymi spetniajacymi zaleznos¢

a x b= n. Wéwczas tablica rozmiaru n x n moze zostaé podzielona
na roztaczne bloki, kazdy z nich bedacy podtablica rozmiaru a x b.
(a, b)-kwadratem Sudoku nazywamy kwadrat tacinski nad zbiorem
symboli {1,2,...,n}, w ktérym kazdy blok zawiera wszystkie
symbole z S.

A

(a, b)-zbiorem krytycznym Sudoku nazywamy czesciowy kwadrat
tacifnski P, ktéry moze zosta¢ uzupetniony w sposéb jednoznaczny
do (a, b)-kwadratu Sudoku, a ponadto usuniecie jakiegokolwiek
niepustej komérki z P zaburza jdnoznaczno$¢ tego uzupetnienia.

Dla kazdego k, 17 < k < 35, istnieje (3,3)-zbiér krytyczny Sudoku
posiadajacy k niepustych komérek.

\,
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typ liczba kwadratéw Sudoku

(1,1) 1

(2,2) 288

(3,3) | 6670903752021 072936 960
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Systemem tréjek Steinera, STS(v), rzedu v nazywamy taka pare
(V,B), w ktérej V jest skonczonym zbiorem punktow, |V| = v,
oraz B jest rodzing 3-elementowych pozdbioréw zbioru V
nazywanych tréjkami o takiej wtasnosci, ze kazdy 2-elementowy
pozdbioréw zbioru V jest zawarty w doktadnie jednej tréjce.

Warunek konieczny na istnienie STS(v): v = 1,3 (mod 6). J

Twierdzenie

System tréjek Steinera rzedu v istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
v=1,3 (mod 6).
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Dwa systemy tréjek Steinera, (V4,B1) and (V2, B2), sa
izomorficzne jesli istnieje taka bijekcja oo : V4 — Vb, ze dla
dowolnej tréjki By € By istnieje tréjka By € By, ktdra spetnia
By = {a(x;) :

Xj € f?l}.

liczba nieizomorficznych STS(v)

1
1
13 2
15 80
19 11084 874 829
21 14796 207517873771
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Automorfizm systemu tréjek to izomorfizm w samego siebie. Zbidr
wszystkich automorfizméw tworzy grupe automorfizméw systemu
tréjek.

.

STS(v) jest cykliczny jesli posiada automorfizm sktadajacy sie z

jednego cyklu dtugosci v.

.
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Uporzadkowany 3-elementowy podzbidr (a, b, ¢) zbioru
{1,2,...,(v —1)/2} nazywamy tréjka réznicowa wtedy, gdy
at+b=clubat+b+c=v.

.

Problem réznicowy Hefftera

(1) Niech v = 6k + 1. Czy istnieje podziat zbioru {1,2,...,3k} na
k tréjek réznicowych?

(2) Niech v = 6k + 3. Czy istnieje podziat zbioru

{1,2,...,3k+ 1} \ {2k + 1} na k tréjek réznicowych?

.
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Twierdzenie

Problem réznicowy Hefftera posiada rozwigzanie dla kazdego v > 3
z wyjatkiem v = 0.

Dla zadanego rozwigzania problemu Hefftera:

(1) kazda tréjka réznicowa (a, b, ¢) wyznacza bazowsa tréjke

{0, a,a + b} cyklicznego STS(6k + 1)

(1) kazda tréjka réznicowa (a, b, c) wyznacza bazowsa tréjke

{0, a,a+ b} cyklicznego STS(6k + 3); ponadto {0,2k + 1,4k + 2}
jest bazowa tréjka dla krétkiej orbity.

V.
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Konfiguracja kombinatoryczna typu BIBD nazywamy taka pare
(V,B), w ktérej |V| = v oraz B jest rodzina sktadajaca sie z b
blokéw, kazdy bedacym k-elementowym podzbiorem zbioru V o
takiej whasnosci, ze kazdy element z V jest zawarty w doktadnie r
blokach i ponadto kazdy 2-elementowy podzbiér zbioru V jest
zawarty w doktadnie X blokach. Liczby v, b, r, k oraz \ nazywane
sa parametrami konfiguracji BIBD.

Warunki konieczne na istnienie konfiguracji BIBD(v, b, r, k, \):
(1) M(v—1)=0 (mod k —1),
(2) Av(v —1) =0 (mod k(k —1)).

. )\(V—l) __vr
r= "= b‘_'7?
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Twierdzenie

Dla k < 6, konfiguracja (v, k, 1) — BIBD istnieje gdy:
k = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy v > 2

k = 3 wtedy i tylko wtedy, gdy v =1,3 (mod 6)
k = 4 wtedy i tylko wtedy, gdy v = 1,4 (mod 12)
k =5 wtedy i tylko wtedy, gdy v = 1,5 (mod 20)
k = 6 wtedy i tylko wtedy, gdy v =1,6 (mod 15)

oraz v # 16,21,36,46; 51,61,81,166,226,231, 256, 261, 286,
316,321,346,351,376, 406, 411,436, 441, 471,501, 561,591, 616,
646, 651,676,771,796,801
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