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Program wyktadu

1. Zbiory, podzbiory i multizbiory. Generowanie podzbioréw.
2. Funkgcje i rozmieszczenia. Permutacje. Metody generowania
permutacji.

3. Zasada pudetkowania i przyktady jej zastosowan.

4. Zasada wtaczania-wytaczania. Nieporzadki.

5. Podziaty zbioru i liczby. Liczby Stirlinga.

6. Zaleznosci rekurencyjne. Rozwiazywanie liniowych réwnan
rekurencyjnych o statych wspétczynnikach.

7. Funkcje tworzace; przyktady wykorzystania.

8. Zliczanie obiektéw kombinatorycznych.
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Program wykfadu (cd.)

9. Pojecia wstepne teorii graféw. 1zomorfizm graféw. Spojnosc.
10. Droga Eulera. Cykle i Sciezki Hamiltona.

11. Grafy dwudzielne. Drzewa. Grafy planarne.

12. Kolorowanie wierzchotkéw i krawedzi w grafach. Zawezenie
zagadnien kolorowania do poznanych rodzin graféw.

13. Przyktady dekompozycji graféw.
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Liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego wynosi 2". I

Liczba wszystkich podzbioréw k-elementowych zbioru

n-elementowego wynosi () = #Lk),

Prawdziwe s3 nastepujace zaleznosci:
() = (224)

="+ G

®) () = () (20

k() = n(— i)

("¢") = Z o (P)(Z)

S0 (5 (M3 = (5

.
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Twierdzenie dwumienne

Niech x,y € R, n € N. Wéwczas

(x+y)"= i (7)

i=0

W szczegélnosci, dla x =y =1,
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Liczba k-elementowych podzbioréw z powtdrzeniami zbioru S,
ktéry zawiera n réznych elementéw, kazdy o nieograniczone;j

krotnosci, wynosi (""571).
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Twierdzenie wielomienne

Niech x1,x2,...,x: € R, n € N. Wéwczas

n
ny n2 ne
X1 X" X,

atxet...+x)" =Y
n;n; ... N

gdzie sumowanie przeprowadzone jest po wszystkich nieujemnych
catkowitoliczbowych rozwigzaniach réwnania

n+ny+...4+n=n,
oraz

n n!
ni;ngi ... Ny ool ... ngl”
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Generowanie wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego

generuj podzbiory(n, p)
if p == n then
fori:=0ton—1do
if (ciag[i] == 1) then

wypisz(/)
else
ciag[p] :=0
generuj podzbiory(n, p 4 1)
ciag[p] :=1

generuj podzbiory(n, p 4+ 1)

Start rekurencji od wywotania:
generuj podzbiory(n, 0)

9/39



Generowanie podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowego
fori:=0to k—1do
zbior[i] := i +1
do

wypisz_ zbior()
if (zbior[k — 1] < n) then

ji=k-1
else
ji=k—2
while (j >= 0 && zbior[j] + 1 == zbior[j + 1]) do
j——
if (j >=0) then
zbior[j] + +

fori:=j+1to k—1do
zbior[i] := zbior[i — 1] + 1
while (j >= 0)
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Generowanie podzbioréw k-elementowych z powtdrzeniami

for i:=0to k—1do
zbior[/] : ==k 1
do
wypisz_ zbior()
if (zbior[k — 1] < n) then

ji=k-1
else
ji=k—2
while (j >= 0 && zbior[j] #=+ == zbior[j + 1]) do
j——
if (j >=0) then
zbior[j] + +

fori:=j+1to k—1do
zbior[i] := zbior[i — 1] sk
while (j >= 0)
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Jesli [ X| = noraz |Y| = m, to liczba wszystkich funkg;ji
f: X+— Y wynosi m".

| \

Jesli |[X| = noraz |Y|=m, m > n, to liczba wszystkich funkcji
réznowartosciowych f : X — Y wynosi (m%'n),

Jesli [ X| =noraz |Y|=m, m > n, to liczba wszystkich funkcji
rosnacych f: X — Y wynosi (7).

S
A\

Jesli | X| = noraz | Y| = m, to liczba wszystkich funkg;ji
niemalejacych £ : X — Y wynosi ('"+:_1).
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Jesli | X| = | Y| = n, to kazda funkcja réznowartosciowa f : X — Y
jest wzajemnie jednoznaczna (bijektywna). Wéwczas liczba takich
funkgji jest réwna n!.

.

Odwzorowanie bijektywne f : X +— X nazywamy permutacja zbioru
X.

Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!. \

Zbior wszystkich permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy J

.

symbolem S,,.
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Permutacje f : X — X zapisujemy

=( X1, X2, ... Xp )
f(xa), f(x), ... f(xn)

Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze X = {1,2,...,n}.

Wéwczas
f=<f(1),f(2),...,f(n)>.
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Niech f,g € S,,. Ztozeniem permutacji f i g nazywamy permutacje
g o f zdefiniowana nastepujaco

Vie X: (gof)(i)=g(f()).

Permutacje e =< 1,2,...,n > nazywamy identycznosciowa.
Dla dowolnej permutacji f € S, zachodzi foe=eof =f.

Kazda permutacja f € S, wyznacza jednoznacznie taka permutacje
flecS,zefofl=f"1of=e f!nazywamy permutacja
odwrotng do f.
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Dla dowolnych permutacji f, g, h € S, spetnione s3 warunki:

(1) (fog)oh=fo(goh)

(2) foe=eof =f

(3)fofl=Fflof=e

Stad wynika, ze (Sp, o) jest grupa, nazywana grupa symetryczna
stopnia n.
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|

Cyklem dtugosci k nazywamy permutacje fx = (xf x5 ... xf), w

ktdre] fk(xlk) = xé‘, fk(xzk) = x_,’f, fk(x/(‘_l) = x,’f, fk(x/(‘) = xlk, oraz
f(x) = x dla kazdego x € X \ {x{',x¥, ..., xK}.

A

Kazdg permutacje mozna przedstawi¢ jednoznacznie w postaci
ztozenia (niezaleznych) cykli. Przedstawienie takie nazywamy
rozkfadem na cykle.

.

Mdéwimy, ze permutacja f jest typu (A1, Az, ..., \p) jesli w
rozktadzie na cykle zawiera doktadnie \; cykli dtugosci i, dla
i=1,2,....n

Do zapisu typu stosujemy zwykle notacje 1*12%2 ... p* (pomijajac
i jesli A\; = 0).

A
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Niech X = {x1, x2, ..., x:} bedzie multizbiorem o mocy n, ktéry
zawiera t parami réznych elementéw; kazdy element x; ma krotnos¢
nj, i=12 ..t Wtedy >/, n = n.

Liczba wszystkich permutacji multizbioru X wynosi

n!
n'no!. .. ngl”
1:1M2: ... Mt
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Generowanie permutacji zbioru n-elementowego

for i:=0to n—1do
perm[i] :==i+1
do
wypisz__permutacje()
ii==n—2
while (i >= 0 && perm[i] > perm[/ + 1]) do
i— —
if (i >=0) then
ji=n—-1
while perm[j] < perm[i]) do
perm[i] :=: perml[j]
ki=i+1
[:=n—-1
while / > k do
perm[k] :=: perm|[/]
k + +
| — —
while (i >=0)

D
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Zasada pudetkowania (Dirichleta)

Jesli n+ 1 obiektéw zostanie rozmieszczonych w n pudetkach, to
wsréd tych pudetek znajdzie sie takie, ktére zawiera co najmniej 2
obiekty.

Uogdlniona zasada pudetkowania

Niech g1, g, ..., g, beda liczbami naturalnymi. Jesli

g1+ g2+ ...+ g+ 1 obiektéw zostanie rozmieszczonych w n
pudetkach, to znajdzie sie pudetko o takim indeksie /, ze zawiera
ono g; + 1 obiektéw.
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Niech X bedzie danym zbiorem n-elementowym.
Niech Py, Ps, ..., P: oznaczaja pewne wtasnosci elementéw z X.
Niech A; = {x: x € X oraz x ma wtasnos¢ P;}, 1 < i< t.

Twierdzenie

Liczba elementéw zbioru X posiadajacych co najmniej jedng z
wiasnosci Py, Py, ..., P; wynosi:

ALUA U UA|= > |Al= Y JANA+

1<i<t 1<i<j<t

+ > JANANAL— .+ (DT AIN AN N A
1<i<j<k<t
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Liczba elementéw zbioru X nieposiadajacych zadnej z wtasnosci
P1, P>, ..., Pt wynosi:

AN AN .. .NA|=|X|—|AAUAU...UA| =

IXI= D" JAl+ D> JANAl— D> JANANA+

1<i<t 1<i<j<t 1<i<j<k<t

+.o (DA N AN N AL
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Permutacje f nazywamy nieporzadkiem jesli, dla kazdego
1<i<n, f(i)#1i.

.

Twierdzenie
Niech D, oznacza liczbe nieporzadkéw zbioru n-elementowego X.

Woéwczas .
or= 0 (Pn-

i=0

N
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Jesli |[X| = noraz |Y|=m, n> m, to liczba wszystkich
odwzorowan suriektywnych f : X — Y wynosi:

m" — (T)(m—l)"—l— <’;>(m—2)”— (?)(m—3)”+...
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Przez podziat n-elementowego zbioru X na k blokéw rozumiemy
taka rodzine B = {Bi, By, ..., Bk} podzbioréw zbioru X, ze

Bi #0, BiNnBj =0 oraz BiUB,U...U B = X, dla kazdych
i,je{1,2,... k}.

Liczbe podziatéw zbioru n-elementowego na k blokéw nazywamy
liczba Stirlinga drugiego rodzaju i oznaczamy S(n, k).

.

Dla liczb Stirlinga drugiego rodzaju zachodzi zaleznos¢
S(n,k)=S(n—1,k—1)+k-S(hn—1,k) dla 0<k<n
S(n,n) =1 da n>0
S(n,0)=0 dla n>0

.
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Liczbe podziatéw zbioru n-elementowego nazywamy liczba Bella
i oznaczamy symbolem B(n).

n

B(n) = Z S(n, k)

.
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Generowanie wszystkich podziatéw zbioru

generuj bloki(p, /)
if p == n then
wypisz_ blok()
return
fori:=1to/+1do
blok[p] := i
if i </+1 then
generuj bloki(p + 1, /)
else
generuj bloki(p + 1,/ + 1)

Start rekurencji od wywotania:
generuj_ bloki(0, 0)
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Generowanie podziatéw zbioru na k blokéw

generuj bloki(p, /)
if p == n then
wypisz_ blok()
return
fori:=1to/+1do
blok[p] := i
if i </+1 then
generuj bloki(p + 1,/)
else
generuj bloki(p+1,/+1) if 1 +1<=k

then
generuj bloki(p +1,/+ 1) if
n—1—p>=k—|/then
generuj bloki(p + 1, /)
else
if /| +1 <= k then
generuj_bloki(p+1,/+1)

4
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Podziatem liczby n na k skfadnikéw nazywamy taki ciag liczb
naturalnych < bi,by,...,bx >,ze by > by > ... > b, >0 oraz
bi+by+...4+ by =n.

Niech P(n, k) oznacza liczbe podziatéw liczby n na k skfadnikéw,
natomiast P(n) liczbe wszystkich podziatéw.

P(n)=>_P(n,k)
k=0

P(0,0) = P(0) =1
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Liczba podziatéw liczby n na k sktadnikéw jest réwna liczbie tych
podziatéw liczby n, w ktérych najwiekszy sktadnik ma wartos¢ k.

v

P(n,k) =0 dla n<k
P(n,n)=1 dla n>0
P(n,0)=0 dla n>0

Dla n > k > 0 zachodzi zalezno$¢

k

P(n, k) =>P(n— k,i)

i=0
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Generowanie podziatéw liczby n

podziat[0] := n
k=1
wypisz__podziat(k)
while podziat[0] > 1 do
p=k-—1
while podziat[p] == 1 do
podziat[p] — —
s =k—p
while s > 0 do
if s >=podziat[p] then
podziat[p + 1] := podziat[p]
else
podziat[p + 1] :=s
s := s— podziat[p + 1]
p++
k:=p+1
wypisz_ podziat(k)
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Liczbe Stirlinga pierwszego rodzaju oznaczamy symbolem s(n, k)
i definiujemy jako liczbe tych permutacji zbioru n-elementowego,
ktére w rozktadzie na cykle posiadajg k cykli.

.

Dla liczb Stirlinga pierwszego rodzaju zachodzi zaleznosé
s(nk)y=s(n—1,k—1)+(n—1)-s(n—1,k) dla 0<k<n
s(n,n) =1 dla n>0
s(n,0) =0 dla n>0

N
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Niech ho, h1, ..., h,, ... bedzie nieskonczonym ciggiem liczb.
Méwimy, ze spetnia on liniowe réwnanie rekurencyjne stopnia k
jesli istnieja wspotczynniki ag, az, ..., ak, b (ax # 0):

h, =aith,_1+ah, >+ ...+ akh,_x + b, (n > k),

gdzie kazdy ze wspétczynnikéw ap, as, . . ., ax, b moze zaleze¢ od n.

Ciag liczb hg, h1, ..., h,, ... spetniajacych powyzsze réwnanie jest
jednoznacznie wyznaczony przez liczby hg, hy, ..., hx_1 nazywane
wartosciami poczatkowymi.

Liniowe réwnanie rekurencyjne jest homogeniczne, jesli b = 0. J

Liniowe réwnanie rekurencyjne ma state wspétczynniki, jesli kazdy
ze wspétczynnikéw ag, ap, . .., ak jest statj.
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Twierdzenie

Niech g bedzie niezerowa stata.
Wéwczas h, = q" jest rozwigzaniem homogenicznego réwnania
rekurencyjnego liniowego o statych wspétczynnikach:

hn — arhp—1 — aghp—p — ... — agh,—x =0, (ax # 0, n > k),
wtedy i tylko wtedy, gdy g jest pierwiastkiem wielomianu:

Xk — alxk_l — aQXk_2 co.— dg = 0.

Wielomian ten nazywany jest wielomianem charakterystycznym, a
wszystkie jego pierwiastki pierwiastkami charakterystycznymi.

34 /39



Jesli wielomian charakterystyczny ma k réznych pierwiastkow
qi,q2,...,qk, Wtedy

hy = c1q{ + c2q3 + ... + ki

stanowi ogélna postaé rozwiazania.

Dla kazdego wyboru wartosci poczatkowych hg, hy, ..., he_1
istniejg jednoznacznie okreslone state ¢, ¢, . . ., Ck.
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Jesli g; jest pierwiastkiem s;-krotnym wielomianu
charakterystycznego, to wéwczas kazda z wartosci
hn, :q,”, hn = nq,nf hn = nqunv--'ahn: ns,-—lqlp
jest rozwigzaniem réwnania, a stad

W) = c1q? + cang” + ... + cn®Lq"

jest rozwigzaniem dla pierwiastka g;,
przy kazdym wyborze wspétczynnikéw ci, ¢, . . . Cs,.

i

Niech g1, g2, ..., g: beda r6znymi pierwiastkami, o krotnosciach
odpowiednio si, S, . .. St.

Ogodlna posta¢ rozwigzania homogenicznego réwnania
rekurencyjnego liniowego o statych wspétczynnikach:

ho = h) + @ 4 plD),
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W celu rozwigzania niechomogenicznego réwnania rekurencyjnego
liniowego o statych wspétczynnikach wykonujemy nastepujace kroki:
(1) znajdujemy rozwiazanie ogdlne odpowiedniego réwnania
homogenicznego

(2) znajdujemy rozwiazanie szczegdlne réwnania
niehomogenicznego

(3) taczymy oba rozwigzania z wykorzystaniem wartosci
poczatkowych.

Wykonanie kroku (2) wymaga préby wykorzystania réznych form
rozwigzania szczegélnego h, w zaleznosci od postaci czynnika
niehomogenicznego b. W szczegélnosci:

(i) gdy b jest wielomianem stopnia k to za testowane rozwigzanie
szczegblne h, przyjmujemy réwniez wielomian stopnia k,

(ii) gdy b = sp" to prébujemy wykorzysta¢ h, = tp".

Powodzenie w wykonaniu kroku (2) zalezy od postaci wielomianu

charakterystycznego.
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Nieskonczonemu ciggowi ag, ai, a2, . . . moze zostac przypisany
szereg formalny

A(x) = Z aix'’.
i=0

Woéwczas A(x) oznacza funkcje tworzaca (zwyczajna) dla tego
ciagu.

A

Jesli a = 0 dla kazdego k > n, to wtedy szereg utozsamiamy
z wielomianem a,x" + a,_1x" ! 4+ ... + ap.

.

Kazdy ciag ag, a1, a2, - . . wyznacza jednoznacznie funkcje tworzaca
A(x). Kazda funkcja A(x) okresla jednoznacznie ciag ap, a1, az, . . ..
V.
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Funkcja tworzaca eksponencjalna nieskoriczonego ciagu
ag, a1, az, - . . jest szereg formalny

o i
B(X) = Z a,-l,—l.
i=0 ’

.

Kazdy ciag ag, a1, a2, - . . wyznacza jednoznacznie funkcje tworzaca
eksponencjalng B(x). Kazda funkcja B(x) okresla jednoznacznie

ciag ag, a1, @, . - -

N
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