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Program wykªadu

1. Zbiory, podzbiory i multizbiory. Generowanie podzbiorów.
2. Funkcje i rozmieszczenia. Permutacje. Metody generowania
permutacji.
3. Zasada pudeªkowania i przykªady jej zastosowa«.
4. Zasada wª¡czania-wyª¡czania. Nieporz¡dki.
5. Podziaªy zbioru i liczby. Liczby Stirlinga.
6. Zale»no±ci rekurencyjne. Rozwi¡zywanie liniowych równa«
rekurencyjnych o staªych wspóªczynnikach.
7. Funkcje tworz¡ce; przykªady wykorzystania.
8. Zliczanie obiektów kombinatorycznych.
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Program wykªadu (cd.)

9. Poj¦cia wst¦pne teorii grafów. Izomor�zm grafów. Spójno±¢.
10. Droga Eulera. Cykle i ±cie»ki Hamiltona.
11. Grafy dwudzielne. Drzewa. Grafy planarne.
12. Kolorowanie wierzchoªków i kraw¦dzi w grafach. Zaw¦»enie
zagadnie« kolorowania do poznanych rodzin grafów.
13. Przykªady dekompozycji grafów.
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Lemat

Liczba wszystkich podzbiorów zbioru n-elementowego wynosi 2n.

Lemat

Liczba wszystkich podzbiorów k-elementowych zbioru
n-elementowego wynosi
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Lemat
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Twierdzenie dwumienne

Niech x , y ∈ R, n ∈ N. Wówczas

(x + y)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
x iyn−i .

W szczególno±ci, dla x = y = 1,

2n =
n∑

i=0

(
n

i

)
.
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Lemat

Liczba k-elementowych podzbiorów z powtórzeniami zbioru S ,
który zawiera n ró»nych elementów, ka»dy o nieograniczonej
krotno±ci, wynosi

(n+k−1
k

)
.
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Twierdzenie wielomienne

Niech x1, x2, . . . , xt ∈ R, n ∈ N. Wówczas

(x1 + x2 + . . .+ xt)
n =

∑(
n

n1; n2; . . . ; nt

)
xn11 xn22 . . . xntt ,

gdzie sumowanie przeprowadzone jest po wszystkich nieujemnych
caªkowitoliczbowych rozwi¡zaniach równania

n1 + n2 + . . .+ nt = n,

oraz (
n

n1; n2; . . . ; nt

)
=

n!

n1!n2! . . . nt !
.
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Generowanie wszystkich podzbiorów zbioru n-elementowego

generuj_podzbiory(n, p)
if p == n then

for i := 0 to n − 1 do

if (ciag[i ] == 1) then
wypisz(i)

else

ciag[p] := 0
generuj_podzbiory(n, p + 1)
ciag[p] := 1
generuj_podzbiory(n, p + 1)

Start rekurencji od wywoªania:
generuj_podzbiory(n, 0)
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Generowanie podzbiorów k-elementowych zbioru n-elementowego

for i := 0 to k − 1 do

zbior[i ] := i + 1
do

wypisz_zbior()
if (zbior[k − 1] < n) then

j := k − 1
else

j := k − 2
while (j >= 0 && zbior[j ] + 1 == zbior[j + 1]) do

j −−
if (j >= 0) then

zbior[j ] + +
for i := j + 1 to k − 1 do

zbior[i ] := zbior[i − 1] + 1
while (j >= 0)
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Generowanie podzbiorów k-elementowych z powtórzeniami

for i := 0 to k − 1 do

zbior[i ] := i + 1
do

wypisz_zbior()
if (zbior[k − 1] < n) then

j := k − 1
else

j := k − 2
while (j >= 0 && zbior[j ] + 1 == zbior[j + 1]) do

j −−
if (j >= 0) then

zbior[j ] + +
for i := j + 1 to k − 1 do

zbior[i ] := zbior[i − 1] + 1
while (j >= 0)
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Lemat

Je±li |X | = n oraz |Y | = m, to liczba wszystkich funkcji
f : X 7→ Y wynosi mn.

Lemat

Je±li |X | = n oraz |Y | = m, m ­ n, to liczba wszystkich funkcji
ró»nowarto±ciowych f : X 7→ Y wynosi m!

(m−n)! .

Lemat

Je±li |X | = n oraz |Y | = m, m ­ n, to liczba wszystkich funkcji
rosn¡cych f : X 7→ Y wynosi

(m
n

)
.

Lemat

Je±li |X | = n oraz |Y | = m, to liczba wszystkich funkcji
niemalej¡cych f : X 7→ Y wynosi

(m+n−1
n

)
.
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Wniosek

Je±li |X | = |Y | = n, to ka»da funkcja ró»nowarto±ciowa f : X 7→ Y
jest wzajemnie jednoznaczna (bijektywna). Wówczas liczba takich
funkcji jest równa n!.

De�nicja

Odwzorowanie bijektywne f : X 7→ X nazywamy permutacj¡ zbioru
X .

Wniosek

Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!.

Zbiór wszystkich permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy
symbolem Sn.
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Permutacj¦ f : X 7→ X zapisujemy

f =

(
x1, x2, . . . xn

f (x1), f (x2), . . . f (xn)

)

Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e X = {1, 2, . . . , n}.
Wówczas

f =< f (1), f (2), . . . , f (n) > .
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De�nicja

Niech f , g ∈ Sn. Zªo»eniem permutacji f i g nazywamy permutacj¦
g ◦ f zde�niowan¡ nast¦puj¡co

∀i ∈ X : (g ◦ f )(i) = g(f (i)).

De�nicja

Permutacj¦ e =< 1, 2, . . . , n > nazywamy identyczno±ciow¡.

Wniosek

Dla dowolnej permutacji f ∈ Sn zachodzi f ◦ e = e ◦ f = f .

De�nicja

Ka»da permutacja f ∈ Sn wyznacza jednoznacznie tak¡ permutacj¦
f −1 ∈ Sn, »e f ◦ f −1 = f −1 ◦ f = e. f −1 nazywamy permutacj¡
odwrotn¡ do f .

15 / 94



Lemat

Dla dowolnych permutacji f , g , h ∈ Sn speªnione s¡ warunki:
(1) (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h)
(2) f ◦ e = e ◦ f = f
(3) f ◦ f −1 = f −1 ◦ f = e.
St¡d wynika, »e (Sn, ◦) jest grup¡, nazywan¡ grup¡ symetryczn¡
stopnia n.
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De�nicja

Cyklem dªugo±ci k nazywamy permutacj¦ fk = (xk1 xk2 . . . xkk ), w
której fk(xk1 ) = xk2 , fk(xk2 ) = xk3 , fk(xkk−1) = xkk , fk(xkk ) = xk1 , oraz
fk(x) = x dla ka»dego x ∈ X \ {xk1 , xk2 , . . . , xkk }.

Lemat

Ka»d¡ permutacj¦ mo»na przedstawi¢ jednoznacznie w postaci
zªo»enia (niezale»nych) cykli. Przedstawienie takie nazywamy
rozkªadem na cykle.

De�nicja

Mówimy, »e permutacja f jest typu (λ1, λ2, . . . , λn) je±li w
rozkªadzie na cykle zawiera dokªadnie λi cykli dªugo±ci i , dla
i = 1, 2, . . . , n.
Do zapisu typu stosujemy zwykle notacj¦ 1λ12λ2 · · · nλn (pomijaj¡c
iλi je±li λi = 0).
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Lemat

Niech X = {x1, x2, . . . , xt} b¦dzie multizbiorem o mocy n, który
zawiera t parami ró»nych elementów; ka»dy element xi ma krotno±¢
ni , i = 1, 2, . . . , t. Wtedy

∑t
i=1 ni = n.

Liczba wszystkich permutacji multizbioru X wynosi

n!

n1!n2! . . . nt !
.
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Generowanie permutacji zbioru n-elementowego

for i := 0 to n − 1 do

perm[i ] := i + 1
do

wypisz_permutacje()
i := n − 2
while (i >= 0 && perm[i ] > perm[i + 1]) do

i −−
if (i >= 0) then

j := n − 1
while perm[j ] < perm[i ]) do

j −−
perm[i ] :=: perm[j ]
k := i + 1
l := n − 1
while l > k do

perm[k] :=: perm[l ]
k + +
l −−

while (i >= 0)
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Zasada pudeªkowania (Dirichleta)

Je±li n + 1 obiektów zostanie rozmieszczonych w n pudeªkach, to
w±ród tych pudeªek znajdzie si¦ takie, które zawiera co najmniej 2
obiekty.

Uogólniona zasada pudeªkowania

Niech q1, q2, . . . , qn b¦d¡ liczbami naturalnymi. Je±li
q1 + q2 + . . .+ qn + 1 obiektów zostanie rozmieszczonych w n
pudeªkach, to znajdzie si¦ pudeªko o takim indeksie i , »e zawiera
ono qi + 1 obiektów.
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Niech X b¦dzie danym zbiorem n-elementowym.
Niech P1,P2, . . . ,Pt oznaczaj¡ pewne wªasno±ci elementów z X .
Niech Ai = {x : x ∈ X oraz x ma wªasno±¢ Pi}, 1 ¬ i ¬ t.

Twierdzenie

Liczba elementów zbioru X posiadaj¡cych co najmniej jedn¡ z
wªasno±ci P1,P2, . . . ,Pt wynosi:

|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ At | =
∑

1¬i¬t
|Ai | −

∑
1¬i<j¬t

|Ai ∩ Aj |+

+
∑

1¬i<j<k¬t
|Ai ∩ Aj ∩ Ak | − . . .+ (−1)t+1|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ At |.
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Wniosek

Liczba elementów zbioru X nieposiadaj¡cych »adnej z wªasno±ci
P1,P2, . . . ,Pt wynosi:

|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ At | = |X | − |A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ At | =

|X | −
∑

1¬i¬t
|Ai |+

∑
1¬i<j¬t

|Ai ∩ Aj | −
∑

1¬i<j<k¬t
|Ai ∩ Aj ∩ Ak |+

+ . . .+ (−1)t |A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ At |.
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De�nicja

Permutacj¦ f nazywamy nieporz¡dkiem je±li, dla ka»dego
1 ¬ i ¬ n, f (i) 6= i .

Twierdzenie

Niech Dn oznacza liczb¦ nieporz¡dków zbioru n-elementowego X .
Wówczas

Dn =
n∑

i=0

(−1)i
(
n

i

)
(n − i)!

Lemat

lim
n→∞

Dn

n!
= e−1 ≈ 0, 368.
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Lemat

Je±li |X | = n oraz |Y | = m, n ­ m, to liczba wszystkich
odwzorowa« suriektywnych f : X 7→ Y wynosi:

mn −
(
m

1

)
(m − 1)n +

(
m

2

)
(m − 2)n −

(
m

3

)
(m − 3)n + . . .

+(−1)m−1
(

m

m − 1

)
1n.
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De�nicja

Przez podziaª n-elementowego zbioru X na k bloków rozumiemy
tak¡ rodzin¦ B = {B1,B2, . . . ,Bk} podzbiorów zbioru X , »e
Bi 6= ∅, Bi ∩ Bj = ∅ oraz B1 ∪ B2 ∪ . . . ∪ Bk = X , dla ka»dych
i , j ∈ {1, 2, . . . , k}.

De�nicja

Liczb¦ podziaªów zbioru n-elementowego na k bloków nazywamy
liczb¡ Stirlinga drugiego rodzaju i oznaczamy S(n, k).

Lemat

Dla liczb Stirlinga drugiego rodzaju zachodzi zale»no±¢
S(n, k) = S(n − 1, k − 1) + k · S(n − 1, k) dla 0 < k < n

S(n, n) = 1 dla n ­ 0

S(n, 0) = 0 dla n > 0
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De�nicja

Liczb¦ podziaªów zbioru n-elementowego nazywamy liczb¡ Bella
i oznaczamy symbolem B(n).

B(n) =
n∑

k=0

S(n, k)

Lemat

B(n + 1) =
n∑

i=0

(
n

i

)
B(i)
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Generowanie wszystkich podziaªów zbioru

generuj_bloki(p, l)
if p == n then

wypisz_blok()
return

for i := 1 to l + 1 do

blok[p] := i
if i < l + 1 then

generuj_bloki(p + 1, l)
else

generuj_bloki(p + 1, l + 1)

Start rekurencji od wywoªania:
generuj_bloki(0, 0)
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Generowanie podziaªów zbioru na k bloków

generuj_bloki(p, l)
if p == n then

wypisz_blok()
return

for i := 1 to l + 1 do

blok[p] := i
if i < l + 1 then

generuj_bloki(p + 1, l)
else

generuj_bloki(p + 1, l + 1) if l + 1 <= k
then

generuj_bloki(p + 1, l + 1) if

n − 1− p >= k − l then
generuj_bloki(p + 1, l)

else

if l + 1 <= k then

generuj_bloki(p + 1, l + 1)
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De�nicja

Podziaªem liczby n na k skªadników nazywamy taki ci¡g liczb
naturalnych < b1, b2, . . . , bk >, »e b1 ­ b2 ­ . . . ­ bk > 0 oraz
b1 + b2 + . . .+ bk = n.

Niech P(n, k) oznacza liczb¦ podziaªów liczby n na k skªadników,
natomiast P(n) liczb¦ wszystkich podziaªów.

P(n) =
n∑

k=0

P(n, k)

P(0, 0) = P(0) = 1
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Lemat

Liczba podziaªów liczby n na k skªadników jest równa liczbie tych
podziaªów liczby n, w których najwi¦kszy skªadnik ma warto±¢ k .

P(n, k) = 0 dla n < k

P(n, n) = 1 dla n ­ 0

P(n, 0) = 0 dla n > 0

Lemat

Dla n ­ k ­ 0 zachodzi zale»no±¢

P(n, k) =
k∑

i=0

P(n − k , i)
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Generowanie podziaªów liczby n

podziaª[0] := n
k := 1
wypisz_podziaª(k)
while podziaª[0] > 1 do

p := k − 1
while podziaª[p] == 1 do

p −−
podziaª[p]−−
s := k − p
while s > 0 do

if s >=podziaª[p] then
podziaª[p + 1] := podziaª[p]

else

podziaª[p + 1] := s
s := s− podziaª[p + 1]
p ++

k := p + 1

wypisz_podziaª(k)
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De�nicja

Liczb¦ Stirlinga pierwszego rodzaju oznaczamy symbolem s(n, k)
i de�niujemy jako liczb¦ tych permutacji zbioru n-elementowego,
które w rozkªadzie na cykle posiadaj¡ k cykli.

Lemat

Dla liczb Stirlinga pierwszego rodzaju zachodzi zale»no±¢
s(n, k) = s(n − 1, k − 1) + (n − 1) · s(n − 1, k) dla 0 < k < n

s(n, n) = 1 dla n ­ 0

s(n, 0) = 0 dla n > 0
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De�nicja

Niech h0, h1, . . . , hn, . . . b¦dzie niesko«czonym ci¡giem liczb.
Mówimy, »e speªnia on liniowe równanie rekurencyjne stopnia k
je±li istniej¡ wspóªczynniki a1, a2, . . . , ak , b (ak 6= 0):

hn = a1hn−1 + a2hn−2 + . . .+ akhn−k + b, (n ­ k),

gdzie ka»dy ze wspóªczynników a1, a2, . . . , ak , b mo»e zale»e¢ od n.

Ci¡g liczb h0, h1, . . . , hn, . . . speªniaj¡cych powy»sze równanie jest
jednoznacznie wyznaczony przez liczby h0, h1, . . . , hk−1 nazywane
warto±ciami pocz¡tkowymi.

Liniowe równanie rekurencyjne jest homogeniczne, je±li b = 0.

Liniowe równanie rekurencyjne ma staªe wspóªczynniki, je±li ka»dy
ze wspóªczynników a1, a2, . . . , ak jest staª¡.
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Twierdzenie

Niech q b¦dzie niezerow¡ staª¡.
Wówczas hn = qn jest rozwi¡zaniem homogenicznego równania
rekurencyjnego liniowego o staªych wspóªczynnikach:

hn − a1hn−1 − a2hn−2 − . . .− akhn−k = 0, (ak 6= 0, n ­ k),

wtedy i tylko wtedy, gdy q jest pierwiastkiem wielomianu:

xk − a1x
k−1 − a2x

k−2 . . .− ak = 0.

Wielomian ten nazywany jest wielomianem charakterystycznym, a
wszystkie jego pierwiastki pierwiastkami charakterystycznymi.

34 / 94



Je±li wielomian charakterystyczny ma k ró»nych pierwiastków
q1, q2, . . . , qk , wtedy

hn = c1q
n
1 + c2q

n
2 + . . .+ ckq

n
k

stanowi ogóln¡ posta¢ rozwi¡zania.

Dla ka»dego wyboru warto±ci pocz¡tkowych h0, h1, . . . , hk−1
istniej¡ jednoznacznie okre±lone staªe c1, c2, . . . , ck .
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Je±li qi jest pierwiastkiem si -krotnym wielomianu
charakterystycznego, to wówczas ka»da z warto±ci
hn = qni , hn = nqni , hn = n2qni , . . . , hn = nsi−1qni
jest rozwi¡zaniem równania, a st¡d

h(i)n = c1q
n
i + c2nq

n
i + . . .+ csin

si−1qni

jest rozwi¡zaniem dla pierwiastka qi ,
przy ka»dym wyborze wspóªczynników c1, c2, . . . csi .

Niech q1, q2, . . . , qt b¦d¡ ró»nymi pierwiastkami, o krotno±ciach
odpowiednio s1, s2, . . . st .
Ogólna posta¢ rozwi¡zania homogenicznego równania
rekurencyjnego liniowego o staªych wspóªczynnikach:

hn = h(1)n + h(2)n + . . .+ h(t)n .
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W celu rozwi¡zania niehomogenicznego równania rekurencyjnego
liniowego o staªych wspóªczynnikach wykonujemy nast¦puj¡ce kroki:
(1) znajdujemy rozwi¡zanie ogólne odpowiedniego równania
homogenicznego
(2) znajdujemy rozwi¡zanie szczególne równania
niehomogenicznego
(3) ª¡czymy oba rozwi¡zania z wykorzystaniem warto±ci
pocz¡tkowych.

Wykonanie kroku (2) wymaga próby wykorzystania ró»nych form
rozwi¡zania szczególnego hn w zale»no±ci od postaci czynnika
niehomogenicznego b. W szczególno±ci:
(i) gdy b jest wielomianem stopnia k to za testowane rozwi¡zanie
szczególne hn przyjmujemy równie» wielomian stopnia k ,
(ii) gdy b = spn to próbujemy wykorzysta¢ hn = tpn.

Powodzenie w wykonaniu kroku (2) zale»y od postaci wielomianu
charakterystycznego.
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De�nicja

Niesko«czonemu ci¡gowi a0, a1, a2, . . . mo»e zosta¢ przypisany
szereg formalny

A(x) =
∞∑
i=0

aix
i .

Wówczas A(x) oznacza funkcj¦ tworz¡c¡ (zwyczajn¡) dla tego
ci¡gu.

Je±li ak = 0 dla ka»dego k > n, to wtedy szereg uto»samiamy
z wielomianem anx

n + an−1x
n−1 + . . .+ a0.

Lemat

Ka»dy ci¡g a0, a1, a2, . . . wyznacza jednoznacznie funkcj¦ tworz¡c¡
A(x). Ka»da funkcja A(x) okre±la jednoznacznie ci¡g a0, a1, a2, . . ..
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De�nicja

Funkcj¡ tworz¡c¡ eksponencjaln¡ niesko«czonego ci¡gu
a0, a1, a2, . . . jest szereg formalny

B(x) =
∞∑
i=0

ai
x i

i !
.

Lemat

Ka»dy ci¡g a0, a1, a2, . . . wyznacza jednoznacznie funkcj¦ tworz¡c¡
eksponencjaln¡ B(x). Ka»da funkcja B(x) okre±la jednoznacznie
ci¡g a0, a1, a2, . . ..
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Twierdzenie

Niech h0, h1, . . . , hn, . . . b¦dzie niesko«czonym ci¡giem liczb
speªniaj¡cym homogeniczne równanie rekurencyjne liniowe stopnia
k o staªych wspóªczynnikach

hn − a1hn−1 − a2hn−2 − . . .− akhn−k = 0, (ak 6= 0, n ­ k).

Wówczas funkcja tworz¡ca dla tego równania ma posta¢
H(x) = P(x)

Q(x) , gdzie Q(x) jest wielomianem stopnia k o niezerowym
wspóªczynniku staªym, natomiast P(x) jest wielomianem stopnia
mniejszego ni» k .
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Niech G b¦dzie grup¡ permutacji zbioru X = {1, 2, . . . , n}.
Niech C b¦dzie zbiorem wszystkich pokolorowa« zbioru X .
Niech f ∈ G oraz c ∈ C.
Niech f ∗ oznacza permutacj¦ indukowan¡ przez f , dziaªaj¡c¡ na
zbiorze kolorów.
Wtedy f ∗(c(x)) = c(f (x)) dla ka»dego x ∈ X , czyli f ∗ ◦ c = c ◦ f .
Mówimy wówczas, »e grupa G dziaªa na zbiorze pokolorowa« C.

De�nicja

Niech c1, c2 ∈ C b¦d¡ dwoma ró»nymi pokolorowaniami. Mówimy,
»e c1 ∼ c2 (s¡ równowa»ne) je±li c2 = c1 ◦ f = f ∗ ◦ c1 dla pewnej
permutacji f ∈ G .

Lemat

Relacja ∼ jest relacj¡ równowa»no±ci.
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Niech G (c) = {f : f ∈ G , c ◦ f = c}.
Niech C(f ) = {c : c ∈ C, c ◦ f = c}.

De�nicja

Zbiór G (c) nazywamy stabilizatorem kolorowania c .

Lemat

Dla ka»dego kolorowania c ∈ C stabilizator G (c) tworzy grup¦.
Ponadto, dla dowolnych f , g ∈ G , c ◦ g = c ◦ f wtedy i tylko
wtedy, gdy f −1 ◦ g ∈ G (c).

Lemat

Niech c ∈ C. Liczba |{c ◦ f : f ∈ G}| pokolorowa« równowa»nych
do c jest równa

|G |
|G (c)|

.
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Twierdzenie

Niech G b¦dzie grup¡ permutacji zbioru X , a C zbiorem wszystkich
takich pokolorowa«, »e c ◦ f ∈ C dla ka»dego f ∈ G oraz ka»dego
c ∈ C. Wówczas liczba N(G , C) wszystkich nierównowa»nych
pokolorowa« w C jest dana wzorem

N(G , C) =
1
|G |

∑
f ∈G
|C (f )|.
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Niech λ(f ) oznacza liczb¦ cykli w rozkªadzie permutacji f na cykle.

Twierdzenie

Niech f ∈ G oraz niech k oznacza liczb¦ kolorów przypisanych
elementom z X dla pewnego c ∈ C. Wówczas |C (f )| = kλ(f ).
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Niech f ∈ G . Zaªó»my, »e f jest typu (λ1, λ2, . . . , λn).
Wówczas

∑n
i=1 iλi = n oraz λ(f ) =

∑n
i=1 λi .

Niech z1, z2, . . . , zn b¦d¡ niezmiennikami,
zi odpowiada cyklowi dªugo±ci i .
Ka»dej permutacji f typu (λ1, λ2, . . . , λn) przypisany jest
monomian mon(f ) = zλ11 zλ22 · · · zλnn , którego stopie« wynosi λ(f ).
Wówczas ∑

f ∈G
mon(f ) =

∑
f ∈G

zλ11 zλ22 · · · z
λn
n

jest funkcj¡ tworz¡c¡ typów permutacji w G .
Wspóªczynnik przy danym zλ11 zλ22 · · · zλnn oznacza liczb¦ permutacji
typu (λ1, λ2, . . . , λn).
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De�nicja

Cyklicznym indeksem grupy G nazywamy liczb¦

PG (z1, z2, . . . , zn) =
1
|G |

∑
f ∈G

zλ11 zλ22 · · · z
λn
n .

Twierdzenie

Niech G b¦dzie grup¡ permutacji n-elementowego zbioru X , a C
zbiorem wszystkich kn pokolorowa« elementów w X za pomoc¡ k
kolorów. Liczba N(G , C) wszystkich nierównowa»nych pokolorowa«
w C jest równa

N(G , C) = PG (k, k , . . . , k).
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Twierdzenie

Niech G b¦dzie grup¡ permutacji n-elementowego zbioru X . Niech
U = {u1, u2, . . . , uk} b¦dzie zbiorem k kolorów, a C zbiorem
wszystkich pokolorowa« elementów w X za pomoc¡ kolorów z U.
Wówczas funkcja tworz¡ca dla liczby nierównowa»nych pokolorowa«
w zale»no±ci od dystrybucji kolorów ma posta¢

PG (u1 + u2 + · · ·+ uk , u
2
1 + u22 + · · ·+ u2k , . . . , u

n
1 + un2 + · · ·+ unk ),

a wspóªczynnik przy up11 up22 · · · u
pk
k oznacza liczb¦ nierównowa»nych

pokolorowa«, w których pi elementów zbioru X pokolorowanych
jest kolorem ui , dla ka»dego i = 1, 2, . . . k .
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De�nicja

Grafem nazywamy par¦ G = (V ,E ), w której V oznacza sko«czony
zbiór wierzchoªków, natomiast E ⊆ {{u, v} : u, v ∈ V } jest
zbiorem kraw¦dzi.

Rz¦dem grafu G = (V ,E ) jest liczba n = |V |, natomiast
rozmiarem m = |E |.
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De�nicja

Grafem skierowanym (digrafem) nazywamy par¦ G = (V ,A),
w której V oznacza sko«czony zbiór wierzchoªków, natomiast
A ⊆ {(u, v) : u, v ∈ V } jest zbiorem ªuków.

De�nicja

Multigrafem nazywamy par¦ G = (V ,E ), w której V oznacza
sko«czony zbiór wierzchoªków, natomiast E ⊆ {{u, v} : u, v ∈ V }
jest multizbiorem kraw¦dzi.

De�nicja

Hipergrafem nazywamy par¦ G = (V , E), w której V oznacza
sko«czony zbiór wierzchoªków, natomiast E ⊆ {e : e ⊂ V } jest
zbiorem hiperkraw¦dzi.
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De�nicja

Stopniem wierzchoªka v w gra�e G = (V ,E ) nazywamy liczb¦
d(v) = |{{v , u} ∈ E : u ∈ V }|.
Stopniem maksymalnym w gra�e G = (V ,E ) (stopniem grafu)
nazywamy liczb¦ ∆(G ) = max{d(v) : v ∈ V }.
Stopniem minimalnym w G = (V ,E ) jest liczba
δ(G ) = min{d(v) : v ∈ V }.

Lemat

Suma stopni wszystkich wierzchoªków w gra�e jest liczb¡ parzyst¡.
Liczba wierzchoªków stopnia nieparzystego w gra�e jest parzysta.
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De�nicja

Spacerem w gra�e G = (V ,E ) nazywamy ci¡g wierzchoªków
< v0, v1, . . . , vk > o takiej wªasno±ci, »e dla ka»dego 1 ¬ i ¬ k
{vi−1, vi} ∈ E .
Droga to spacer nie zawieraj¡cy powtarzaj¡cych si¦ kraw¦dzi.
�cie»ka to droga nie zawieraj¡ca powtarzaj¡cych si¦ wierzchoªków.
Mówimy, »e spacer jest zamkni¦ty je±li {vk , v0} ∈ E .
W przeciwnym przypadku spacer jest otwarty.
Zamkni¦t¡ ±cie»k¦ nazywamy cyklem.

De�nicja

Liczb¦ kraw¦dzi w spacerze < v0, v1, . . . , vk > (otwartym lub
zamkni¦tym) nazywamy jego dªugo±ci¡.
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De�nicja

Mówimy, »e graf G = (V ,E ) jest spójny, je±li dla ka»dej pary
wierzchoªków u, v ∈ V istnieje ±cie»ka o wierzchoªkach ko«cowych
u i v .
W przeciwnym przypadku graf jest niespójny.

De�nicja

Odlegªo±ci¡ d(u, v) wierzchoªków u i v w gra�e G = (V ,E )
nazywamy minimaln¡ dªugo±¢ ±cie»ki z u do v .
�rednica grafu G = (V ,E ) to liczba
diam(G ) = max{d(u, v) : u, v ∈ V }.

Lemat

Niech δ(G ) ­ bn2c.
Wówczas G jest grafem spójnym.
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De�nicja

Graf G ′ = (V ′,E ′) nazywamy podgrafem grafu G = (V ,E ), je±li
V ′ ⊂ V oraz E ′ ⊂ E .
Je±li G ′ zawiera ka»d¡ kraw¦d¹ grafu G , której oba wierzchoªki
ko«cowe s¡ w V ′, to G ′ jest podgrafem indukowanym przez V .
Je±li V ′ = V to G ′ jest podgrafem spinaj¡cym.

Lemat

W ka»dym gra�e G = (V ,E ) zbiór V jest jednoznacznie
rozkªadalny na takie podzbiory V1,V2, . . . ,Vk

(V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vk = V , Vi ∩ Vj = ∅ je±li i 6= j), »e ka»dy podgraf
indukowany przez Vi jest spójny oraz, dla ka»dego i 6= j , u ∈ Vi ,
v ∈ Vj , nie istnieje ±cie»ka o ko«cach u i v , i , j ∈ {1, 2, . . . , k}.

De�nicja

Podgrafy indukowane przez V1,V2, . . . ,Vk nazywamy spójnymi
skªadowymi grafu G .
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De�nicja

Mówimy, »e grafy G = (V ,E ) oraz G ′ = (V ′,E ′) s¡ izomor�czne,
je±li istnieje taka bijekcja ϕ : V 7→ V ′, »e

{x , y} ∈ E ⇔ {ϕ(x), ϕ(y)} ∈ E ′.
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n grafy poetykietowane grafy nieizomor�czne

2 2 2

3 8 4

4 64 11

5 1 024 34

6 32 768 156

7 2 097 152 1 044

8 268 435 456 12 346

9 68 719 476 736 274 668

10 35 184 372 088 832 12 005 168

11 36 028 797 018 963 968 1 018 997 864
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De�nicja

Dopeªnieniem grafu G = (V ,E ) jest graf G = (V ,E ), w którym
E ∩ E = ∅ oraz E ∪ E = E (Kn).

De�nicja

Graf izomor�czny ze swoim dopeªnieniem nazywamy
samodopeªniaj¡cym.

56 / 94



De�nicja

Drog¡ Eulera (zamkni¦t¡) w spójnym multigra�e G = (V ,E )
nazywamy drog¦ zamkni¦t¡ zawieraj¡c¡ ka»d¡ kraw¦d¹ ze zbioru E .

Twierdzenie

Multigraf spójny G = (V ,E ) posiada zamkni¦t¡ drog¦ Eulera wtedy
i tylko wtedy, gdy stopie« ka»dego wierzchoªka w G jest parzysty.
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Znajdowanie drogi Eulera

D := ∅
v = v0
for ka»da kraw¦d¹ {v , u} w G do

odwiedzona[{v , u}] := 0
do

if istnieje nieodwiedzona kraw¦d¹ {v , u} incydentna do v then

poªó»_na_stos({v , u})
odwiedzona[{v , u}] := 1

else

{v , u} := zdejmij_ze_stosu()
D := D ∪ {v , u}

v := u
while stos_niepusty()
return D
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De�nicja

Otwart¡ drog¡ Eulera w spójnym multigra�e G = (V ,E )
nazywamy drog¦ otwart¡ zawieraj¡c¡ ka»d¡ kraw¦d¹ ze zbioru E .

Twierdzenie

Multigraf spójny G = (V ,E ) posiada otwart¡ drog¦ Eulera wtedy
i tylko wtedy, gdy dokªadnie dwa wierzchoªki w G maj¡ stopnie
nieparzyste.
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Problem chi«skiego listonosza

Wej±cie: Graf spójny G = (V ,E ) oraz funkcja kosztu w : E 7→ R+.
Wyj±cie: Zamkni¦ty spacer D o minimalnej wadze w(D)
zawieraj¡cy ka»d¡ kraw¦d¹ z E .
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De�nicja

Graf G = (V ,E ) jest dwudzielny, je±li istnieje taki podziaª (X ,Y )
zbioru V (X ∪ Y = V , X ∩ Y = ∅), »e ka»da kraw¦d¹ w G ma
jeden wierzchoªek ko«cowy w X a drugi w Y .

Lemat

Graf G jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy cykl w G ma
parzyst¡ dªugo±¢.
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De�nicja

Drzewem nazywamy graf spójny acykliczny.
Lasem nazywamy graf acykliczny.
Li±¢ w lesie to wierzchoªek stopnia 1.

Lemat

Rozmiar drzewa rz¦du n wynosi n − 1.

Lemat

Liczba li±ci l w drzewie rz¦du n speªnia 0 ¬ l ¬ n. Liczba li±ci l w
drzewie rz¦du n ­ 3 speªnia 2 ¬ l ¬ n − 1.

Lemat

W drzewie ka»da para wierzchoªków poª¡czona jest dokªadnie
jedn¡ ±cie»k¡.
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De�nicja

Cykl zawieraj¡cy ka»dy wierzchoªek grafu G = (V ,E ) nazywamy
cyklem Hamiltona.
Graf G posiadaj¡cy cykl Hamiltona jest grafem hamiltonowskim.

De�nicja

�cie»k¦ zawieraj¡c¡ ka»dy wierzchoªek grafu G = (V ,E ) nazywamy
±cie»k¡ Hamiltona.
Graf G posiadaj¡cy ±cie»k¦ Hamiltona jest trasowalny.
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Twierdzenie

Niech n ­ 3. Je±li δ(G ) ­ n
2 to G jest hamiltonowski.

Twierdzenie

Niech G b¦dzie grafem, w którym, dla ka»dej pary nies¡siednich
wierzchoªków u i v , zachodzi warunek d(u) + d(v) ­ n.
Wtedy G jest hamiltonowski.
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Problem komiwoja»era

Wej±cie: Graf peªny Kn = (V ,E ) oraz funkcja kosztu w : E 7→ R+.
Wyj±cie: Cykl Hamiltona o minimalnej wadze.
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De�nicja

Skojarzeniem w gra�e G = (V ,E ) nazywamy podzbiór M ⊂ E
wierzchoªkowo rozª¡cznych kraw¦dzi.
Liczno±ci¡ skojarzenia M jest liczba |M|.

Skojarzenie M w gra�e G = (V ,E ) nazywamy peªnym je±li
|M| = n

2 , a niemal peªnym je±li |M| = n−1
2 .
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Lemat

Graf G = (V ,E ) o parzystym rz¦dzie, w którym δ(G ) ­ n
2 ,

posiada peªne skojarzenie.

Twierdzenie

Graf G posiada peªne skojarzenie wtedy i tylko wtedy, gdy |S | ­ c
dla ka»dego podzbioru S ⊂ V , gdzie c oznacza liczb¦ spójnych
skªadowych o nieparzystym rz¦dzie w gra�e G [V \ S ].

Twierdzenie

Graf dwudzielny G (X ,Y ;E ) zawiera skojarzenie rozmiaru |X |
wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego S ⊂ X zachodzi |S | ¬ |N(S)|.
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Mówimy, »e M jest najliczniejszym skojarzeniem w G je±li
|M| = max{|M ′| : M ′ jest skojarzeniem w G}. Wówczas liczb¦
µ(G ) = |M| nazywamy liczb¡ skojarzeniow¡ grafu G .

�cie»ka P =< v0, v1, . . . , vk > o nieparzystej dªugo±ci k jest
±cie»k¡ powi¦kszaj¡c¡ wzgl¦dem skojarzenia M w gra�e G je±li dla
ka»dego l speªniaj¡cego 1 ¬ l ¬ k−1

2 zachodzi {v2l−1, v2l} ∈ M,
a wierzchoªki v0 oraz vk s¡ wolne (czyli nie s¡ incydentne z »adn¡
kraw¦dzi¡ skojarzenia M).

Twierdzenie

M jest najliczniejszym skojarzeniem w gra�e G wtedy i tylko wtedy,
gdy G nie zawiera ±cie»ki powi¦kszaj¡cej wzgl¦dem M.
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De�nicja

Przez pªask¡ reprezentacj¦ grafu G = (V ,E ) rozumiemy takie
rozmieszczenie wierzchoªków zbioru V na pªaszczy¹nie (sferze),
»e jedyny punkt przeci¦cia dowolnych dwóch kraw¦dzi to
ewentualnie ich wspólny koniec.

De�nicja

Graf nazywamy planarnym je±li posiada pªask¡ reprezentacj¦.

De�nicja

Reprezentacja pªaska grafu rozdziela jednoznacznie powierzchni¦
sfery na regiony zwane ±cianami.
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Lemat

Niech f oznacza liczb¦ ±cian w pªaskiej reprezentacji spójnego grafu
G = (V ,E ). Wówczas n −m + f = 2.

Lemat

W ka»dym gra�e planarnym G = (V ,E ) rz¦du n ­ 3 zachodzi
zale»no±¢ m ¬ 3n − 6.

Lemat

Ka»dy graf planarny G = (V ,E ) zawiera wierzchoªek stopnia co
najwy»ej 5.
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De�nicja

Rozdzieleniem kraw¦dzi {u, v} w gra�e G = (V ,E ) nazywamy
dodanie nowego wierzchoªka w oraz zast¡pienie tej kraw¦dzi przez
dwie kraw¦dzie {u,w} i {w , v}.
Rozdzieleniem grafu G nazywamy graf G ′ powstaªy z G poprzez
wykonanie kolejnych rozdziele« kraw¦dzi.

Twierdzenie Kuratowskiego

Graf G jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera podgrafu
b¦d¡cego rozdzieleniem grafu K5 lub K3,3.
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Zwini¦ciem kraw¦dzi {u, v} w gra�e G = (V ,E ) nazywamy
operacj¦ zª¡czenienia wierzchoªków u oraz v wraz z usuni¦ciem
powstaªej p¦tli oraz zast¡pienia potencjalnych równolegªych
kraw¦dzi przez pojedyncz¡ kraw¦d¹.
Minorem grafu G nazywamy graf G ′ powstaªy z G poprzez
wykonanie kolejnych operacji usuwania wierzchoªków, usuwania
kraw¦dzi oraz/lub zwijania kraw¦dzi.

Twierdzenie Wagnera

Graf G jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie posiada minorów
b¦d¡cych K5 lub K3,3.
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De�nicja

Zbiorem niezale»nym w gra�e G = (V ,E ) nazywamy taki podzbiór
I ⊂ V , »e »adne dwa wierzchoªki w I nie s¡ s¡siednie.

Mówimy, »e zbiór niezale»ny I w gra�e G jest najliczniejszy, je±li
nie istnieje inny zbiór niezale»ny w G o rz¦dzie wi¦kszym ni» |I |.
Wówczas α(G ) = |I | nazywamy liczb¡ niezale»no±ci grafu G .

73 / 94



De�nicja

Klik¡ w gra�e G = (V ,E ) nazywamy taki podzbiór Q ⊂ V , »e
ka»de dwa wierzchoªki w Q s¡ s¡siednie.

Mówimy, »e klika Q w gra�e G jest najliczniejsza, je±li nie istnieje
klika w G rz¦du wi¦kszego ni» |Q|.
Wówczas ω(G ) = |Q| nazywamy liczb¡ klikow¡ grafu G .

Lemat

W ka»dym gra�e G zachodzi α(G ) = ω(G ).
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De�nicja

Kolorowaniem (wierzchoªkowym) grafu G = (V ,E ) nazywamy
odwzorowanie c : V 7→ C , gdzie C oznacza zbiór kolorów.
Je±li dla ka»dych dwóch s¡siednich wierzchoªków v , u zachodzi
c(v) 6= c(u), to kolorowanie nazywamy wªa±ciwym.

Je±li |C | = k to mówimy o k-kolorowaniu.
Minimaln¡ liczb¦ k , dla której istnieje k-kolorowanie wªa±ciwe
wierzchoªków grafu G nazywamy liczb¡ chromatyczn¡ grafu G
i oznaczamy χ(G ).

Zbiór wierzchoªków pokolorowanych tym samym kolorem nazywamy
klas¡ kolorow¡.
Ka»da klasa kolorowa jest zbiorem niezale»nym.
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Lemat

Dla ka»dego grafu G zachodzi 1 ¬ χ(G ) ¬ n.

Lemat

Niech G b¦dzie grafem, w którym ∆(G ) ­ 1. Wówczas χ(G ) = 2
wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grafem dwudzielnym.

Lemat

W ka»dym gra�e G zachodz¡ zale»no±ci:

χ(G ) ­ ω(G )

χ(G ) ­ d n

α(G )
e

χ(G ) ¬ ∆(G ) + 1
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Twierdzenie Brooks'a

Dla ka»dego grafu G zachodzi

χ(G )

{
= ∆(G ) + 1 gdy G = Kn lub G = C2p+1

¬ ∆(G ) wpp

Twierdzenie

Je±li G jest grafem planarnym, to χ(G ) ¬ 4.

Twierdzenie

Je±li G jest grafem planarnym nie zawieraj¡cym trójk¡tów, to
χ(G ) ¬ 3.
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De�nicja

Graf G = (V ,E ) jest r -cyrkularnie kolorowalny je±li istnieje
takie odwzorowanie c ′ : V 7→ [0, r), »e
∀{x , y} ∈ E : 1 ¬ |c ′(x)− c ′(y)| ¬ r − 1.
Cyrkularna liczb¡ chromatyczna grafu G , oznaczona χc(G ), wynosi:
χc(G ) = inf{r : G jest r -cyrkularnie kolorowalny}.

Twierdzenie

Dla ka»dego grafu G zachodzi χ(G )− 1 < χc(G ) ¬ χ(G ).
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De�nicja

Kraw¦dziowym k-kolorowaniem (wªa±ciwym) grafu G = (V ,E )
nazywamy takie odwzorowanie c : E 7→ C , gdzie C oznacza zbiór
kolorów oraz |C | = k , »e dla ka»dych dwóch incydentnych kraw¦dzi
e1, e2 zachodzi c(e1) 6= c(e2).

Minimaln¡ liczb¦ k , dla której istnieje wªa±ciwe k-kolorowanie
kraw¦dzi grafu G nazywamy indeksem chromatycznym grafu G
i oznaczamy χ′(G ).

Zbiór kraw¦dzi pokolorowanych tym samym kolorem nazywamy
klas¡ kolorow¡.
Ka»da klasa kolorowa jest skojarzeniem.
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Lemat

Dla ka»dego grafu G speªniona jest zale»no±¢ χ′(G ) ¬ 2∆(G )− 1.

Twierdzenie

Je±li G jest grafem dwudzielnym, to χ′(G ) = ∆(G ).

Twierdzenie

W dowolnym gra�e G zachodzi χ′(G ) ¬ b32∆(G )c.

Twierdzenie

Dla ka»dego grafu G zachodzi ∆(G ) ¬ χ′(G ) ¬ ∆(G ) + 1.
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De�nicja

Dekompozycj¡ grafu G = (V ,E ) nazywamy rodzin¦ jego
kraw¦dziowo rozª¡cznych podgrafów G1,G2, . . . ,Gt o takiej
wªasno±ci, »e ka»da kraw¦d¹ grafu G jest zawarta w dokªadnie
jednym z tych podgrafów.
Je±li ka»dy Gi , i = 1, 2, . . . , t, jest izomor�czny z grafem H, to
mówimy wówczas o H-dekompozycji grafu G .

Lemat

Je±li istnieje H-dekompozycja grafu G , to |E (G )| jest podzielne
przez |E (H)|.
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Twierdzenie

Graf peªny Kn posiada Mk -dekompozycj¦ na skojarzenia rozmiaru k
wtedy i tylko wtedy, gdy 1 ¬ k ¬ bn2c oraz k |

(n
2

)
.

Twierdzenie

Graf peªny Kn posiada Pk+1-dekompozycj¦ na ±cie»ki dªugo±ci k
wtedy i tylko wtedy, gdy 1 ¬ k ¬ n − 1 oraz k |

(n
2

)
.

Twierdzenie

Graf peªny Kn posiada Ck -dekompozycj¦ na cykle dªugo±ci k wtedy
i tylko wtedy, gdy 3 ¬ k ¬ n, k |

(n
2

)
oraz n jest nieparzyste.

Hipoteza

Graf peªny K2n+1 posiada Tn+1-dekompozycj¦ dla ka»dego drzewa
Tn+1 rz¦du n + 1.
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De�nicja

Kwadratem ªaci«skim rz¦du n (o boku n) nazywamy tablic¦
rozmiaru n × n, w której ka»da komórka zawiera element ze zbioru
S rz¦du n w taki sposób, »e ka»dy symbol z S wyst¦puje dokªadnie
raz w ka»dym wierszu i dokªadnie raz w ka»dej kolumnie kwadratu.

De�nicja

Dwa kwadraty ªaci«skie, L i L′, rz¦du n s¡ ortogonalne, je±li
wszystkie spo±ród n2 par (L(i , j), L′(i , j)) s¡ parami ró»ne.

Twierdzenie

Dla ka»dego n ­ 1, n 6= 2, 6, istnieje para ortogonalnych
kwadratów ªaci«skich rz¦du n.
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De�nicja

Mówimy, »e w zbiorze L1, L2, . . . , Lm kwadraty ªaci«skie rz¦du n s¡
wzajemnie ortogonalne (ozn. MOLS(n)), je±li dla ka»dych
1 ¬ i < j ¬ m, Li oraz Lj s¡ ortogonalne. Niech N(n) oznacza
maksymaln¡ liczb¦ kwadratów w zbiorze MOLS(n).

Lemat

Dla ka»dego n zachodzi 1 ¬ N(n) ¬ n − 1.

Twierdzenie

Je±li q = pk jest pot¦g¡ liczby pierwszej, wówczas N(q) = q − 1.
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De�nicja

Cz¦±ciowym kwadratem ªaci«skim rz¦du n nazywamy tablic¦
rozmiaru n × n� w której ka»da komórka jest albo pusta albo
zawiera element ze zbioru S w taki sposób, »e ka»dy symbol z S
wyst¦puje co najwy»ej raz w ka»dym wierszu i co najwy»ej raz w
ka»dej kolumnie.

Twierdzenie

Cz¦±ciowy kwadrat ªaci«ski rz¦du n, w którym co najwy»ej n − 1
komórek jest niepustych, mo»e zosta¢ uzupeªniony do kwadratu
ªaci«skiego rz¦du n.
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De�nicja

Niech a, b i n b¦d¡ liczbami naturalnymi speªniaj¡cymi zale»no±¢
a× b = n. Wówczas tablica rozmiaru n× n mo»e zosta¢ podzielona
na rozª¡czne bloki, ka»dy z nich b¦d¡cy podtablic¡ rozmiaru a× b.
(a, b)-kwadratem Sudoku nazywamy kwadrat ªaci«ski nad zbiorem
symboli {1, 2, . . . , n}, w którym ka»dy blok zawiera wszystkie
symbole z S .

De�nicja

(a, b)-zbiorem krytycznym Sudoku nazywamy cz¦±ciowy kwadrat
ªaci«ski P , który mo»e zosta¢ uzupeªniony w sposób jednoznaczny
do (a, b)-kwadratu Sudoku, a ponadto usuni¦cie jakiegokolwiek
niepustej komórki z P zaburza jdnoznaczno±¢ tego uzupeªnienia.

Lemat

Dla ka»dego k , 17 ¬ k ¬ 35, istnieje (3,3)-zbiór krytyczny Sudoku
posiadaj¡cy k niepustych komórek.
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typ liczba kwadratów Sudoku

(1, 1) 1

(2, 2) 288

(3, 3) 6 670 903 752 021 072 936 960
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De�nicja

Systemem trójek Steinera, STS(v), rz¦du v nazywamy tak¡ par¦
(V ,B), w której V jest sko«czonym zbiorem punktów, |V | = v ,
oraz B jest rodzin¡ 3-elementowych pozdbiorów zbioru V
nazywanych trójkami o takiej wªasno±ci, »e ka»dy 2-elementowy
pozdbiorów zbioru V jest zawarty w dokªadnie jednej trójce.

Warunek konieczny na istnienie STS(v): v ≡ 1, 3 (mod 6).

Twierdzenie

System trójek Steinera rz¦du v istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
v ≡ 1, 3 (mod 6).

88 / 94



De�nicja

Dwa systemy trójek Steinera, (V1,B1) and (V2,B2), s¡
izomor�czne je±li istnieje taka bijekcja α : V1 7→ V2, »e dla
dowolnej trójki B1 ∈ B1 istnieje trójka B2 ∈ B2, która speªnia
B2 = {α(xi ) : xi ∈ B1}.

v liczba nieizomor�cznych STS(v)

7 1

9 1

13 2

15 80

19 11 084 874 829

21 14 796 207 517 873 771
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De�nicja

Automor�zm systemu trójek to izomor�zm w samego siebie. Zbiór
wszystkich automor�zmów tworzy grup¦ automor�zmów systemu
trójek.

De�nicja

STS(v) jest cykliczny je±li posiada automor�zm skªadaj¡cy si¦ z
jednego cyklu dªugo±ci v .
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De�nicja

Uporz¡dkowany 3-elementowy podzbiór (a, b, c) zbioru
{1, 2, . . . , (v − 1)/2} nazywamy trójk¡ ró»nicow¡ wtedy, gdy
a + b = c lub a + b + c = v .

Problem ró»nicowy He�tera

(1) Niech v = 6k + 1. Czy istnieje podziaª zbioru {1, 2, . . . , 3k} na
k trójek ró»nicowych?
(2) Niech v = 6k + 3. Czy istnieje podziaª zbioru
{1, 2, . . . , 3k + 1} \ {2k + 1} na k trójek ró»nicowych?
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Twierdzenie

Problem ró»nicowy He�tera posiada rozwi¡zanie dla ka»dego v ­ 3
z wyj¡tkiem v = 9.

Dla zadanego rozwi¡zania problemu He�tera:
(1) ka»da trójka ró»nicowa (a, b, c) wyznacza bazow¡ trójk¦
{0, a, a + b} cyklicznego STS(6k + 1)
(1) ka»da trójka ró»nicowa (a, b, c) wyznacza bazow¡ trójk¦
{0, a, a + b} cyklicznego STS(6k + 3); ponadto {0, 2k + 1, 4k + 2}
jest bazow¡ trójk¡ dla krótkiej orbity.
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De�nicja

Kon�guracj¡ kombinatoryczn¡ typu BIBD nazywamy tak¡ par¦
(V ,B), w której |V | = v oraz B jest rodzin¡ skªadaj¡c¡ si¦ z b
bloków, ka»dy b¦d¡cym k-elementowym podzbiorem zbioru V o
takiej wªasno±ci, »e ka»dy element z V jest zawarty w dokªadnie r
blokach i ponadto ka»dy 2-elementowy podzbiór zbioru V jest
zawarty w dokªadnie λ blokach. Liczby v , b, r , k oraz λ nazywane
s¡ parametrami kon�guracji BIBD.

Warunki konieczne na istnienie kon�guracji BIBD(v , b, r , k , λ):
(1) λ(v − 1) ≡ 0 (mod k − 1),
(2) λv(v − 1) ≡ 0 (mod k(k − 1)).

r = λ(v−1)
k−1 b = vr

k

93 / 94



Twierdzenie

Dla k ¬ 6, kon�guracja (v , k , 1)− BIBD istnieje gdy:
k = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy v ­ 2
k = 3 wtedy i tylko wtedy, gdy v ≡ 1, 3 (mod 6)
k = 4 wtedy i tylko wtedy, gdy v ≡ 1, 4 (mod 12)
k = 5 wtedy i tylko wtedy, gdy v ≡ 1, 5 (mod 20)
k = 6 wtedy i tylko wtedy, gdy v ≡ 1, 6 (mod 15)
oraz v 6= 16, 21, 36, 46; 51, 61, 81, 166, 226, 231, 256, 261, 286,
316, 321, 346, 351, 376, 406, 411, 436, 441, 471, 501, 561, 591, 616,
646, 651, 676, 771, 796, 801
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