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Program wykªadu

1. Zasada indukcji matematycznej.

2. Zbiory, podzbiory i multizbiory.

3. Funkcje i rozmieszczenia. Permutacje.

4. Zasada pudeªkowania i przykªady jej zastosowa«.

5. Zasada wª¡czania-wyª¡czania. Nieporz¡dki.

6. Podziaªy zbioru i liczby. Liczby Stirlinga.

7. Zale»no±ci rekurencyjne. Rozwi¡zywanie liniowych równa«

rekurencyjnych o staªych wspóªczynnikach.

8. Funkcje tworz¡ce; przykªady wykorzystania.

9. Zliczanie obiektów kombinatorycznych.
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Program wykªadu (cd.)

10. Poj¦cia wst¦pne teorii grafów. Izomor�zm grafów. Spójno±¢.

11. Droga Eulera. Cykle i ±cie»ki Hamiltona.

12. Grafy dwudzielne. Drzewa. Grafy planarne.

13. Kolorowanie wierzchoªków i kraw¦dzi w grafach.
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Zasada indukcji matematycznej

Niech S(n) b¦dzie pewnym stwierdzeniem zale»nym od parametru

n, n ∈ N.
Zakªadamy, »e:

(1) istnieje takie n0, »e stwierdzenie S(n0) jest prawdziwe,
(2) je»eli S(k) jest prawdziwe dla k ­ n0, to S(k + 1) jest równie»
prawdziwe.

Wówczas S(n) jest prawdziwe dla ka»dego n ­ n0.

Silna zasada indukcji

Niech S(n) b¦dzie pewnym stwierdzeniem zale»nym od parametru

n, n ∈ N.
Zakªadamy, »e:

(1) istnieje takie n0, »e stwierdzenie S(n0) jest prawdziwe,
(2) je»eli k ­ n0 oraz S(l) jest prawdziwe dla ka»dego

l ∈ {n0, n0 + 1, . . . , k}, to S(k + 1) jest równie» prawdziwe.

Wówczas S(n) jest prawdziwe dla ka»dego n ­ n0.
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Lemat

Liczba wszystkich podzbiorów zbioru n-elementowego wynosi 2n.

Lemat

Liczba wszystkich podzbiorów k-elementowych zbioru

n-elementowego wynosi
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Lemat
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Twierdzenie dwumienne

Niech x , y ∈ R, n ∈ N. Wówczas

(x + y)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
x iyn−i .

W szczególno±ci, dla x = y = 1,

2n =
n∑

i=0

(
n

i

)
.
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Lemat

Liczba k-elementowych podzbiorów z powtórzeniami zbioru S ,
który zawiera n ró»nych elementów, ka»dy o nieograniczonej

krotno±ci, wynosi
(n+k−1

k

)
.
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Twierdzenie wielomienne

Niech x1, x2, . . . , xt ∈ R, n ∈ N. Wówczas

(x1 + x2 + . . .+ xt)
n =

∑(
n

n1; n2; . . . ; nt

)
xn11 xn22 . . . xntt ,

gdzie sumowanie przeprowadzone jest po wszystkich nieujemnych

caªkowitoliczbowych rozwi¡zaniach równania

n1 + n2 + . . .+ nt = n,

oraz (
n

n1; n2; . . . ; nt

)
=

n!

n1!n2! . . . nt !
.
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Lemat

Je±li |X | = n oraz |Y | = m, to liczba wszystkich funkcji

f : X 7→ Y wynosi mn.

Lemat

Je±li |X | = n oraz |Y | = m, m ­ n, to liczba wszystkich funkcji

ró»nowarto±ciowych f : X 7→ Y wynosi m!
(m−n)! .

Lemat

Je±li |X | = n oraz |Y | = m, m ­ n, to liczba wszystkich funkcji

rosn¡cych f : X 7→ Y wynosi
(m
n

)
.

Lemat

Je±li |X | = n oraz |Y | = m, to liczba wszystkich funkcji

niemalej¡cych f : X 7→ Y wynosi
(m+n−1

n

)
.
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Wniosek

Je±li |X | = |Y | = n, to ka»da funkcja ró»nowarto±ciowa f : X 7→ Y
jest wzajemnie jednoznaczna (bijektywna). Wówczas liczba takich

funkcji jest równa n!.

De�nicja

Odwzorowanie bijektywne f : X 7→ X nazywamy permutacj¡ zbioru

X .

Wniosek

Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!.

Zbiór wszystkich permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy

symbolem Sn.
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Permutacj¦ f : X 7→ X zapisujemy

f =

(
x1, x2, . . . xn

f (x1), f (x2), . . . f (xn)

)

Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e X = {1, 2, . . . , n}.
Wówczas

f =< f (1), f (2), . . . , f (n) > .
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De�nicja

Niech f , g ∈ Sn. Zªo»eniem permutacji f i g nazywamy permutacj¦

g ◦ f zde�niowan¡ nast¦puj¡co

∀i ∈ X : (g ◦ f )(i) = g(f (i)).

De�nicja

Permutacj¦ e =< 1, 2, . . . , n > nazywamy identyczno±ciow¡.

Wniosek

Dla dowolnej permutacji f ∈ Sn zachodzi f ◦ e = e ◦ f = f .

De�nicja

Ka»da permutacja f ∈ Sn wyznacza jednoznacznie tak¡ permutacj¦

f −1 ∈ Sn, »e f ◦ f −1 = f −1 ◦ f = e. f −1 nazywamy permutacj¡

odwrotn¡ do f .
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Lemat

Dla dowolnych permutacji f , g , h ∈ Sn speªnione s¡ warunki:

(1) (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h)
(2) f ◦ e = e ◦ f = f
(3) f ◦ f −1 = f −1 ◦ f = e.
St¡d wynika, »e (Sn, ◦) jest grup¡, nazywan¡ grup¡ symetryczn¡

stopnia n.
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De�nicja

Cyklem dªugo±ci k nazywamy permutacj¦ fk = (xk1 xk2 . . . xkk ), w
której fk(x

k
1 ) = xk2 , fk(x

k
2 ) = xk3 , fk(x

k
k−1) = xkk , fk(x

k
k ) = xk1 , oraz

fk(x) = x dla ka»dego x ∈ X \ {xk1 , xk2 , . . . , xkk }.

Lemat

Ka»d¡ permutacj¦ mo»na przedstawi¢ jednoznacznie w postaci

zªo»enia (niezale»nych) cykli. Przedstawienie takie nazywamy

rozkªadem na cykle.

De�nicja

Mówimy, »e permutacja f jest typu (λ1, λ2, . . . , λn) je±li w
rozkªadzie na cykle zawiera dokªadnie λi cykli dªugo±ci i , dla
i = 1, 2, . . . , n.
Do zapisu typu stosujemy zwykle notacj¦ 1λ12λ2 · · · nλn (pomijaj¡c

iλi je±li λi = 0).
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Lemat

Niech X = {x1, x2, . . . , xt} b¦dzie multizbiorem o mocy n, który
zawiera t parami ró»nych elementów; ka»dy element xi ma krotno±¢

ni , i = 1, 2, . . . , t. Wtedy
∑t

i=1 ni = n.
Liczba wszystkich permutacji multizbioru X wynosi

n!

n1!n2! . . . nt !
.
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Zasada pudeªkowania (Dirichleta)

Je±li n + 1 obiektów zostanie rozmieszczonych w n pudeªkach, to

w±ród tych pudeªek znajdzie si¦ takie, które zawiera co najmniej 2

obiekty.

Uogólniona zasada pudeªkowania

Niech q1, q2, . . . , qn b¦d¡ liczbami naturalnymi. Je±li

q1 + q2 + . . .+ qn + 1 obiektów zostanie rozmieszczonych w n
pudeªkach, to znajdzie si¦ pudeªko o takim indeksie i , »e zawiera

ono qi + 1 obiektów.
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