MATEMATYKA DYSKRETNA

dr hab. Mariusz Meszka

Akademia Gérniczo-Hutnicza w Krakowie

http://home.agh.edu.pl/~meszka

1/17



Program wyktadu

Zasada indukcji matematycznej.

Zbiory, podzbiory i multizbiory.

Funkcje i rozmieszczenia. Permutacje.

Zasada pudetkowania i przyktady jej zastosowan.

Zasada wtaczania-wytaczania. Nieporzadki.

Podziaty zbioru i liczby. Liczby Stirlinga.

. Zaleznosci rekurencyjne. Rozwigzywanie liniowych réwnan
rekurencyjnych o statych wspétczynnikach.

8. Funkcje tworzace; przyktady wykorzystania.

9. Zliczanie obiektéw kombinatorycznych.

e @l S e =

2/17



Program wykfadu (cd.)

10. Pojecia wstepne teorii graféw. Izomorfizm graféw. Spéjnosc.
11. Droga Eulera. Cykle i Sciezki Hamiltona.

12. Grafy dwudzielne. Drzewa. Grafy planarne.

13. Kolorowanie wierzchotkéw i krawedzi w grafach.
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Zasada indukcji matematycznej

Niech S(n) bedzie pewnym stwierdzeniem zaleznym od parametru
n, n € N,

Zaktadamy, ze:

(1) istnieje takie ng, ze stwierdzenie S(ng) jest prawdziwe,

(2) jezeli S(k) jest prawdziwe dla k > ng, to S(k + 1) jest réwniez
prawdziwe.

Woéwczas S(n) jest prawdziwe dla kazdego n > ng.

.

Silna zasada indukgji

Niech S(n) bedzie pewnym stwierdzeniem zaleznym od parametru
n, ne€N,

Zaktadamy, ze:

(1) istnieje takie ng, ze stwierdzenie S(ng) jest prawdziwe,

(2) jezeli k > ng oraz S(/) jest prawdziwe dla kazdego

I € {no,no+1,...,k}, to S(k+1) jest réwniez prawdziwe.
Woéwczas S(n) jest prawdziwe dla kazdego n > ng.

.
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Liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego wynosi 2". I

Liczba wszystkich podzbioréw k-elementowych zbioru

n-elementowego wynosi () = #Lk),

Prawdziwe s3 nastepujace zaleznosci:
() = (224)

="+ G

®) () = () (20

k() = n(— i)

("¢") = Z o (P)(Z)

S0 (5 (M3 = (5

.
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Twierdzenie dwumienne

Niech x,y € R, n € N. Wéwczas

(x+y)"= i (7)

i=0

W szczegélnosci, dla x =y =1,
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Liczba k-elementowych podzbioréw z powtdrzeniami zbioru S,
ktéry zawiera n réznych elementéw, kazdy o nieograniczone;j

krotnosci, wynosi (""571).
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Twierdzenie wielomienne

Niech x1,x2,...,x: € R, n € N. Wéwczas

n
ny n2 ne
X1 X" X,

atxet...+x)" =Y
n;n; ... N

gdzie sumowanie przeprowadzone jest po wszystkich nieujemnych
catkowitoliczbowych rozwigzaniach réwnania

n+ny+...4+n=n,
oraz

n n!
ni;ngi ... Ny ool ... ngl”
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Jesli [ X| = noraz |Y| = m, to liczba wszystkich funkg;ji
f: X+— Y wynosi m".

| \

Jesli |[X| = noraz |Y|=m, m > n, to liczba wszystkich funkcji
réznowartosciowych f : X — Y wynosi (m%'n),

Jesli [ X| =noraz |Y|=m, m > n, to liczba wszystkich funkcji
rosnacych f: X — Y wynosi (7).

S
A\

Jesli | X| = noraz | Y| = m, to liczba wszystkich funkg;ji
niemalejacych £ : X — Y wynosi ('"+:_1).
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Jesli | X| = | Y| = n, to kazda funkcja réznowartosciowa f : X — Y
jest wzajemnie jednoznaczna (bijektywna). Wéwczas liczba takich
funkgji jest réwna n!.

.

Odwzorowanie bijektywne f : X +— X nazywamy permutacja zbioru
X.

Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!. \

Zbior wszystkich permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy J

.

symbolem S,,.
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Permutacje f : X — X zapisujemy

=( X1, X2, ... Xp )
f(xa), f(x), ... f(xn)

Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze X = {1,2,...,n}.

Wéwczas
f=<f(1),f(2),...,f(n)>.
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Niech f,g € S,,. Ztozeniem permutacji f i g nazywamy permutacje
g o f zdefiniowana nastepujaco

Vie X: (gof)(i)=g(f()).

Permutacje e =< 1,2,...,n > nazywamy identycznosciowa.
Dla dowolnej permutacji f € S, zachodzi foe=eof =f.

Kazda permutacja f € S, wyznacza jednoznacznie taka permutacje
flecS,zefofl=f"1of=e f!nazywamy permutacja
odwrotng do f.
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Dla dowolnych permutacji f, g, h € S, spetnione s3 warunki:

(1) (fog)oh=fo(goh)

(2) foe=eof =f

(3)fofl=Fflof=e

Stad wynika, ze (Sp, o) jest grupa, nazywana grupa symetryczna
stopnia n.
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Cyklem dtugosci k nazywamy permutacje fx = (xf x5 ... xf), w

ktdre] fk(xlk) = xé‘, fk(xzk) = x_,’f, fk(x/(‘_l) = x,’f, fk(x/(‘) = xlk, oraz
f(x) = x dla kazdego x € X \ {x{',x¥, ..., xK}.

A

Kazdg permutacje mozna przedstawi¢ jednoznacznie w postaci
ztozenia (niezaleznych) cykli. Przedstawienie takie nazywamy
rozkfadem na cykle.

.

Mdéwimy, ze permutacja f jest typu (A1, Az, ..., \p) jesli w
rozktadzie na cykle zawiera doktadnie \; cykli dtugosci i, dla
i=1,2,....n

Do zapisu typu stosujemy zwykle notacje 1*12%2 ... p* (pomijajac
i jesli A\; = 0).

A
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Niech X = {x1, x2, ..., x:} bedzie multizbiorem o mocy n, ktéry
zawiera t parami réznych elementéw; kazdy element x; ma krotnos¢
nj, i=12 ..t Wtedy >/, n = n.

Liczba wszystkich permutacji multizbioru X wynosi

n!
n'no!. .. ngl”
1:1M2: ... Mt
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Zasada pudetkowania (Dirichleta)

Jesli n+ 1 obiektéw zostanie rozmieszczonych w n pudetkach, to
wsréd tych pudetek znajdzie sie takie, ktére zawiera co najmniej 2
obiekty.

Uogdlniona zasada pudetkowania

Niech g1, g, ..., g, beda liczbami naturalnymi. Jesli

g1+ g2+ ...+ g+ 1 obiektéw zostanie rozmieszczonych w n
pudetkach, to znajdzie sie pudetko o takim indeksie /, ze zawiera
ono g; + 1 obiektéw.
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