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Zmienne losowe

1. Wstep teoretyczny

Zmienne losowe — liczby charakteryzujace rezultat zjawiska losowego.

Zmienne losowe dyskretne — liczby losowe ze skonczonego lub przeliczalnego zbioru wartos$ci. Na ogot
sa to liczby catkowite symbolizujace rozwazane zdarzenia losowe, zliczajace ich krotno$¢ itp.

Zmienne losowe ciagle — liczby rzeczywiste o losowej warto$ci, charakteryzujace iloSciowo zjawiska
losowe.

1.1. Rozklady prawdopodobienstwa

Zdarzenia losowe odniesione do liczb losowych dotycza wystgpienia okreslonych warto$ci zmiennych
dyskretnych oraz wystgpienia warto§ci zmiennych ciggtych w okre§lonych przedziatach.
prawdopodobienstwa takich zdarzen charakteryzuja rozklady prawdopodobienstwa zmiennych
losowych.
Dystrybuanta rozktadu zmiennej losowej x nazywamy prawdopodobienstwo wystgpienia wartosci X
mniejszej niz argument dystrybuanty (zatozona warto$¢ zmiennej) X:

F(X) =P(x < X)
Dystrybuanta posiada nastepujace cechy:
a) F(—0)=0;
b) F()=1;
c) jest funkcja lewostronnie ciagta i niemalejaca, tzn., jesli X1<Xz to F(X1) < F(X2)

Dystrybuanta zmiennej losowej dyskretnej zmienia si¢ skokowo w punktach odpowiadajacych kolejnym
warto$ciom zmiennej.

Rozktad prawdopodobiefistwa takich zmiennych wygodniej jest charakteryzowaé podajac wprost
prawdopodobienstwa wystgpienia poszczegdlnych wartosci p(xi). Nazywa si¢ to krotko rozkladem
prawdopodobienstwa zmiennych dyskretnych:

f(x)={p(xi); i=1,2, ...,N}, gdzie N oznacza liczb¢ mozliwych wartoéci zmiennej x

W przypadku zmiennych losowych ciaglych rozklad opisuje si¢ tzw. funkcja gestosci
prawdopodobienstwa f(x), ktorg definiuje si¢ jako pochodng dystrybuanty wzgledem zmienne;j x:

. F(x+59)-F(xx-%9 d

f(x) = lim =——F(x)
Ax—0 AX dx

Uwaga !! Funkcja gestosci prawdopodobienstwa nie jest prawdopodobienstwem, ale pozwala obliczy¢
prawdopodobienstwo wystgpienia wartosci X w zadanym przedziale x1, X2 Z WZOru:

P(x <X <%,)= [ f(x)-dx

X 0
Wynika stad, ze: F(X) = jf(x)-dx oraz jf(x)-dx:l

1.2. Momenty

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej ciaglej charakteryzuje si¢ przy pomocy parametrow zwanych
momentami. Moment i-tego rzedu mi(x) definiuje si¢ nastepujaco:
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m. (x) = Tx‘ - f(x)-dx

Moment rzgdu zerowego jest zawsze rowny 1.

Moment rzgdu pierwszego zmiennej X nazywa si¢ warto$cia oczekiwana zmiennej losowej X i oznacza
si¢ symbolem E(X). Warto$¢ oczekiwana jest tez nazywana warto$cia przecietna zmiennej losowej lub
nadzieja matematyczna.

Dla zmiennej losowej ciaglej wartos¢ oczekiwang wyraza wzor:

m, (X) = E(X) = ]Ox - f(X)-dX

Dla zmiennej dyskretnej przyjmujacej wartosci Xi z prawdopodobienstwem pi warto§¢ oczekiwang
oblicza si¢ ze wzoru:

E0) =3P, X

Wiasciwosci wartosci oczekiwane;j:
a) Kazda ograniczona zmienna losowa ma warto$¢ oczekiwang.
b) Warto$¢ oczekiwana kombinacji liniowej zmiennych losowych jest kombinacja liniowa ich warto$ci
oczekiwanych
E(a,x, +a,X, +...+ayXy) =a, - E(x)+a, - E(X,)+...+a, - E(Xy)
c¢) Jesli x1 1 X2 sg niezaleznymi zmiennymi losowymi to
E(Xl ’ Xz) = E(Xl) ’ E(Xz)
Zmienna losowa ciaggta X bgdaca odchytka zmiennej losowej oryginalnej X od jej wartosci oczekiwane;j

m1(X) nazywa si¢ zmienng losowg scentrowana:
def

X=X -m/(X);
Momenty wyzszego rzedu mozna oblicza¢ dla oryginalnych zmiennych lub scentrowanych. Momenty dla
zmiennych scentrowanych nazywa si¢ momentami centralnymi.
Centralny moment rzgdu drugiego zmiennej nazywa si¢ wariancja zmiennej

62 =m,[X — E(X)]=m,(x) = E(x2) = T[x —E(X)T? F(X)dX :szf(x)dx

Wilasciwosci wariancji:
a) Znajac pierwszy i drugi moment oryginalnej zmiennej losowej X mozna obliczy¢ jej wariancjg:
o% = E(X?)—E*(X) =m,(X) -m(X)
b) Jesli X1, X2 ... Xn s niezaleznymi zmiennymi losowymi to
El(ax +a,%, +K +a,Xy)*1=a/cy +a;0;, +K +ayoy,
Odchyleniem $rednim (standardowym) lub dyspersja o zmiennej losowej nazywamy pierwiastek
arytmetyczny z jej wariancji.

1.3.  Podstawowe rozklady prawdopodobienstwa

Rozklad jednostajny ma zmienna losowa X, gdy moze przyjmowaé z tym samym
prawdopodobienstwem dowolng wartos¢ z przedziatu [a — b, a + b], b > 0 1 nie wystepuje poza tym
przedziatem:

B i gdy xe[a—b,a+b] Dystrybuanta i gesto$¢ rozktadu rownomiernego
f(X)=12p
0 gdy xe¢[a—b,a+Db] — 1

wartos¢ oczekiwana E(x) = a —
bZ
i 2
wariancja o5 = 3 I
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Rozktad réwnomierny przypisuje si¢ zmiennym losowym, ktérych wartosci sg naturalnie ograniczone 1
wynikaja z oddziatywania pewnego czynnika o czysto losowym charakterze i ograniczonej ,.sile”.
Przyktadowo, taki rozklad moze mie¢ kwota wydawana przez jednego klienta w matym sklepie
spozywczym lub kiosku.

Rozklad normalny czyli rozklad Gaussa: dla zmiennej X o wartosci oczekiwanej m=E(X) i dyspersji o

(oznaczany symbolem N(m, o)):
_ 2
f(X)= L exp _IX=ECOT E(z()]
G'\ﬁzg 20
Dla zmiennej standaryzowanej x rozktad Gaussa N(0, 1) ma postac:

f(x)= /%t exp(— ij

1 w tej postaci jest on dostepny w tablicach i generatorach liczb losowych.
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2. Zadania praktyczne

2.1.  Generowanie sygnaléw losowych o zadanym rozkladzie

a) Za pomoca petli for i funkcji randn i rand wygeneruj sygnat losowy yn 0 rozktadzie normalnym oraz
sygnat losowy Yj o rozkladzie jednostajnym, o dtugosci N = 1000 probek:

clear
N=1000;
for i=1:N
yn (i)=randn;
yJj (1)=rand;
end

Narysuj te sygnaty:

subplot (2,2,1)

plot (yn),title('Sygnat o rozkiadzie normalnym', 'FontName', 'MS Sans Serif')
subplot (2,2, 2)

plot(yJ),title('Sygnat o rozkitadzie jednostajnym', 'FontName', 'MS Sans Serif')

b) Za pomocg funkcji hist oblicz i narysuj rozktad tych sygnatow (histogram):
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subplot (2,2, 3)
hist(yn,30),title('Rozktad normalny', 'FontName', 'MS Sans Serif')

subplot (2,2,4)
hist(yj,30),title('Rozktad jednostajny', 'FontName',6 'MS Sans Serif')

c) Za pomoca petli for oblicz wartosé srednig X oraz wariancjie o sygnalow wg wzorow:
p a4 pe q j¢ yg g

13 fh vt
X = ﬁz X; warto$¢ $rednia
=1

$wartos$¢ Srednia
suml=0;
sum2=0;
for i=1:N
suml=suml+yn (i) ;
sum2=sum2+yj (1) ;
end
sr_yn=suml/N;
sr_yj=sum2/N;
disp ('Wartos$¢ Srednia sygnatu o rozktadzie normalnym:');
disp(sr yn)
disp('Wartos¢ Srednia sygnaiu o rozkitadzie jednostajnym:');
disp(sr yj)

1 Q ..
c’=—""S(x, —x)? wariancja
N1 260 j

Swariancja

suml=0;

sum2=0;

for i=1:N
suml=suml+ (yn (i) -sr yn) *2;
sum2=sum2+ (yj (i) -sr_yj) "2;

end

war yn=suml/ (N-1);

war yj=sum2/ (N-1);

disp('Wariancja sygnatu o rozktadzie normalnym:');

disp(war_ yn)

disp ('Wariancja sygnaiu o rozktadzie jednostajnym:');

disp(war yj)

Uruchom powyzsze programy kilka razy i obserwuj wyniki. Poniewaz za kazdym razem be¢dzie inna
realizacja sygnatu losowego, wyniki beda si¢ nieznacznie roznic.

Porownaj obliczone wyniki z warto$ciami teoretycznymi:

warto$¢ $rednia | wariancja
rozktad normalny 0 1
rozktad jednostajny 1/2 1/12
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2.2.  Zalezno$¢ wartoSci Sredniej i wariancji od liczby probek wykorzystanych do ich obliczenia

Oblicz warto$¢ $rednig i wariancje sygnalow losowych o rozktadzie normalnym i jednostajnym w funkcji
liczby probek sygnatu (tzn. nalezy policzy¢ $rednig i wariancj¢ dla kazdej dlugosci sygnatu —od 1 do N
proébek).

Q

% wartos$¢ Srednia w funkcji liczby prébek sygnatu
N=500;
suml=0; sum2=0;
for i=1:N
suml=suml+yn (i) ;
sum2=sum2+y7j (i) ;
sr_yn(i)=suml/i;
sr _yj(i)=sum2/i;
end
Swizualizacja
figure
subplot (2,1,1)
plot (sr_yn),title('wartos¢ Srednia rozktadu normalnego', 'FontName', 'MS Sans Serif')
line ([0 N], [0 O], 'Color','r','LineStyle',"':")
subplot (2,1, 2)
plot(sr yj),title('wartos¢ Srednia rozktadu jednostajnego', 'FontName', 'MS Sans Serif')
line ([0 N],[0.5 0.5],'Color','r', 'LineStyle',"':")

% wariancja w funkcji liczby prdébek sygnatu
suml=0; sum2=0;
for i=1:N
suml=suml+ (yn (i) -sr yn(i))"2;
sum2=sum2+ (yj (1) -sr yj (1)) "2;
war yn(i)=suml/i;
war yj(i)=sum2/i;
end
Swizualizacja
figure
subplot (2,1,1)
plot (war yn),title('wariancja rozkiadu normalnego', 'FontName', 'MS Sans Serif')
line ([0 N],[1 1], 'Color','r',' 'LineStyle',"':")
subplot (2,1, 2)
plot (war yj),title('wariancja rozkiadu jednostajnego', 'FontName', 'MS Sans
Serif'")
line ([0 N],[1/12 1/12],'Color','r', 'LineStyle',"':")

Uruchom powyzsze programy kilka razy i obserwuj wyniki.
Na podstawie wykresow ocen ile probek sygnatu jest potrzebne do wiarygodnego oszacowania wartosci
sredniej 1 wariancji dla obu rozktadow.

Zadanie do samodzielnego wykonania

Narysuj wykresy przebiegu kwadratu biedu $redniej 1 wariancji wzgledem warto$ci teoretycznych (czyli
réznicy miedzy warto§ciami wyliczonymi, a teoretycznymi, podniesione do kwadratu) dla obu
rozktadéw. Oblicz btad $redniokwadratowy MSE (ang. Mean Square Error), czyli sume przebiegu
kwadratu btgdu, podzielong przez liczbe probek. Dla ktorego rozktadu obserwujemy najmniejszy btad?
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