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Funkcja autokorelacji

1. Wstep teoretyczny

1.1. Kowariancja

Kowariancja zmiennych losowych X, Y — warto$¢ oczekiwana iloczynu scentrowanych zmiennych x, y:

cov(X,Y) = E(x-y )= T T[x CEQO)LLY —E(Y)]- £(X,Y)-dX -dY = E(X -Y) = E(X)-E(Y)

—00—00

Wspélezynnik korelacji pxy zmiennych X i Y to ich kowariancja przeliczona do zakresu [-1, 1]
pxy = coV(X,Y)/(ox-oy)

Wspdtezynnik korelacji przyjmuje warto$¢ 0 gdy zmienne X, Y sg niezalezne i warto$¢ =1 gdy sa one
zalezne liniowo (ale tylko liniowo, np. X = a+tbY, a, b stale).

UWAGA !

Niezerowe, a nawet wysokie wartosci wspotczynnika korelacji dwoch zmiennych losowych nie oznaczaja
zwigzku przyczynowo-skutkowego miedzy nimi, a jedynie wspotzaleznos$¢ stochastyczng, czyli istnienie
wspdlnych przyczyn dla obu zjawisk

1.2.  Proces stochastyczny

Procesem stochastycznym nazywa si¢ zmienng losowa sparametryzowang czasem (ogélnie — dowolng
zmienng skalarng).
Z=(X, 1) =Xt

Oznacza to, ze kazdej chwili czasu to przypisuje si¢ zbior zmiennych losowych Xwo (zwany zbiorem
mozliwych realizacji procesu Z w chwili to), z jego wartoScia oczekiwang E(Xw) 1 rozkladem
prawdopodobienstwa f(Xto).

Proces stochastyczny jest zatem szczegdlnym przypadkiem wielowymiarowej zmiennej losowej i mozna
dla niego definiowa¢ wielowymiarowe rozklady prawdopodobienstwa f(Xt, Xt1, .. , Xiv ), a takze
kowariancje cov(Xw, Xu) odpowiadajace réoznym to, ti (zwane autokowariancjami lub funkcjami
korelacyjnymi). Okresla si¢ je identycznie jak dla wielowymiarowych zmiennych losowych.
Wspodtezynnik korelacji odpowiadajacy dwom réznym warto$ciom t, nazywa si¢ wspélczynnikiem
autokorelacji procesu.

1.3.  Procesy stacjonarne

Proces stochastyczny jest stacjonarny w wezszym sensie jesli wszystkie jego rozklady
prawdopodobienstwa nie zalezg od czasu, a jedynie od réznic wartosci to, t1, .. , tn dla ktorych sg
definiowane.

Zatem jednowymiarowe rozktady prawdopodobienstwa zmiennych X: dla kolejnych t sg identyczne, czyli
f(Xy) = f(X), a rozktady dwuwymiarowe f(Xt1, Xt2) zalezg tylko od réznicy czaséw 7= t2 —t1, tzn. f(Xu, Xe2)
=1(X, 7).

© Maciej Klemiato, AGH, Katedra Automatyki i Robotyki



1.4.  Funkcja autokorelacji

Takze autokowariancja 1 wspotczynnik autokorelacji zalezg tylko od 7 Nazywa si¢ je funkcja
korelacyjna Kx(7) i funkcja autokorelacji rx (7):

Koo (1) = E(X, - X))~ (E(X))? = E(x, -,..)

r (T)dif E(Xt ) Xt—r)z_(E(X)) _ E(Xtc'zxt—r)

def KX (’C)

= 2
c

czyli: ry ()

gdzie xt0znacza proces scentrowany (tj. E(x) = 0).
Warto$¢ funkcji autokorelacji w zerze wynosi zawsze 1, r(0) = 1.

Proces stochastyczny jest stacjonarny w szerszym sensie jesli istnieje jego warto$é oczekiwana i jest
ona stata w czasie, a funkcje korelacyjne zaleza tylko od przesunigcia czasu t (nie zaleza od wartosci to,
ty):
mx(t) = E(Xt) = mx = const
Kx(t1, t2) = E(xt-X2) = Kx(7)

Zatem procesy stochastyczne stacjonarne majg stata warto$¢ oczekiwang, a relacje probabilistyczne
migdzy ich warto$ciami w réznych chwilach czasu sg okreslone (deterministycznie) przez funkcje
autokorelacji r(7).

Moéwimy, ze funkcja autokorelacji opisuje wlasciwosci dynamiczne procesu stochastycznego
stacjonarnego, natomiast jego wlasciwosci chwilowe (statyczne) charakteryzuje funkcja gestosci
prawdopodobienstwa, czyli rozktad prawdopodobienstwa.

Im wolniej maleje funkcja autokorelacji, tym mniej losowe sg zmiany w czasie procesu, tzn. zmiany te sg
powodowane gltdéwnie wewnetrzng inercjg procesu, a nie czynnikami losowymi.

Transformata Fouriera funkcji autokorelacji nazywa si¢ funkcja gestosci widmowej mocy procesu lub
spektrum procesu.

UWAGA:
Funkcje analogiczne jak funkcja korelacyjna moga by¢ definiowane dla dwu réznych procesow
stochastycznych stacjonarnych przesunietych wzgledem siebie w czasie.

2. Zadanie praktyczne

Glownym zastosowaniem funkcji autokorelacji jest badanie polegajace na ustaleniu w jakim stopniu
warto$¢ sygnatu w pewnej okreslonej chwili wptywaja na wartos$¢ tego sygnalu w pewnej chwili w
przysztosci. Poniewaz w przypadku sygnalu zdeterminowanego funkcja autokorelacji "trwa" dla
wszystkich przesuni¢¢ czasowych — w przeciwienstwie do funkcji autokorelacji procesu losowego, ktora
dazy do zera przy duzych wartosciach przesunigcia r. Wobec tego funkcja autokorelacji stanowi dobre
narzedzie do wykrywania proceséw zdeterminowanych, ktore moga by¢ maskowane przez szum losowy.

Oblicz funkcje autokorelacji wg wzoru:
N-r
Rxx(r):Linxi+r dlar=0,1,..,m-1
N-riz

gdzie: N — liczba probek sygnatu, r — przesunigcie czasowe, dla:
a) sygnatu losowego o rozktadzie normalnym,
b) sygnatu sinusoidalnego Yy =sin(2xft) zaktéconego szumem biatym, o wariancji 0.8.
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Przyjmij nast¢pujace dane: N = 200, m = 100, f = 10, t = 0.01.

clear

N=200; %liczba prdébek sygnatu

m=100; %liczba przesunieé¢ czasowych

£f=10; %czestotliwo$¢ skitadowe] sinusoidalnej sygnatu
t=0.01; %okres sygnatu

war=0.8; $wariancja zakitdcenia

sig=sqgrt (war); %odchylenie standardowe zakldcenia

%sygnat losowy i deterministyczny
for i=1:N
yn (i)=randn;
y(i)=sin(2*pi*f*t*1i)+sig*randn; $sinus + zaktdcenie
end
% funkcja autokorelacji
for r=0:m-1
suml=0;
sum2=0;
for i=1:N-r
suml=suml+ (yn (i) *yn (i+xr)) ;
sum2=sum2+ (y (1) *y (i+r)) ;

end

kor yn(r+l)=suml/ (N-r); %autokorelacja syg. losowego

kor y(r+l)=sum2/ (N-r); %autokorelacja syg. deterministycznego
end

% wizualizacja

t=0:m-1; Swektor "czasu"

subplot (2,2,1)

plot (yn),title('Sygnal losowy')

subplot (2,2, 2)

plot(y),title('Sygnal sinusoidalny, zaszumiony')

subplot (2,2, 3)

plot (t,kor yn, 'LineWidth',1.5),title('Funkcja autokorelacji')
axis ([0 m -0.5 17])

subplot (2,2, 4)

plot (t,kor y, 'LineWidth',1.5),title('Funkcja autokorelacji')
axis ([0 m -0.5 11])

Na podstawie wykresow przedstawiajacych przebiegi sygnatow trudno oceni¢ ktory sygnat jest losowy, a
ktory deterministyczny zaktocony szumem losowym. Natomiast na wykresach funkcji autokorelacji
wida¢ to bardzo dobrze: funkcji autokorelacji sygnatu deterministycznego ma wyrazny charakter

sinusoidalny.
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