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Zadanie na dzisiaj

A 999 998
~ |1000 999

1997
b= [1999]

Prosze rozwigza¢ uktad réwnan Ax = b stosujac

1) Algorytm eliminacji Gaussa generujacy jedynki na przekatne;
macierzy bez pivotingu (slajd 15)

2) Algorytm eliminacji Gaussa generujacy jedynki na przekatne;j
macierzy z pivotingien (slajd 21)

3) Algorytm eliminacji Gaussa bez pivotingu "generujacy
wyznacznik" na przekatnej macierzy U (slajd 25 lub 29)

4) Algorytm eliminacji Gaussa z pivotingiem (slajd 31)

5) Algorytm LU faktoryzacji (slajd 38)
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Eliminacja Gaussa

Algorytm eliminacji Gaussa jest podstawowym najszerzej znanym
algorytmem rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych.

Algorytm eliminacji, zwany algorytmem Gaussa zostat wynaleziony
w Chinach w roku 179 p.n.e. (autor nieznany)

W Europie algorytm zaczat by¢ uzywany w roku 1771 przez
Leonarda Eulera, ktéry nazywat go najbardziej naturalnym
sposobem rozwigzywania uktadéw réwnan.

Jest on niestusznie nazywany algorytmem eliminacji Gaussa, od
matematyka Carla Friedricha Gaussa (1777-1855), ktéry nie zyt
jeszcze w roku 1771,
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"9 rozdziatéw o sztuce matematycznej” 179 r. p.n.e.
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Figure: 8 rozdziat z "Dziewiel rozdziatéw o Sztuce Matematycznej

Rozdziat 8 zawiera opisy réznych probleméw, z ktérych jeden
rozwigzywany jest algorytmem znanym na Zachodzie pod nazwa

eliminacji Gaussa.
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Algorytm z "9 rozdziatéw o sztuce matematycznej”

Problem z 8 rodziatu z "9 rozdziatéw o sztuce matematycznej”,
Chiny 179 r. p.n.e.

Problem 1. Istnieja trzy gatunki ziarna: najwyzej, sredniej i niskiej
jakosci.

Trzy garscie najwyzszej jakosci, dwie garscie Sredniej klasy i jedna
gars¢ niskiej jakosci to 39 jednostki miary. Dwie garscie najwyzszej
jakosci, trzy garscie sredniego gatunku i jedna gars$¢ niskiej jakosci
wynosza 34 jednostki miary. Jedna gars¢ najwyzszej jakosci, dwie
garscie Sredniej klasy i trzy garscie o niskiej jakosci wynosza 26
jednostek miary.

lle jednostek miary robi jedna gars¢ plonu ziarna odpowiednio
najwyzszej, sredniej i niskiej jakosci?

3 2 1] 139
2 3 1| |34
1 2 3| (26
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Algorytm z "9 rozdziatéow o sztuce matematycznej’

3 2 1] 139
2 3 1| |34
1 2 3| (26

"Przemnazamy drugi wiersz przez liczbe garsci ziaren najwyzszej
jakosci z pierwszego wiersza”

3 2 1 39
2x3 3%x3 1x3| [34%3
1 2 3 26

3 2 1139
6 9 3| |102
1 2 3|26
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Pierwsza tabliczka mnozenia, Ch|ny 3
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Pierwsza tabliczka mnozenia, Chiny 305 rok p.n.e.

12 1 2 Bl @ | 6 6 7 8 9 10 20 | (30) | 40 50 60 70 80 90

45 | 90 | 180 | 270 | (360) | (450) | 540 | 630 | 720 | 810 | 900 | 1800 | 2700 | 3600 | 4500 | 5400 | 6300 | 7200 90
40 80 160 240 | (320) | (400) | 480 560 640 720 800 1600 | 2400 | 3200 | 4000 | 4800 | 5600 7200 80
35 | 70 | 140 | 210 | 280 | 350 | 420 | 490 | 560 | 630 | 700 | 1400 | 2100 | 2800 | 3500 | 4200 5600 | 6300 70
30 60 120 180 240 300 360 420 480 540 600 1200 | 1800 | 2400 | 3000 4200 | 4800 | 5400 60
25 | 50 | 100 | 150 | 200 | 250 | 300 | 350 | 400 | 450 | 500 | 1000 | 1500 | 2000 3000 | 3500 | 4000 | 4500 50
20 | 40 | 80 | 120 | 160 | 200 | 240 | 280 | 320 | 360 | 400 | 800 | 1200 2000 | 2400 | 2800 | 3200 | 3600 40
15 | 30 | 60 | 9 | 120 | 150 | 180 | 210 | 240 | 270 | 300 | 600 1200 | 1500 | 1800 | 2100 | 2400 | 2700 30
10 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 600 800 1000 | 1200 | 1400 | 1600 | 1800 20
s |10 [ 20 | 30 | 40 | 50 | e0 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 10
i1 18 | 27 | 36 | 45 | s4 180 | 270 [ 360 [ 450 | 540 [ 630 | 720 [ 810 9
4 16 24 32 40 48 160 240 320 400 480 560 640 720 8
31 70 | 140 | 210 | 280 | 350 | 420 | 490 | 560 | 630 7
3 60 120 180 240 300 360 420 480 540 6
21 50 | 100 | 150 | 200 | 250 | 300 | 350 | 400 | 450 5
2 40 [ 80 | 120 [ 160 | 200 [ 240 | 280 | 320 | 360 4
1 3
1 2

1
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Antyczny kalkulator, Chiny, 305 rok p.n.e. , ttumaczenie

Przyktad:

22.5 x 35.5 rozbijamy na (20 + 2 + 0.5) x (30 + 5 4+ 0.5) =
20x30+20x54+20x05+2x30+2x5+2x05+05x30
+05x5+4+05x05

i kazde z tych dziatan mozna odczyta¢ z tabliczki 647



Algorytm z "9 rozdziatéow o sztuce matematycznej”

"Odejmujemy pierwszy wiersz od drugiego tyle razy dopdki nie
wyeliminujemy liczby ziaren najwyzszej jakosci z pierwszej kolumny”

3 2 1 39
6-3-3 9-2-2 3-1-1| (102—-39 -39
1 2 3 26
3 2 1] 139
5 1| (24
1 2 3| (26

Antyczni Chinczycy wykonywali dziatania przenoszac drewniane lub
bambusowe patyczki, tak wiec zero reprezentowane byto przez brak
patyczkow.
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Algorytm z "9 rozdziatéow o sztuce matematycznej”

"Podobnie dla trzeciego wiersza przemnazamy i odejmujemy”

3

1x3 2%3 3*3_

3

3-3 6-2 9—-1]

39
24

_26*3

39
24

78 — 39
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Algorytm z "9 rozdziatéow o sztuce matematycznej”

"Nastepnie przemnazamy trzeci wiersz przez liczbe garsci ziaren
sredniej jakosci z drugiego wiersza”

3 2 1 39
5 1 24
4%x5 8x5| |39x%5

"i odejmujemy wiele razy”

3 2 1 39
5 1 24
20-5-5-5-5 40-1-1-1-1) [195—-24-24-24—-24
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Algorytm z "9 rozdziatéow o sztuce matematycznej”

32 11{ (39
5 1| |24
36| (99

"Dwie liczby ktore zostaty w ostatnim wierszu decyduja o liczbie
miar ziaren niskiej jakosci. Lewa to mianownik, prawa licznik”
Liczba ziaren niskiej jako$ci = 99/36 = 2% jednostek miary
"Podobnie uzyskujemy liczbe miar ziaren Sredniej jakosci z drugiego
wiersza. Lewa liczba to mianownik, prawa to licznik, minus liczba
miar ziaren najnizszej jakosci razy liczba z drugiego wiersza"
Liczba ziaren $redniej jakosci = [24 — 1% 23]/5 = 41
"Podobnie uzyskujemy liczbe miar ziaren najwyzszej jakosci z
pierwszego wiersza. Lewa liczba to mianownik, prawa to licznik,
minus liczba miar ziaren Sredniej jakosci razy liczba z pierwszego
wiersza, minus liczba miar ziaren najnizszej jakosci razy liczba z
pierwszego wiersza”
Liczba ziaren najwyzszej jakoéci = [39 — 2+ 43 — 1x23]/3 =91
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"Nowoczesna" Eliminacja Gaussa

a1 a2 a3 X1
a1 dx as| |X
431 d32 as3 X3
Cel:
@ Rozwiazanie uktadu réwnan.

Narzedzia:

e Ukfad réwnan bedzie réwnowazny (bedzie miat takie samo
rozwigzanie) jesli wybrany wiersz przemnozymy przez stafa

rézna od (numerycznego) zera.

e Ukfad réwnan bedzie réwnowazny (bedzie miat takie samo
rozwigzanie) jesli wybrany wiersz dodamy lub odejmiemy od

innego wiersza.
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Eliminacja Gaussa

Metoda:

e W taki sposéb skalowac i dodawaé / odejmowac od siebie
wiersze uktadu réwnan, zeby dosta¢ macierz tréjkatna.

a1 ar a3l [x b1 ail A ais| |x1
a1 axn ax| [x| = |b| = |0 a»n ax3| |[x|=
a1 a3y a| [x3 b3 0 0 33| |x3

@ Macierz tréjkatna potrafimy rozwiazaé niewiadoma po
niewiadome;.

b3
X3 = —
dss
by a3
X2 =T — =
a2 a2
b1 a2 a13
X1= 1 — 7 X2— X3
a1l a1l da11
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Eliminacja Gaussa

Algorytm 1
ain a2 aiz| [x1 by
a1 axp ax| |x| = |b
a31 a3 ass| [x3 b3

1st — 1St/311
(dzielimy pierwszy wiersz tak zeby dodstaé jedynke na przekatnej)

a A b1

1 an  an | | a1
a1 ax ax| [xe| =|b
a3y axp a| [x3 b3
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Eliminacja Gaussa

1

ani
asi

2nd — 2nd — 15t &« an

a12 a13
N I %
a1 an 1

axy ax| |x2
aszy aszz| [X3

b1

ai

bo
b3

(odejmujemy pierwszy wiersz od drugiego przeskalowany tak,
zeby dostaé zero pod przekatna)

1 a12

ail 3
0 ax—axng?

a3l das2

a13
ai

a
a3 — a5t
ass

by
an

by — ax
b3

by

ai
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Eliminacja Gaussa

a1 a13 by
1 ai 2 ai a X1 ai a
_ oy 212 _ oy 212 — _ o212
0 ax—axg? as—ang?| |x by — axn 52
as1 as2 as3 X3 b3

3rd — 3rd — 15t « a3
(odejmujemy pierwszy wiersz od trzeciego przeskalowany tak,

zeby dostaé zero dalej pod przekatna)

a2 a3 b
1 - o X1 an b
gy, 212 _ 5,313 — _ g, L
0 ax—an a a3 — az1 s X2 by — a1 3
12 13 1
— a12 —_ a13 X — b1
0 asg—axn a3 — a5 | X3 b3 — a3 ;4

ail
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Eliminacja Gaussa

EiF] 213 by
1 a a X1 au
12 13 —
0 ax—ani? as—ani?| (x| = |b—ax ablll
a a
0 ap—ang? am—anil| [ by — a3 2

ail
Oznaczamy nowe wyrazy macierzy i prawej strony dla utatwienia 3

1 312 a13| [x1 by
0 3 ax| |x| = |b
0 33 a33| |x3 b3

2nd — 2nd/a§2

(dzielimy drugi wiersz tak zeby dodstac jedynke na przekatnej)

1 312 a13| |x1 by

323 — | b
0 ~1 ’?22 Xo| = 7
0 332 3a33 [x3 bs
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Eliminacja Gaussa

1 31 33| [x1 by
ax — | b
S22 T e
0 33 a33| |x3 bz

3rd — 3rd _ 2nd % 532

(odejmujemy drugi wiersz od trzeciego przeskalowany tak,
zeby dostaé zero dalej pod przekatna)

1 ap ais X1 by
a3 _ by
0 1 n2 X2 = an
L 5, -
0 0 as—an) |

= b
b3 — a3 2%
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Eliminacja Gaussa

I ap ai| |x [:71
0 1 &3 x| = by
0 0 X3 53 — 532%2
3rd — 3rd/
(dzielimy trzeci wiersz przez przekatna)
1 312 &3 |« [:31
0 1 2123 Xo| = b2
0 O 1 X3 B3

Obserwacja

Jedli podczas odejmowania / dodawania dwdch wierszy uzyskamy
wiersz zerowy (uzyskamy zera numeryczne) wéwczas bedziemy mieli
problem z rozwigzaniem takiego uktadu réwnan.

Dzieje sie tak wtedy jesli wszystkie wyrazy jednego wiersza réznia
sie od wszystkich wyrazéw drugiego wiersza jedynie o stata

(jesli dwa wiersze s3 liniowo zalezne) 2041



Eliminacja Gaussa z pivotingiem

6 2 2| (x 0
6 2 1 x2| = |b
1 2 —1| |x3 0

6 = max(|6],]6],|1|) nie robimy pivotingu
1st — 1st/6

1 1/3 1/3] [x 0
6 2 1| |x|=|5
1 2 -1 |x 0

2nd — 2nd — 15t %6

1 1/3 1/3] [x 0
0 0 —1||x|=15
1 2 -1 |x 0
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Eliminacja Gaussa z pivotingiem

1 1/3 1/3] [x 0
0 0 —1||x| =15
1 2 -1 X3 0

3rd — 3rd — 15t «1

1 1/3 1/3] [« 0
0 0 —1]|x|=]|5
0 5/3 —4/3| |x3 0

5/3 = max(0, |5/3|) zamieniamy drugi i trzeci wiersz
(ale nie niewiadome!)

1 1/3 1/3] [x 0
0 5/3 —4/3| |x| = |0
0 0 —1|]|xs 5
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Eliminacja Gaussa z pivotingiem

1 1/3 1/3] [« 0
0 5/3 —4/3| |x| = |0
0 0 -1]|]|xs 5

2nd = 2nd /(5/3) = 2nd 4 3/5

1 1/3 1/3 x] [0
0 1 —4/3%x3/5=-4/5| |x2| = |0
0 0 -1 X3 5

Mamy juz zero pod przekatna, nie odejmujemy wiersza drugiego od
trzeciego tym razem.
3rd — 3rd/(_1)

1 1/3 1/3] [x 0
0 1 —4/5||x|=|0
0 0 1 ||xs -5
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Eliminacja Gaussa z pivotingiem

1 1/3 1/3] [x 0
0 1 —4/5||x|=1|0
0 0 1 ||xs -5
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Eliminacja Gaussa

Algorytm 2

(ta wersja algorytmu nie generuje jedynek na przekatnej,

nie dzieli wiersza z przekatna, uzywa innego mnoznika,

poza tym jest identyczna,

nie rozwiazuje ona réwniez problemu z liniowo zaleznymi wierszami)

a1l are a3l [x by
a1 ax ax| (x| = |b
a31 azx ass| [x3 b3

2nd — 2nd _ 1st ¥ 221
ail
(odejmujemy pierwszy wiersz od drugiego przeskalowany tak,

zeby dostaé zero pod przekatna)

an ar ais X1 by

a a a
0 ax—an® as—ai| |x|=|bk-bE
as1 as as3 X3 bs
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Eliminacja Gaussa

b
a1 a1 ai3 x1 o
_ a _ a2 _ _ ar
0 axn—ani as—ai| x| =|b-bh#
as1 as2 as3 X3 b3

3rd — 3rcl — 1St 4 23
ail
(odejmujemy pierwszy wiersz od trzeciego przeskalowany tak zeby

dosta¢ zero dalej pod przekatna)

an E) a13 X1 b
o3 L _ _ p A
0 ax—ap® a3—as | 22| = by — by 22
31

_ a31 _ _ a1
0 ap—awgr az—awzsr| | X3 b3 — by o=
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Eliminacja Gaussa

an a2 ai3 X1 b
gy, 1 _ |y — by

0 ax—ap o 93T A | = by — by an

0 ax—anpgt a3 —aizss| [x3] b3 — b1 5=

ail ai an

Woprowadzamy nowe oznaczenie wyrazéw 3j;

ann a2 aiz| [x by
0 522 523 X2 | = b2
0 33 a33| |x3 b3

3rd _ 3rd . 2nd * %ﬁ

a2
(odejmujemy drugi wiersz od trzeciego przeskalowany tak zeby
dostac¢ zero dalej pod przekatna)

il A a3 X1 by
0 ax» E Xo| = b

3o %33 by — h, 832
0 0 a&s3—ai3s2| |xs b3 — by 2
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Eliminacja Gaussa

311 a3 X1 by
0 ax» a3 | x| = by
0 0 33—&32] |xs by — by 52

an2

Na koniec dla uproszczenia oznaczamy nowe wyrazy a;; oraz b;

il a1 a3 X1 by
0 &2 ax x| = | b
0 0 as3 X3 bz

Réznica w stosunku do Algorytmu 1: Brak jedynek na przekatnej

28 /47



Eliminacja Gaussa

2 =21
A=10 4 1
1 1
d d 1
3r 3r 1st*§
> 2 1 2 -2 1
0 4 1 =10 4 1
1 1 5
3rd:3rd72nd*%
5 9 1 2 -2 1
0 4 1 =0 4 1
0 0 35—1x% 0 0 2
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Eliminacja Gaussa a wyznacznik

det(A) = 311 * 30 * 333
Przyktad

det(A) =2x4%2 =16

2 =21 41
det(A) =0 4 1 |:2|[1 3]| (- 2)1[1 3| 1+1]
1 3

1

04]’

2%(4+3—1%1)+2x(043—1x1)+1x(0x1—4%1) = 2x11-2—4 =22—-6 = 16
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Eliminacja Gaussa z pivotingiem

0 4 1| [x1 9
1 1 3| |x|=1|6
2 =2 1| |x3 -1

2 = max([0],11],12)
Zamieniamy pierwszy i trzeci wiersz (ALE NIE NIEWIADOME!!!)

2 -2 1| [x ~1
1 1 3/ |x|=]6
0 4 1] (x3 9
2nd:2nd_1st*%
2 -2 1 X1 ~1
0 1-(-2)%x3=2 3-1x3=3| |x|={6-(-1)+3=6+1=

0 4 1 X3 9
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Eliminacja Gaussa z pivotingiem

2 =2 1| [x1 -1
0 2 % X2 | = %
0 4 1] |x3 9
4=max(|2|,|4])
Zamieniamy drugi i trzeci wiersz
2 =2 1| |(x1 -1
0 4 1 X2 | = 9
0 2 % X3 %;
d _ rd d,2 _3rd d, 1
3 =31 2% 7 =3 2" % 5
2 =2 1 X1 -1
0 4 1 x| = 9
0 0 3-1x3=2||x Bogxi=132_1-2
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Eliminacja Gaussa z pivotingiem

2 =21 X1
0 4 1) (x| ==
0 0 2 X3

2x3 =2, wiec x3 =1

dxo+x1=9,4x0 =9 — 1 wiec xp =2
2x1 —2x0 +x3=—1,2xg =2%x2—1-—1,
Sprawdzenie

0 4 1| (x 0 4 1| |1
1 1 3| |x|=[1 1 3| (2=
2 =2 1| |x3 2 =2 1|1

OK!

©

wiec x; =1

Ox1+4%x2+1x1
1x1+1%2+3%1
21 —2%x24+2x%x1
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LU faktoryzacja

Algorytm LU faktoryzacji zostat zaproponowany przez Polskiego
matematyka Tadeusza Banachiewicza w 1938 roku

Tadeusz Banachiewicz, Bulletin of the Polish Academy of Sciences,
1938, Seria A 393 (po francusku)

Figure: Tadeusz Banachiewicz , astronom, matematyk i geolog, urodzony
13 lutego 1882 w Warszawie, od 1919 pracowat na Uniwersytecie
Jagiellonskim, dyrektor obserwatorium astronomicznego w Krakowie, od
1945 roku pracowat réwniez na AGH, zmart 17 listopada 1954 w Krakowie.
Zdjecie Apollo 11 kratera Banachiewicza na Ksiezycu.

Tadeusz Banachiewicz wynalazt réowniez w 1930 tzw. "Krakowiany”
metode operacji na macierzach A@B = BT A ktéra jak obecnie
wiemy pozwala przyspieszaé obliczenia na komputerach. 34/47



LU faktoryzacja

Banachiewicz nie jest powszechnie kojarzony na $wiecie z
algorytmem LU faktoryzacji. Sa ku temu dwa powody

Czasem niestusznie méwi sie na Swiecie ze LU faktoryzacja zostata
odkryta przez Prescott Durand Crouta, amerykanskiego matematyka
(urodzony 28 lipca 1907, pracowat na wydziale matematyki
Masachusset Institue of Technology, zmart 25 wrzesnia 1984).
Crout opisat swoja wersje algorytmu w 1941 roku.

P.D. Crout, A short method for evaluating determinants and solving
systems of linear equations with real or complex coefficients,
Transactions of the American Institute of Electrical Engineers, 60
(1941) 1235-1240.

W 1924 algorytm faktoryzacji dla macierzy symetrycznych (czyli
mniej ogdlng metode) zaproponowat André-Louis Cholesky
(urodzony 15 pazdziernika 1875 w Montguyon, zginat podczas bitwy
31 sierpnia 1918 w Bagneux, Francuski oficer wojskowy oraz
matematyk, studiowat na Ecole Polytechnique w Paryzu)

Cholesky, Bulletin of Geodesia, 1924, 2, 5 (opublikowane po
francusku przez kolece Choleskieco) 35/47



LU faktoryzacja

c
¢ Least squares solution by Cholesky-Banachiewicz ¢ Now square Q to get inverse/covariance
¢ triangle decomposition of normal equationms. ¢ matrix en(nl,ni)*Q’=Q
c en(nl,nl)=en(nl,nl)/max(1,idf)
< Alex Schwarzenberg-Czerny,
< Astronemical Observatory
< of Adam Mickiewicz University, eniimn=eniimx
c Poznan, 1993 do 12 i=1,n
c enii=en(i,i)
real function cracow(en,nl,maxni,idf,detnth) if (idf.gt.0) then
implicit none do 10 j=1,i
real en,enii,s,detnth,eniimx,eniimn,tol 5=0.
integer nl,maxnml,idf,i,j,k,1,n do 11 k=i,n
dimension en(maxni,maxni) 11 s=s+en(i,k)#en(j,k)
data tol/5.e-8/ 10 en(j,i)=s*en(ni,ni)
¢ Normal equations solver endif
if (nl.gt.maxnl) goto 99 if(enii.1lt.0.) then
n=ni-1 detath=detnth-log(-enii)
do 4 i=1,n en(nl,i)=-1./enii
enii=0. endif
if (en(i,i).ge.tol) enii=1./sqrt{en(i,i)) eniimr=max(enii,eniimx)
en(i,i)=-1. 12 eniimn=min(enii,eniimn)
do 4 1=i,n+i cracow=eniimx/eniimn
j=mod(1,n1)+1 detnth=exp(2.#*detnth/n)
if (l.gt.n) en(j,i+1)=0. 99  end

en(j,i)=en(j,i)*enii

do 4 k=max(1,1-n),i
4 en(j,i+1)=en(j,i+1)-en(j,k)*en(i+1,k)
¢ The equations are already solved

Figure: Algorytm Tadeusza Banachiewicza wedtug artykutu "On matrix
factorization and efficient least square problem” A. Schwarzenberg-Czerny,
Astronomy and Astrophysics Supplement Series 110, 405-410 (1995)
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LU faktoryzacja

A=LU
U tréjkatna gérna
L tréjkatna dolna
Ax=0b
LUx =b

Lc = b rozwigzujemy wzgledem ¢

Ux = ¢ rozwiazujemy wzgledem x
Obserwacja:

Algorytm eliminacji Gaussa generuje U
Problem:

Gdzie jest L?
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LU faktoryzacja

L jest rekonstruowane na podstawie wyrazéw przez ktére mnozymy
wiersze przy odejmowaniu

1 00 dil 412 a3 X1 b1
010 dp1 42 a3 Xo| = b2
0 01 d31 4d32 as3 X3 b3

2nd — 2nd _ 1St 4 221
ai
(odejmujemy pierwszy wiersz od drugiego przeskalowany tak,

zeby dostaé zero dalej pod przekatna)

b
1 00 all dl1o da13 X1 ;11
a _ gy, 221 _ ain32 — _ b 22
sr L 010 ap—and as—asi| x| =|b-bh*
0 0 1f |an a2 as3 X3 b3
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LU faktoryzacja

by

1 00 all dl1o d13 X1 L
A1 0|0 ap—an? as—anP| el =|bh-bh#
0 0 1f |asn a2 as3 X3 b3

3rd — 3rd — 15t 4 23
ail
(odejmujemy pierwszy wiersz od trzeciego przeskalowany tak, zeby

dosta¢ zero dalej pod przekatna)

1 0 0] |a11 aio a3 X1 by

a a a a
A1 0] |0 ax—an® az—asP| (x| =|bk-h3
231 a3 -1 _ b
oo 0 1] 10 ap—angs az—awzg| X3 b3 — by
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LU faktoryzacja

Dla uproszczenia oznaczamy nowe wyrazy a;; oraz b;

1 O 0 511 512 513 X1 b1
% 1 0 0 522 523 Xo| = b2
Z[0 1 0 532 3-)33 X3 b3

ail

3rd — 3rd _ 2nd " ?ﬁ

a2
(odejmujemy drugi wiersz od trzeciego przeskalowany tak,
zeby dostaé zero dalej pod przekatna)

1 0 0| [311 3 313 X1 by

5 N - -
a%i ~]. 0 0 dno an3 ~ Xo | = . b% 5
a31 43 Fr2 — Jpa 232 — b,232
T 52 1 0 0 333 — ax3 - X3 bs — by -

Wynik LU faktoryzacji (wyrazy oznaczone 7,~j, ijj, oraz by)

1 0 0 flll 012 013 X1 bl
b1 1 0| |0 i o3 x2| = | b
k1 ko 1 0 0 33 X3 bs
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LU faktoryzacja i wiele prawych stron

Obserwacja

Algorytm LU faktoryzacji umozliwia szybkie rozwigzanie problemu
gdy pojawia sie nowa prawa strona

(szybciej niz eliminacja Gaussa)

Ax = by

LUx = by O(N®)

Lc; = by rozwiazujemy wzgledem ¢; O(N?)
Ux = ¢ rozwiazujemy wzgledem x O(N?)

Ax = b2

LUx = by (za darmo)

Lco = by rozwigzujemy wzgledem c; O(N?)
Ux = ¢ rozwiazujemy wzgledem x O(N?)
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Podsumowanie

A macierz kwadratowa A € R"*"
Woéweczas nastepujace warunki sa réownowazne

Istnieje A1
Istnieje y # 0 takie ze Ay =0

Kolumny A s3 liniowo niezalezne

det(A) # 0

°
°

o Wiersze A sa liniowo niezalezne

°

@ Dla wszystkich b istnieje doktadnie jedno x takie ze Ax = b
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QR faktoryzacja macierzy przez mnozenie Krakowianéw

Otwarty problem naukowy

Tadeusz Banachiewicz wprowadzit "Krakowiany” ktére umozliwiaty
tansze wykonywanie obrotéw podczas obliczen pozycji obiektéw
astronomicznych.
https://www.jacquesvallee.net/wp-content/uploads/2018/11
The_Strange_Case_of_the_Cracovian_Operat-1.pdf

Czy da sie zaprojektowac i zaimplementowaé QR faktoryzacje
uzywajaca "Krakowiandéw" tak zeby ilo$¢ operacji
zmiennoprzecinkowych byta tansza?

Zaimplementowanie QR faktoryzacji za pomocg szybkiego mnozenia
"Krakowianéw" Tadeusza Banasiewicza na CPU lub GPU
(rozwiazanie grozi doktoratem)

Jak to dobrze zrobi¢ dla zwyktych macierzy?

//wersja Konrada Jopka (mojego doktoranta)
https://bitbucket.org/aghflops/dgemm/src/master/

//wersja prof. Roberta van de Geijna (Uniwersytet Teksaniski)
http://wiki.cs.utexas.edu /rvdg/How ToOptimizeGemm
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Blokowa eliminacja Gaussa

A A (x| _ b
A Axn| |x by
gdzie Aj1, A12, A1, Ao to podmacierze, xi, xo to wektory

niewiadomych, b1, by to wektory prawych stron

A11x1 + Arexo = by
Ao1x1 + Agaxo = by

Al = Li1Unn

Lt *{ LizUiixi +Aaxe = by}
Az1x1 + Axpxo = b

Lﬁl L11Ui1x1 + Lf11A12X2 = Lfllbl
Az1x1 + Axoxo = b
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Blokowa eliminacja Gaussa

Ll_l1 L11Ui1x1 + L1_11A12X2 = L1_11b1

Ao1x1 + Axaxo = b

Upixa + Lt Araxe = Lijthy
Azix1 + Axxo = bo

ond —ond _ A, Ul_lll“ poniewaz
(A21 — Ao Uﬂl Ull) x1 = 0, czyli

Urixe + L7 Araxe = L' by

0+ (Azz — A U111L1_11A12>X2 = by — AUy LT by

To sie nazywa dopetnienie Schura <A22 — A UfllLl_llAu)
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Dopetnienie Schura (Schur complement)

Czasami nalezy policzy¢ dopetnienie Schura (zostawi¢ cze$¢ wierszy
niewyeliminowanych).

Woéwczas, uruchamiamy eliminacje Gaussa i zatrzymujemy ja przed
wierszami dopetnienia Schura

1 2 5 1
3 -4 3 -2
A=l4 3 2 1
1 -2 —4 -1

Szukam dopetnienia Schura A[3: 4,3 : 4]

Uruchamiamy eliminacje Gaussa (odejmuje trzy razy wiersz pierwszy
od drugiego, cztery razy wiersz pierszy od trzeciego, i raz wiersz
pierwszy od czwartego)

1 2 5 1
0 —-10 —12 -5
0 -5 —18 —5
0 —4 -9 -2
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Dopetnienie Schura (Schur complement)

1 2 5 1

0 —-10 —-12 -5

0 -5 —-18 -5

0o -4 -9 -2
wiersz trzeci = wiersz trzeci odjaé wiersz drugi podzielony przez -10,
wiersz czwarty = wiersz czwarty odja¢ wiersz drugi podzielony przez
-10,

12 5 1 1 2 5 1
0 —10 12 —5 | |0 —10 -12 -5

12 5 - 96 11
0 0 18- -5-5 S
0 0 -—9-2 5 3 o o -3 -3

| —
[
o2l
|
TN o
—_
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